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記号と用語
• 体とは，可換とは限らない単位的環であって，零環ではなく，0以外の元がすべて乗法に関する逆元を
もつものをいう．体 K 上の絶対値とは，K から R≥0 への写像であって，非退化，乗法的，かつ三角不
等式を満たすものをいう．体にその上の絶対値を 1つ固定して考えたものを，付値体という．

• 体 K に対して，左 K-線型空間を単に K-線型空間という．
• Kは Rまたは Cを表す．
•「n変数」，「Kn」などと書いたら，特に断らない限り，n ∈ Nであるものとする．
• Kn，Nn などの元 x に対して，特に断らなくても，x の i-成分（i ∈ {0, . . . ,n − 1}）を xi と書く．
• x ∈ Kn と k ∈ Nn に対して，xk = xk0

0 · · · xkn−1
n−1 と書く．

• k ∈ Nn に対して，|k | = k0 + · · · + kn−1，k! = k0! · · · kn−1!と定める．
• r, s ∈ Rn≥0 に対して，r ≤ s とは i = 0, . . . ,n − 1 に対して ri ≤ si であることをいい，r < s とは

i = 0, . . . ,n − 1に対して ri < si であることをいう．
• x ∈ Kn，r ∈ Rn≥0 に対して，Kn における中心 x，半径 r の多重球・閉多重球をそれぞれ

B(x; r) = BKn (x; r) = {y ∈ Kn | (|y0 − x0 |, . . . , |yn−1 − xn−1 |) < r},
B•(x; r) = B•

Kn (x; r) = {y ∈ Kn | (|y0 − x0 |, . . . , |yn−1 − xn−1 |) ≤ r}

と定める．

1 形式的冪級数
定義 1.1（形式的冪級数） K を体，E を K-線型空間とする．E を係数とする n変数の（あるいは，Kn から E

への）形式的冪級数とは，Nn から E への写像のことをいう．k = (k0, . . . , kn−1) ∈ Nn に ak ∈ E が対応するよ
うな形式的冪級数 Aを，しばしば

A =
∑
k∈Nn

akXk =
∑

k0 ,...,kn−1∈N
ak0 ,...,kn−1 Xk0

0 · · · Xkn−1
n−1

のように表す．E を係数とする n変数の形式的冪級数全体は，成分ごとの加法とスカラー倍によって K-線型
空間をなす．

形式的冪級数 A =
∑

k∈Nn akXk に対して，a0 を Aの定数項という．
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定義 1.2（形式的冪級数の積） K を体，E0, . . . ,En−1,F を K-線型空間，u : E0 × · · · × En−1 → F を多重線型写
像，Ai を Km から Ei への形式的冪級数とし，

Ai =
∑
k∈Nm

ai,kXk (ai,k ∈ Ei)

と表されているとする（i = 0, . . . ,n − 1）．A0, . . . , An−1 の uによる積 u(A0, . . . , An−1)を，次のように定める．
u(A0, . . . , An−1)は Km から F への形式的冪級数であり，

u(A0, . . . , An−1) =
∑
k∈Nm

( ∑
k(0)+· · ·+k(n−1)=k

u(a0,k(0), . . . ,an−1,k(n−1) )
)

Xk .

定義 1.3（形式的冪級数の合成） K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，Aを Km から Kn への形
式的冪級数，Bを Kn から E への形式的冪級数とし，

A =
∑
k∈Nm

akXk (ak ∈ Kn),

B =
∑
l∈Nn

blY l (bl ∈ E)

と表されているとする．各 k ∈ Nm に対して E の元の族bl
∑

k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i

l∈Nn

が絶対総和可能である場合に限り，Aと Bの合成 B ◦ Aを次のように定める．B ◦ Aは Km から E への形式的
冪級数であり，

B ◦ A =
∑
k∈Nm

©­­­«
∑
l∈Nn

bl
∑

k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i
ª®®®¬ Xk .

ただし，(ak(i , j) )i は ak(i , j) の i-成分を表す．

B ◦ Aは，Bの不定元に形式的に Aを代入・展開し，それを Aの不定元について整理したものである．Aが
定数項をもたない場合には，B ◦ Aの係数には有限和しか現れないため，B ◦ Aは必ず定義される．

定義 1.4（形式偏微分） K を体，E を K-線型空間，Aを Kn から E への形式的冪級数とする．i = 0, . . . ,n − 1
に対して，Aの i-成分に関する形式偏微分を，

∂i A =
∑

k∈Nn , ki ≥1
ak kiX

k0
0 · · · Xki−1

i · · · Xkn−1
n−1

と定める．また，k ∈ Nn に対して，
∂k A = ∂k0

0 · · · ∂kn−1
n−1 A

と書く．

容易にわかるように，形式偏微分どうしは交換可能である．
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2 収束形式的冪級数
定義 2.1（収束形式的冪級数） K を離散でない付値体，E を K-ノルム空間，A =

∑
k∈Nn akXk を Kn から E

への形式的冪級数とする．r ∈ Rn≥0 に対して，{akrk}k∈Nn が E において絶対総和可能であるとき，Aは半径 r

において絶対総和可能であるという．

J(A) = {r ∈ Rn≥0 | Aは半径 r において絶対総和可能},
I(A) = {r ∈ Rn≥0 | ある r ′ > r が存在して，r ′ ∈ J(A)}

と置き，I(A)を Aの収束指標という．また，

C(A) = {x ∈ Kn | (|x0 |, . . . , |xn−1 |) ∈ I(A)}

と置き，C(A)を Aの収束域という．収束域が空でないような形式的冪級数を，収束形式的冪級数という．

n = 1のときは，ρ ∈ [0,∞]を用いて I(A) = [0, ρ)，C(A) = {x ∈ K | |x | < ρ} と書ける．この ρを，Aの収
束半径という．

命題 2.2 K を離散でない付値体，E を K-ノルム空間，A =
∑

k∈Nn akXk を Kn から E への形式的冪級数と
する．

(1) r ∈ Rn≥0 について，{akrk}k∈Nn が E において有界ならば，任意の r ′ < r に対して r ′ ∈ I(A)である．
(2) Aの収束指標 I(A)は，Rn≥0 の開集合である．
(3) J(A)と I(A)は，対数凸である．すなわち，r, s ∈ J(A)（あるいは ∈ I(A)）ならば，t ∈ [0,1]に対して

(r1−t
0 st0, . . . ,r

1−t
n−1st

n−1) ∈ J(A)（あるいは ∈ I(A)）である．

証明 (1) 任意の k ∈ Nn に対して ‖ak ‖rk ≤ M であるとして，r ′ < r を任意にとる．r ′ < r ′′ < r を満たす
r ′′ ∈ Rn≥0 がとれる．各 i = 0, . . . ,n − 1に対して r ′′i /ri < 1だから {(r ′′i /ri)k}k∈N は総和可能であり，よってそ
の積 {(r ′′0 /r0)k0 · · · (r ′′

n−1/rn−1)kn−1 }k∈Nn も総和可能である．さて，任意の k ∈ Nn に対して

‖ak ‖r ′′k = ‖ak ‖rk
( r ′′0

r0

)k0

· · ·
(
r ′′
n−1

rn−1

)n−1

≤ M
( r ′′0

r0

)k0

· · ·
(
r ′′
n−1

rn−1

)n−1

が成り立つから，{akr ′′k}k∈Nn は絶対総和可能である．すなわち，r ′′ ∈ J(A) であり，よって r ′ ∈ I(A) で
ある．

(2) I(A) = ⋃
r ∈J(A){r ′ ∈ Rn≥0 | r ′ < r}だから，I(A)は Rn≥0 の開集合である．

(3) {‖ak ‖rk}k∈Nn，{‖ak ‖sk}k∈Nn が絶対総和可能であるとする．重み付き相加相乗平均の不等式より，
k ∈ Nn に対して

‖ak ‖(r t0s1−t
0 )k0 · · · (r tn−1stn−1)

kn−1 = ‖ak ‖(rk)1−t (sk)t

≤ ‖ak ‖((1 − t)rk + tsk)
= (1 − t)‖ak ‖rk + t‖ak ‖sk

が成り立つから，このとき {‖ak ‖(r t0s1−t
0 )k0 · · · (r t

n−1st
n−1)

kn−1 }k∈Nn も絶対総和可能である．すなわち，J(A)は
対数凸である．I(A)が対数凸であることは，J(A)が対数凸であることから容易にわかる． □
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命題 2.3 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，A =
∑

k∈Nn akXk を Kn から E への形式的冪級数
とする．

(1) Aの収束域 C(A)は，Kn の開集合である．
(2) 任意の r ∈ J(A)に対して，関数族 {x 7→ ak xk}k∈Nn は，閉多重球 B•(x; r)上の一様ノルムに関して絶対
総和可能である．したがって特に，任意の x ∈ C(A) に対して {ak xk}k∈Nn は絶対総和可能であり，そ
の和として得られる C(A)上の関数は連続である．

証明 (1) I(A)は Rn≥0 の開集合であり（命題 2.2 (2)），C(A)は連続写像 Kn → Rn≥0; x 7→ (|x0 |, . . . , |xn−1 |)に
よる I(A)の逆像だから，C(A)は Kn の開集合である．

(2) r ∈ J(A)を任意にとる．B•(0; r)上の一様ノルム ‖−‖B•(0;r) に関して∑
k∈Nn

‖ak xk ‖B•(0;r) =
∑
k∈Nn

‖ak ‖rk < ∞,

すなわち，{ak xk}k∈Nn は B•(0; r)上の一様ノルムに関して絶対総和可能である．したがって特に，{ak xk}k∈Nn

は B(0; r) 上の一様ノルムに関しても絶対総和可能である．連続関数の一様収束極限は連続であり，B(x; r)
（r ∈ J(A)）の全体は C(A)の開被覆をなすから，{x 7→ ak xk}k∈Nn の和として得られる C(A)上の関数は連続
である． □

3 冪級数関数
本節では，無限和の一般論を用いる．無限和の一般論については，「無限和のノート」を参照のこと．

定義 3.1（収束形式的冪級数が定める冪級数関数） K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，
A =

∑
k∈Nn akXk を Kn から E への収束形式的冪級数とする．C(A) 上の関数族 {x 7→ ak xk}k∈Nn の和を，A

が定める冪級数関数といい， fA : C(A) → E と書く．

命題 3.2 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間とする．

(1) A,Bを Kn から E への収束形式的冪級数とする．すると，C(A) ∩C(B) ⊆ C(A+ B)（特に A+ Bも収束
形式的冪級数）であり，C(A) ∩ C(B)において fA+B = fA + fB が成り立つ．

(2) λ ∈ K，Aを Kn から E への形式的冪級数とする．すると，C(A) ⊆ C(λA)（特に λAも収束形式的冪級
数）であり，C(A)において fλA = λ fAが成り立つ．

証明 A =
∑

k∈Nn akXk，B =
∑

k∈Nn bkXk と置く．
(1) x ∈ Kn とする．{ak xk}k∈Nn と {bk xk}k∈Nn がともに絶対総和可能ならば，その和 {(ak + bk)xk}k∈Nn

も絶対総和可能であり， ∑
k∈Nn

(ak + bk)xk =
∑
k∈Nn

ak xk +
∑
k∈Nn

bk xk

が成り立つ．ここまでの議論より，絶対総和可能性については J(A) ∩ J(B) ⊆ J(A + B) であり，ここか
ら I(A) ∩ I(B) ⊆ I(A + B)，C(A) ∩ C(B) ⊆ C(A + B) がわかる．また，上式より，C(A) ∩ C(B) において
fA+B = fA + fB が成り立つ．

(2) x ∈ Kn とする．{λak xk}k∈Nn が絶対総和可能ならば，そのスカラー倍 {λak xk}k∈Nn も絶対総和可能で
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あり， ∑
k∈Nn

λak xk = λ
∑
k∈Nn

ak xk

が成り立つ．ここまでの議論より，絶対総和可能性については J(A) ⊆ J(λA)であり，ここから I(A) ⊆ I(λA)，
C(A) ⊆ C(λA)がわかる．また，上式より，C(A)において fλA = λ fAが成り立つ． □

命題 3.3 Kを離散でない付値体，E0, . . . ,En−1,Fを完備K-ノルム空間，u : E0×· · ·×En−1 → Fを連続多重線型
写像とする．i = 0, . . . ,n−1に対して Ai が Kmから Ei への収束形式的冪級数ならば，C(A0)∩ · · · ∩C(An−1) ⊆
C(u(A0, . . . , An−1))であり，C(A0) ∩ · · · ∩ C(An−1)において fu(A0 ,...,An−1) = u( fA0, . . . , fAn−1 )が成り立つ．

証明 Ai =
∑

k∈Nm ai,kXk と置く．x ∈ Kn とする．u は連続多重線型写像だから，i = 0, . . . ,n − 1 に対して
{ai,k xk}k∈Nn が E において絶対総和可能ならば，{u(a0,k(0), . . . ,an−1,k(n−1) )xk(0)+· · ·+k(n−1) }k(0) ,...,k(n−1)∈Nm も絶対
総和可能であり，∑

k(0) ,...,k(n−1)∈Nm

u(a0,k(0), . . . ,an−1,k(n−1) )xk(0)+· · ·+k(n−1)
=

( ∑
k(0)∈Nm

a0,k(0) x
k(0)

)
· · ·

( ∑
k(n−1)∈Nm

an−1,k(n−1) xk
(n−1)

)
が成り立つ．よって，{(∑k(0)+· · ·+k(n−1)=k u(a0,k(0), . . . ,an−1,k(n−1) ))xk}k∈Nm も絶対総和可能であり，

∑
k∈Nm

( ∑
k(0)+· · ·+k(n−1)=k

u(a0,k(0), . . . ,an−1,k(n−1) )
)

xk =

( ∑
k(0)∈Nm

a0,k(0) x
k(0)

)
· · ·

( ∑
k(n−1)∈Nm

an−1,k(n−1) xk
(n−1)

)
が成り立つ（無限和の結合性）．ここまでの議論より，絶対総和可能性については J(A0) ∩ · · · ∩ J(An−1) ⊆
J(u(A0, . . . , An−1)) であり，ここから I(A0) ∩ · · · ∩ I(An−1) ⊆ I(u(A0, . . . , An−1))，C(A0) ∩ · · · ∩ C(An−1) ⊆
C(u(A0, . . . , An−1))がわかる．また，上式より，C(A0)∩ · · ·∩C(An−1)において fu(A0 ,...,An−1) = u( fA0, . . . , fAn−1 )
が成り立つ． □

次の命題，およびその証明では，Kmから Kn への射影 x 7→ (x0, . . . , xn−1)を πと書く．また，Rm≥0から Rn≥0

への射影も同じ記号で表す．

命題 3.4 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，A =
∑

k∈Nm akXk を Km から E への収束形式的
冪級数，n ≤ mとする．k ′′ ∈ Nm−n に対して，Kn から E への冪級数 Bk′′ を

Bk′′ =
∑

k′∈Nn

a(k′,k′′)X ′k′

と定めると，π(C(A)) ⊆ C(Bk′′)（特に Bk′′ も収束形式的冪級数）である．さらに，x = (x ′, x ′′) ∈ C(A)
（x ′ = (x0, . . . , xn−1)，x ′′ = (xn, . . . , xm−1)）に対して，{ fBk′′ (x ′)x ′′k′′}k′′∈Nm−n は絶対総和可能であり，∑

k′′∈Nm−n
fBk′′ (x ′)x ′′k′′ = fA(x)

が成り立つ．

証明 x = (x ′, x ′′) ∈ Km（x ′ = (x0, . . . , xn−1)，x ′′ = (xn, . . . , xm−1)）とする．{ak xk}k∈Nm が絶対総和可能な
らば，各 k ′′ ∈ Nm−n に対して {a(k′,k′′)x ′k′ x ′′k′′}k′∈Nn は絶対総和可能であり，したがって x ′′k′′ , 0 ならば
{a(k′,k′′)x ′k′}k′∈Nn も絶対総和可能である．さらに，（x ′′k′′ , 0ならば，各 k ′′ ∈ Nn に対して∑

k′∈Nn a(k′,k′′)x ′k′
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が定義され），{(∑k′∈Nn a(k′,k′′)x ′k′)x ′′k′′}k′′∈Nm−n は絶対総和可能であり，∑
k′′∈Nm−n

( ∑
k′∈Nn

a(k′,k′′)x ′k′
)

x ′′k′′ =
∑
k∈Nm

ak xk

が成り立つ（無限和の結合性）．ここまでの議論より，絶対総和可能性については，任意の k ′′ ∈ Nn に対して
π(J(A)) ∩ Rn

>0 ⊆ J(Bk′′) であり，ここから π(I(A)) ⊆ I(Bk′′)，π(C(A)) ⊆ C(Bk′′) がわかる．また，上式より，
x = (x ′, x ′′) ∈ C(A)に対して ∑

k′′∈Nm−n
fBk′′ (x ′)x ′′k′′ = fA(x)

が成り立つ． □

定理 3.5 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，Aを Km から Kn への収束形式的冪級数，B を
Kn から E への収束形式的冪級数とする．Aの定数項 a0 ∈ Kn が C(B)に属するならば，B ◦ Aが定義され，こ
れは Km から E への収束形式的冪級数であり，0のある近傍において fB◦A = fB ◦ fAが成り立つ．

証明 A =
∑

k∈Nm akXk，B =
∑

l∈Nn blYl と置く．また，ak ∈ Kn の i-成分を (ak)i と表す．a0 ∈ C(B)とする
と，ある s ∈ J(B)が存在して (|(a0)0 |, . . . , |(a0)n−1 |) < sとなる．また，Aは収束形式的冪級数だから 0 ∈ I(A)
であり，i = 0, . . . ,n − 1に対して関数 r 7→ ∑

k∈Nm |(ak)i |rk は I(A)上で連続だから（命題 2.3 (2)の証明と同様
にしてわかる），十分 0に近い任意の r ∈ I(A)に対して ∑

k∈Nm |(ak)i |rk ≤ si（i = 0, . . . ,n − 1）が成り立つ．
さて，r ∈ Rm

>0 を 0の十分近くにとり，r ∈ I(A)かつ i = 0, . . . ,n − 1に対して∑
k∈Nm |(ak)i |rk ≤ si を満たす

ようにする．Bの不定元に形式的に Aを代入・展開して生じる項の族bl
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )irk
(i , j)

k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm , l∈Nn

(∗)

について考える．まず，l ∈ Nn を固定すると，r ∈ I(A)より i = 0, . . . ,n − 1に対して {(ak)irk}k∈Nm は絶対総
和可能だから，それらの積 {∏0≤i<n, 0≤ j<li (ak(i , j) )irk

(i , j) }k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm も絶対総和可能であり，∑
k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

|(ak)i |rk =
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

∑
k∈Nm

|(ak)i |rk

≤
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

si

= sl,

したがって ∑
k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm

‖bl ‖
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

|(ak(i , j) )i |rk
(i , j) ≤ ‖bl ‖sl, (∗∗)

が成り立つ．次に，l ∈ Nn を動かすことを考える．l が Nn の中を動くとき，s ∈ J(B)より，(∗∗)の右辺は総
和可能だから，(∗∗)の左辺も総和可能である．よって，E の元の族 (∗)は絶対総和可能である．k ∈ Nm を固
定すると，無限和の結合性よりbl

∑
k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )irk
(i , j)

l∈Nn
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も絶対総和可能だから，r > 0に注意してbl
∑

k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i

l∈Nn

も絶対総和可能であることがわかる．すなわち，B ◦ Aが定義される．
x ∈ Km を 0の十分近くにとる．具体的には，r ∈ Rm

>0 を前段でとったものとして，(|x0 |, . . . , |xm−1 |) ≤ r が
成り立つようにとる．すると，bl

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i xk
(i , j)

k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm , l∈Nn

は絶対総和可能であり，∑
k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm ,

l∈Nn

bl
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i xk
(i , j)
=

∑
l∈Nn

∑
k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm

bl
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i xk
(i , j)

=
∑
l∈Nn

bl
∑

k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i xk
(i , j)

=
∑
l∈Nn

bl
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

∑
k∈Nm

(ak)i xk

=
∑
l∈Nn

bl

( ∑
k∈Nm

ak xk
) l

(∗∗∗)

が成り立つ．（ここで，

• 第一の式変形では，無限和の結合性を，
• 第二の式変形では，「{∏0≤i<n, 0≤ j<li (ak(i , j) )i xk

(i , j) }k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm は絶対総和可能だから，bl を外
に出せる」ことを，

• 第三の式変形では，「i = 0, . . . ,n − 1に対して {(ak)i xk}k∈Nm は絶対総和可能だから，無限和と積が交換
できる」ことを

用いた．）また，無限和の結合性より，
©­­­«
∑
l∈Nn

bl
∑

k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i
ª®®®¬ xk

k∈Nm

は絶対総和可能であり，

∑
k∈Nm

©­­­«
∑
l∈Nn

bl
∑

k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i
ª®®®¬ xk =

∑
k(0,0) ,...,k(n−1,ln−1−1)∈Nm ,

l∈Nn

bl
∏

0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i xk
(i , j)

(∗∗∗∗)
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が成り立つ．(∗∗∗)と (∗∗∗∗)より，

∑
k∈Nm

©­­­«
∑
l∈Nn

bl
∑

k(0,0)+· · ·+k(n−1,ln−1−1)=k

∏
0≤i<n,
0≤ j<li

(ak(i , j) )i
ª®®®¬ xk =

∑
l∈Nn

bl

( ∑
k∈Nm

ak xk
) l

が成り立つ．すなわち，B ◦ A は x において絶対総和可能であり， fB◦A(x) = fB( fA(x)) が成り立つ．x は
0 ∈ Km のある近傍から任意にとれるから，これで主張は示された． □

系 3.6 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，Aを Km から Kn への定数項をもたない収束形式的
冪級数，Bを Kn から E への収束形式的冪級数とする．このとき，B ◦ Aが定義され，これは Km から E への
収束形式的冪級数であり，0のある近傍において fB◦A = fB ◦ fAが成り立つ．

証明 定理 3.5で，Aが定数項をもたないとした場合である． □

系 3.7 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，A =
∑

k∈Nn akXk を Kn から E への収束形式的冪級
数，c ∈ C(A)とする．任意の l ∈ Nn に対して，{al+pcp}p∈Nn は E において絶対総和可能である．さらに，

B =
∑
l∈Nn

( ∑
p∈Nn

al+pcp
)

Y l

と置くと，B は収束形式的冪級数であり，c のある近傍において fB(x − c) = fA(x)（x は固定された c の近傍
の元）が成り立つ．

証明 定理 3.5で，m = nとし，A，Bにそれぞれ X + c，Aを割り当てた場合である． □

4 冪級数関数の係数の一意性
定理 4.1（零点孤立定理） K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，A =

∑
k∈N akXk を K から E へ

の収束形式的冪級数とする．A , 0ならば（すなわち，ak がすべて 0でなければ），δ > 0をとって，任意の
x ∈ K，0 < |x | < δに対して（x ∈ C(A)かつ） fA(x) , 0となるようにできる．

証明 A = 0とする．ak , 0なる最小の k ∈ Nを k(0) とすると，A = Xk(0) ∑
k∈N ak(0)+kXk と書ける．Aが収

束形式的冪級数であることから，A′ =
∑

k∈N ak(0)+kXk も収束形式的冪級数である．よって，冪級数関数 fA′ が
考えられる． fA′ は fA′(0) = ak(0) , 0なる連続関数だから（命題 2.3），δ > 0をとって，任意の |x | < δに対し
て x ∈ C(A′)かつ fA′(x) , 0となるようにできる． fA(x) = xk

(0)
fA′(x)（x ∈ C(A)）だから（命題 3.3），この δ

について，任意の 0 < |x | < δに対して x ∈ C(A)かつ fA(x) , 0が成り立つ． □

定理 4.2（冪級数関数の係数の一意性） K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，A =
∑

k∈Nn akXk，
B =

∑
k∈Nn bkXk を Kn から E への収束形式的冪級数とする．0のある近傍上で fA = fB ならば，A = B（す

なわち，すべての k ∈ Nn に対して ak = bk）である．

証明 B = 0の場合に示せば十分である（命題 3.2）．すなわち，0のある近傍上で fA = 0であると仮定して，
A = 0を示す．

nについての帰納法で示す．n = 0のときは明らかである．nのときに示せたとして，n+ 1のときを考える．
A =

∑
k∈Nn+1 akXk を（形式的に）Xn について整理したときに X l

n の係数として現れる形式的冪級数を，Al と
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書く（l ∈ N）．すると，各 l ∈ Nに対して Al は収束形式的冪級数であり，ある多重球 BKn+1 (0; r)（r ∈ Rn+1
>0 ）

の上で ∑
l∈N

fAl
(x0, . . . , xn−1)xln = fA(x) = 0 (∗)

が成り立つ（命題 3.4）．さて，(x0, . . . , xn−1) ∈ BKn (0; r0, . . . ,rn−1)を任意に固定すると，任意の xn ∈ BK (0; rn)に
対して (∗)が成り立つ．したがって，零点孤立定理（定理4.1）より，すべての l ∈ Nに対して fAl

(x0, . . . , xn−1) = 0
でなければならない．よって，帰納法の仮定より，すべての l ∈ Nに対して Al = 0である．これは，A = 0を
意味する． □

5 冪級数関数の微分
定理 5.1 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，Aを Kn から E への収束形式的冪級数とする．A

が定める冪級数関数 fA : C(A) → E は，任意階数の偏微分が可能である．さらに，任意の k ∈ Nn に対して，
C(∂k A) = C(A)（したがって ∂k Aも収束形式的冪級数）であり，C(A)において ∂k fA = f∂k Aが成り立つ．

証明 k = (1,0, . . . ,0)の場合に示せば十分である．

A =
∑
k∈Nn

akXk, ∂0 A =
∑

k∈Nn , k0≥1
k0akXk0−1

0 Xk1
1 · · · Xkn−1

n−1

と置く．
まず，C(∂0 A) = C(A) を示す．そのためには，I(∂0 A) = I(A) を示せばよい．r ∈ J(∂0 A) とすると，

{k0akrk0−1
0 rk1

1 · · · rkn−1
n−1 }k∈Nn , k0≥1 は絶対総和可能だから，その r0 倍である {k0akrk}k∈Nn , k0≥1 も絶対総和可

能である．k ∈ Nn，k0 ≥ 1 に対しては ‖ak ‖rk ≤ k0‖ak ‖rk だから，{akrk}k∈Nn も絶対総和可能，すなわち
r ∈ J(A) となる．よって J(∂0 A) ⊆ J(A) であり，ここから I(∂0 A) ⊆ I(A) がわかる．逆に，r ∈ I(A) とする
と，ある r ′ > r が存在して {akr ′k}k∈Nn は絶対総和可能となる．r0 < s < r ′0 なる s ∈ R>0 をとると，k ∈ Nn，
k0 ≥ 1に対して

k0‖ak ‖sk0−1r ′k1
1 · · · r ′kn−1

n−1 ≤ k0

s

(
s
r ′0

)k0

‖ak ‖r ′k

である．k0 ∈ N が動くとき (k0/s) · (s/r ′0)k0 は有界なので，{k0ak sk0−1r ′k1
1 · · · r ′kn−1

n−1 }k∈Nn , k0≥1 も絶対総和可
能，すなわち (s,r ′1, . . . ,r ′n−1) ∈ J(∂0 A)，したがって r ∈ I(∂0 A)となる．よって，I(A) ⊆ I(∂0 A)である．これ
で，I(∂0 A) = I(A)が示された．
次に，C(A) において ∂k fA = f∂k A が成り立つことを示す．x ∈ C(A) を任意に固定する．A の不定元

X = (X0, . . . ,Xn−1)に (x0 + H, x1 . . . , xn−1)（H は新しい不定元）を形式的に代入・展開して得られる形式的冪
級数を，Bx とする．すなわち，

Bx =
∑
l∈N

( ∑
k∈Nn , k0≥l

(
k0

l

)
ak xk0−l

0 xk1
1 · · · xn−1

kn−1

)
Hl

とする．定理 3.5より，Bx は矛盾なく定義される収束形式的冪級数であり，0に十分近い任意の h ∈ K \ {0}
に対して

fA(x0 + h, x1, . . . , xn−1) = fBx (h) =
∑
l∈N

( ∑
k∈Nn , k0≥l

(
k0

l

)
ak xk0−l

0 xk1
1 · · · xn−1

kn−1

)
hl

9



が成り立つ．よって，0に十分近い任意の h ∈ K \ {0}に対して，

fA(x0 + h, x1, . . . , xn−1) − f (x0, . . . , xn−1)
h

=
∑
l≥1

( ∑
k∈Nn , k0≥l

(
k0

l

)
ak xk0−l

0 xk1
1 · · · xn−1

kn−1

)
hl−1

が成り立つ．Bx が収束形式的冪級数であることより，B′
x =

∑
l≥1(

∑
k∈Nn , k0≥l ak

(k0
l

)
xk0−l

0 xk1
1 · · · xn−1

kn−1
)Hl−1 も

収束形式的冪級数だから，B′
x は 0 ∈ Kの近傍で連続関数を定める（命題 2.3 (2)）．よって，上式は h → 0に

おいて極限値をもち，

lim
h→0

fA(x0 + h, x1, . . . , xn−1) − fA(x0, . . . , xn−1)
h

= lim
h→0

∑
l≥1

( ∑
k∈Nn , k0≥l

(
k0

l

)
ak xk0−l

0 xk1
1 · · · xn−1

kn−1

)
hl−1

=
∑

k∈Nn , k0≥1
k0ak xk0−1

0 xk1
1 · · · xn−1

kn−1

= f∂0A(x)

が成り立つ．すなわち， fAは x において微分可能であり，∂0 fA(x) = f∂0A(x)である．x は C(A)の中から任意
にとれたから，fAは 0-成分に関して偏微分可能であり，∂0 fA = f∂0Aが成り立つ．これで主張は示された． □

系 5.2 E を完備 K-ノルム空間，A =
∑

n∈Nn akXk を Kn から E への収束形式的冪級数とする．

ak =
∂k fA(0)

k!

が成り立つ．

証明 定理 5.1を用いて，∂k fA(0) = f∂k A(0) = k!ak を得る． □

系 5.2は，冪級数関数の係数の一意性（定理 4.2）の別証明を与えている．

6 解析関数
定義 6.1（解析関数） K を離散でない付値体，U を Kn の開集合，E を完備 K-ノルム空間とする．関数
f : U → E が解析的である，あるいは解析関数であるとは，「任意の c ∈ U に対して，c の近傍 V ⊆ U と Kn

から E への形式的冪級数 Aが存在し，関数 x 7→ fA(x − c) が V で定義され（すなわち，V ⊆ c + C(A) であ
り），x ∈ V に対して f (x) = fA(x − c)が成り立つ」ことをいう．

f : U → E を解析関数とする．冪級数関数の係数の一意性（定理 4.2）より，各 c ∈ U に対して，上の条件を
満たすような Kn から E への形式的冪級数 Aは一意に定まる．この Aを， f の cにおける冪級数展開という．

K = Rに対する解析関数を実解析関数，K = Cに対する解析関数を複素解析関数という．Cn の開集合から
完備 C-ノルム空間への複素解析関数は，R2n の開集合から完備 R-ノルム空間への関数とみなせば，実解析関
数である．

命題 6.2 K を離散でない付値体，U を Kn の開集合，E を完備 K-ノルム空間とする．

(1) f ,g : U → E が解析関数ならば， f + g も解析関数である．
(2) λ ∈ K， f : U → E が解析関数ならば，λ f も解析関数である．

証明 命題 3.2から従う． □
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命題 6.3 Kを離散でない付値体，UをKmの開集合，E0, . . . ,En−1,Fを完備K-ノルム空間，u : E0×· · ·×En−1 →
Fを連続多重線型写像とする．i = 0, . . . ,n−1に対して fi : U → Eiが解析関数ならば，u( f0, . . . , fn−1) : U → F

も解析関数である．

証明 命題 3.3から従う． □

命題 6.4 K を離散でない付値体，U を Km の開集合，V を Kn の開集合，E を完備 K-ノルム空間とする．
f : U → V，g : V → E が解析関数ならば，g ◦ f : U → E も解析関数である．

証明 系 3.6から従う． □

命題 6.5 K を離散でない付値体，E を完備 K-ノルム空間，Aを Kn から E への収束形式的冪級数とする．A

が定める冪級数関数 fA : C(A) → E は，解析関数である．

証明 系 3.7から従う． □

定理 6.6 K を離散でない付値体，U を Kn の開集合，E を完備 K-ノルム空間，f : U → E を解析関数とする．
f は任意階数の偏微分が可能で，その任意の偏微分はまた解析関数である．特に，解析関数は C∞ 級である．

証明 定理 5.1から従う． □

定理 6.7 K を離散でない付値体，U を Kn の開集合，E を完備 K-ノルム空間， f : U → E を解析関数とす
る．c ∈ U における f の冪級数展開は， ∑

k∈Nn

∂k f (c)
k!

Xk

で与えられる．

証明 系 5.2から従う． □

係数体が K（Rまたは C）の場合は，次のことが成り立つ．

定理 6.8（一致の定理） U を Kn の連結開集合，E を完備 K-ノルム空間， f ,g : U → E を解析関数とする．

(1) {x ∈ U | f (x) = g(x)}が内点をもつならば，U 上で常に f = g である．
(2) n = 1とする．{x ∈ U | f (x) = g(x)}が U において集積点をもつならば，U 上で常に f = g である．

証明 g = 0の場合に示せば十分である（命題 6.2）．
(1) まず，U が凸である場合に示す．{x ∈ U | f (x) = 0} が内点 c ∈ U をもつとする．x ∈ U を任意にと
る．h(t) = f ((1 − t)c + t x)と置くと，hは [0,1]を含む開区間上で定義された実解析関数であり（命題 6.4），0
のある近傍において 0 に等しい．もし f (x) = h(1) , 0 であるとすると，「[0, t] において常に h = 0」である
ような t ∈ [0,1) の上限 t0 がとれる．ところが，t0 における h の冪級数展開を考えると，零点孤立定理（定
理 4.1）より，hは t0 のある近傍で 0でなければならず，これは t0 の上限性に矛盾する．よって，背理法より
f (x) = 0である．x ∈ U は任意だったから，これで U が凸である場合には示された．
次に，一般の場合に示す．{x ∈ U | f (x) = 0} の内部を V とし，V が空でないとする．x ∈ V ∩ U を任意に
とり，x を中心とする多重球 B(x; r)をU に収まるようにとる．すると，B(x; r) ∩V は空でない開集合であり，
この上で f = 0が成り立つ．B(x; r)は凸だから，前段の結果を f |B(x;r) に適用して，B(x; r)上で f = 0であ
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ることを得る．したがって，x ∈ V である．よって，V は U の閉集合であるから，U の連結性より V = U で
あり，U 上で常に f = 0である．これで，U が一般の場合についても示された．

(2) {x ∈ U | f (x) = 0}が集積点 c ∈ U をもつとする．cにおける f の冪級数展開を Aとすると，Aが定め
る冪級数関数が 0 になる点の全体は 0 を集積点にもつから，零点孤立定理（定理 4.1）より，A = 0 である．
したがって，cのある近傍において f = 0である．よって，(1)より f = g である． □
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