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概要
関数解析の基礎を前提として，コンパクト作用素や Fredholm作用素について解説する．
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記号と用語
• 自然数，整数，実数，複素数全体の集合を，それぞれ N, Z, R, Cと書く．0は自然数に含める．Kは

Rまたは Cを表す．
• 線型空間 E の部分集合 S に対して，S が生成する E の部分線型空間を span S と書く．
• 線型空間 E 上の恒等作用素を，IE あるいは単に I と書く．
• 距離空間 X において，x ∈ X を中心とする半径 r ≥ 0の閉単位球を BX(x; r)と書く．
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• K-ノルム空間のノルムを ‖–‖と書き，K-Hilbert空間の内積を 〈–|–〉と書く．複素 Hilbert空間の内積
は，左の引数に関して共役線型，右の引数に関して線型とする．

• K-ノルム空間 E に対して，その位相的双対空間（E 上の連続線型形式全体のなす線型空間）を E′ と
書く．E′ は作用素ノルムによって K-ノルム空間とみなす．また，K-ノルム空間の間の連続線型作用素
T : E → F に対して，その双対作用素を T ′ : F ′ → E′ と書く．

• K-ノルム空間 E, F に対して，E から F への連続線型作用素全体のなす空間を L(E; F ) と書く．
L(E; E)を単にL(E)と書く．L(E; F )は作用素ノルムによって K-ノルム空間とみなす．

• K-Banach空間上の連続線型作用素 T のスペクトルを，Sp(T )と書く．

1 コンパクト作用素
1.1 コンパクト作用素
定義 1.1（コンパクト作用素） E, F を K-ノルム空間とする．E から F への連続線型作用素 T がコンパク
トであるとは，E の任意の有界集合 Aに対して T (A)が全有界であることをいう．E から F へのコンパクト
作用素の全体を，L C (E; F )と書く．L C (E; E)を単にL C (E)と書く．

K-ノルム空間 E から F への連続線型作用素 T がコンパクトであることをいうためには，閉単位球の像
T (BE(0; 1))が全有界であることを示せばよい．また，F が K-Banach空間ならば，F の部分集合が全有界で
あることと相対コンパクトであることとは同値だから，「全有界」を「相対コンパクト」に置き換えても定義
は変わらない．
距離空間が全有界であることは，その上の任意の点列が Cauchy部分列をもつことと同値である．したがっ
て，K-ノルム空間 E から F への連続線型作用素 T がコンパクトであるための必要十分条件は，E 上の任意の
有界点列 (xn)n∈N に対して (Txn)n∈N が Cauchy部分列をもつことである．F が K-Banach空間ならば，こ
れは，E 上の任意の有界点列 (xn)n∈N に対して (Txn)n∈N が収束部分列をもつ（あるいは，距離空間だから同
じことだが，接触点をもつ）こととも同値である．「有界点列」を「閉単位球内の点列」に置き換えてもよい．

命題 1.2 E, F を K-ノルム空間とし，T を E から F への位相線型空間の同型とする．T がコンパクトであ
るための必要十分条件は，E, F が有限次元であることである．特に，E 上の恒等作用素がコンパクトである
ための必要十分条件は，E が有限次元であることである．

証明 T は位相線型空間の同型だから，T がコンパクトであることは F の有界集合が全有界であることと同
値であり，これはさらに F が（したがって E も）有限次元であることと同値である．

命題 1.3 E, F を K-ノルム空間とする．

(1) L C (E; F )はL(E; F )の閉部分線型空間である．
(2) E1, F1 を K-ノルム空間とし，S を E1 から E への連続線型作用素，U を F から F1 への連続線型作用
素とすると，E から F への任意のコンパクト作用素 T に対して，STU は E1 から F1 へのコンパクト
作用素である．

証明 (1) λ, µ ∈ K，T , S ∈ L C (E; F )とすると，T (BE(0; 1)), S(BE(0; 1))は全有界であり，したがっ
て (λT + µS)(BE(0; 1)) ⊆ λT (BE(0; 1)) + µS(BE(0; 1))も全有界だから，λT + µS ∈ L C (E; F )である．
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よって，L C (E; F )はL(E; F )の部分線型空間である．
L C (E; F )が L(E; F )において閉であることを示す．T が L C (E; F )の閉包に属するとして，ϵ > 0を
任意にとる．すると，‖K − T‖ ≤ ϵを満たすコンパクト作用素 K がとれる．K(BE(0; 1))は全有界だから，
有限個の点 y0, . . . , yn−1 ∈ F を K(BE(0; 1)) ⊆

⋃n−1
i=0 BF (yi; ϵ)となるようにとれる．‖K − T‖ ≤ ϵより任

意の x ∈ BE(0; 1)に対して ‖Kx − Tx‖ ≤ ϵだから，このとき

T (BE(0; 1)) ⊆
⋃

y∈K(BE(0;1))

BF (y; ϵ) ⊆
n−1⋃
i=0

BF (yi; 2ϵ)

が成り立つ．任意の ϵ > 0に対してこれがいえるから，T (BE(0; 1))は全有界である．すなわち，T はコンパ
クトである．よって，L C (E; F )はL(E; F )において閉である．

(2) 連続線型作用素が有界集合を有界集合に，全有界集合を全有界集合にうつすことから従う．

系 1.4 E, F を K-ノルム空間，M を E の部分線型空間とする．E から F へのコンパクト作用素 T に対し
て，その制限 T |M もコンパクトである．

証明 T |M は包含写像M → E と T との合成だから，主張は命題 1.3 (2)から従う．

系 1.5 K-ノルム空間 E に対して，L C (E)はL(E)の閉イデアルである．

証明 命題 1.3で F = E とすれば主張を得る．

命題 1.6 E, F を K-ノルム空間とする．E から F への連続線型作用素 T に対する次の 2 条件について，
(b) =⇒ (a)が成り立つ．さらに，F が Hilbert空間ならば，2条件は同値となる．

(a) T はコンパクトである．
(b) T は「E から F への有限階数の連続線型作用素全体の集合」のL(E; F )における閉包に属する．

証明 (b) =⇒ (a) 連続線型作用素は有界集合を有界集合にうつし，有限次元ノルム空間の有界集合は全有
界だから，有限階数の連続線型作用素はコンパクトである．また，L C (E; F )はL(E; F )において閉である
（命題 1.3 (1)）．よって，「E から F への有限階数の連続線型作用素全体の集合」の閉包はL C (E; F )に含ま
れる．

F が Hilbert空間であるとして，(a) =⇒ (b)を示す．T がコンパクトであるとして，ϵ > 0を任意にとる．
すると，T (BE(0; 1))は全有界だから，有限個の点 y0, . . . , yn−1 ∈ F を T (BE(0; 1)) ⊆

⋃n−1
i=0 BF (yi; ϵ)とな

るようにとれる．F の有限次元部分線型空間 span{y0, . . . , yn−1}の上への直交射影を P とすると，PT は E

から F への有限階数の連続線型作用素である．‖PT − T‖ ≤ 2ϵであることを示す．x ∈ E，‖x‖ ≤ 1を任意
にとると，Tx ∈ T (BE(0; 1)) ⊆

⋃n−1
i=0 BF (yi; ϵ)だから，‖Tx − yi‖ ≤ ϵとなる iがとれる．これを用いて，

Pyi = yi に注意して式変形をすると，

‖PTx − Tx‖ ≤ ‖PTx − yi‖ + ‖yi − Tx‖
= ‖P (Tx − yi)‖ + ‖yi − Tx‖
≤ 2ϵ

を得る．よって，‖PT − T‖ ≤ 2ϵが成り立つ．これで，T が「E から F への有限階数の連続線型作用素全体
の集合」のL(E; F )における閉包に属することが示された．
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注意 1.7 回帰的かつ可分な K-Banach空間 E であって，「E 上の有限階数の連続線型作用素全体の集合」の
L(E)における閉包がL C (E)に一致しない（真に含まれる）ものが存在する [3]．

命題 1.8 E, F を K-ノルム空間とする．E から F への連続線型作用素 T について，T がコンパクトである
ことと，双対作用素 T ′ がコンパクトであることとは同値である．

証明 T がコンパクトであるとする．T ′ がコンパクトであることを示すために，F ′ の閉単位球に含まれる点
列 (gn)n∈N を任意にとり，(T ′gn)n∈N が E′ に接触点をもつことを示す．Banach–Alaogluの定理より F ′ の
閉単位球は汎弱コンパクトであり，したがって (gn)n∈N は汎弱位相に関する接触点 g ∈ E′ をもつ．以下，T ′g

が (T ′gn)n∈N の作用素ノルム位相に関する接触点であることを示す．
ϵ > 0と n0 ∈ Nを任意にとる．T (BE(0; 1))は全有界だから，有限個の y0, . . . , yk−1 ∈ F を T (BE(0; 1)) ⊆⋃k−1
i=0 BF (yi; ϵ)となるようにとれる．さらに，g は (gn)n∈N の汎弱位相に関する接触点だから，すべての iに
対して

|gn(yi) − g(yi)| ≤ ϵ

となるような n ≥ n0 がとれる．この nについて，‖T ′gn − T ′g‖ ≤ 3ϵであることを示す．x ∈ E，‖x‖ ≤ 1
を任意にとると，Tx ∈ T (BE(0; 1)) ⊆

⋃k−1
i=0 BF (yi; ϵ)だから，‖Tx − yi‖ ≤ ϵとなる iがとれる．これを用

いて，|gn(yi) − g(yi)| ≤ ϵと ‖gn‖, ‖g‖ ≤ 1に注意して式変形をすると，

‖(T ′gn)(x) − (T ′g)(x)‖ = ‖gn(Tx) − g(Tx)‖
≤ ‖gn(Tx − yi)‖ + ‖gn(yi) − g(yi)‖ + ‖g(yi − Tx)‖
≤ 3ϵ

を得る．よって，‖T ′gn − T ′g‖ ≤ 3ϵが成り立つ．これで，T ′g が (T ′gn)n∈N の作用素ノルム位相に関する接
触点であることが示された．
逆に，T ′ がコンパクトであるとすると，すでに示した含意より T ′′ もコンパクトとなるが，T は T ′′ の制限
とみなせるから，このとき T もコンパクトである（系 1.4）．

系 1.9 E, F を K-Hilbert空間とする．E から F へのコンパクト作用素 T に対して，その随伴作用素 T ∗ は
F から E へのコンパクト作用素である．

証明 Rieszの表現定理より Hilbert空間の自然な共役同型 E′ ∼= E，F ′ ∼= F が成り立ち，この同型によって
双対作用素 T ′ は随伴作用素 T ∗ に対応するから，主張は命題 1.8から従う．あるいは，有限階数の連続線型
作用素の随伴はまた有限階数であることに注意して，命題 1.6を用いてもよい．

1.2 コンパクト作用素と弱位相
命題 1.10 E を K-Banach空間，F を K-ノルム空間とする．E から F への連続線型作用素 T に対する次の
2条件について，(a) =⇒ (b)が成り立つ．さらに，E が回帰的ならば，2条件は同値となる．

(a) T はコンパクトである．
(b) E 上の点列 (xn)n∈N が x ∈ E に弱収束するならば，(Txn)n∈N は Txに収束する．

証明 (a) =⇒ (b) T がコンパクトであるとする．(b)を示すためには，x = 0の場合だけを考えれば十分で
ある．また，F を完備化することで，一般性を失わず F は Banach空間であると仮定する．
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E 上の点列 (xn)n∈N が 0に弱収束するとする．T は E の弱位相と F の弱位相に関して連続だから，このと
き (Txn)n∈N は 0に弱収束する．したがって，(Txn)n∈N は弱位相に関して 0以外の接触点をもたないから，
ノルム位相に関しても 0以外の接触点をもたない．

(Txn)n∈Nが 0に収束しないと仮定すると，ある r > 0と部分列 (xnk
)k∈Nが存在して，任意の k ∈ Nに対し

て ‖Txnk
‖ ≥ r が成り立つ．一方で，(xn)n∈N は 0に弱収束することより弱有界だから，Banach–Steinhaus

の定理の帰結より有界でもあり，したがって T のコンパクト性より (Txnk
)k∈N は収束部分列をもつ．とこ

ろが，任意の k ∈ Nに対して ‖Txnk
‖ ≥ r だったから，(Txnk

)k∈N の極限点は 0ではありえない．これは，
(Txn)n∈N がノルム位相に関して 0以外の接触点をもたないことに反する．よって，背理法より，(Txn)n∈N

は 0に収束する．
E が回帰的であるとして，(b) =⇒ (a)を示す．回帰的 Banach空間上の有界点列は弱収束部分列をもつか
ら [5, 定理 2.114]，(b)が成り立つとすると，E 上の任意の有界点列 (xn)n∈N に対して (Txn)n∈N は収束部分
列をもつ．これで，主張は示された．

命題 1.11 E, F を K-ノルム空間とする．E から F への連続線型作用素 T に対して，次の 2条件は同値で
ある．

(a) T は有限階数である．
(b) T は E の弱位相と F のノルム位相に関して連続である．

証明 (a) =⇒ (b) Im T が F の有限次元部分線型空間M に含まれるとする．位相線型空間の同型M ∼= Kn

を 1つ固定し，この同型を経由した i-成分への射影を Pi : M → Kと書く．すると，各 iに対して PiT : E → K
は E 上の連続線型形式だが，線型形式が連続であることと弱連続であることとは同値だから，PiT は弱連続
でもある．よって，T は E の弱位相と F のノルム位相に関して連続である．

(b) =⇒ (a) T が E の弱位相と F のノルム位相に関して連続であるとすると，弱位相の定義より，有限個
の f0, . . . , fn−1 ∈ E′ を，x ∈ E に対して |f0(x)|, . . . , |fn−1(x)| ≤ 1 ならば ‖Tx‖ ≤ 1 となるようにとれ
る．ここで x ∈

⋂n−1
i=0 Ker fi とすると，xの任意のスカラー倍 λxはすべての iに対して |fi(λx)| = 0を満た

し，したがって |λ|‖Tx‖ = ‖T (λx)‖ ≤ 1となるから，Tx = 0である．すなわち，⋂n−1
i=0 Ker fi ⊆ Ker T であ

る．⋂n−1
i=0 Ker fi はたかだか余次元 nだから，それを含む Ker T もたかだか余次元 nである．T は線型同型

E/ Ker T ∼= Im T を誘導するから，Im T はたかだか n次元である．よって，T は有限階数である．

2 Fredholmの択一定理
2.1 位相的補空間に関する準備
命題 2.1 E を K-Banach空間とする．E の閉部分線型空間M , N が互いに他の代数的補空間ならば，これ
らは互いに他の位相的補空間でもある．

証明 E の閉部分線型空間M , N が互いに他の代数的補空間ならば，写像M × N → E; (x, y) 7→ x + y は
Banach空間の間の全単射連続線型作用素だから，開写像定理より，この写像は位相線型空間の同型である．
すなわち，M , N は互いに他の位相的補空間である．

命題 2.2 E を K-Banach空間とする．
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(1) E の有限次元部分線型空間は，位相的補空間をもつ．
(2) E の有限余次元閉部分線型空間は，位相的補空間をもつ．

証明 (1) M を E の有限次元部分線型空間とし，M の基底 (e0, . . . , en−1) をとり，対応する双対基底を
(α0, . . . , αn−1) とする．各 αi は M 上の連続線型形式だから，Hahn–Banach の拡張定理より，E 上の連
続線型形式 α̃i に拡張できる．N =

⋂n−1
i=0 Ker α̃i と置くと，N は E の閉部分線型空間である．さらに，

M ∩ N =
⋂n−1

i=0 Ker αi = {0}であり，また任意の x ∈ E に対して

x =
n−1∑
i=0

α̃i(x)ei +

(
x −

n−1∑
i=0

α̃i(x)ei

)
∈ M + N

だからM + N = E である．よって，M , N は互いに他の代数的補空間である E の閉部分線型空間だから，
命題 2.1より，これらは互いに他の位相的補空間である．

(2) M を E の有限余次元閉部分線型空間とする．M の代数的補空間 N をとると，N は有限次元であり，
したがって閉である．よって，M , N は互いに他の代数的補空間である E の閉部分線型空間だから，命題 2.1
より，これらは互いに他の位相的補空間である．

2.2 Fredholmの択一定理
補題 2.3 E を K-Banach空間，T を E 上のコンパクト作用素，λ ∈ K \ {0}とする．

(1) Ker(λI − T )は有限次元である．
(2) Im(λI − T )は E において有限余次元である．

証明 T を適当なスカラー倍で置き換えることで，一般性を失わず λ = 1と仮定する．
(1) T の Ker(I − T )への制限は Ker(I − T )上の恒等作用素に等しく，T はコンパクトだからこれもコン
パクトとなる（系 1.4）．よって，命題 1.2より，Ker(I − T )は有限次元である．

(2) E/Im(I − T ) の双対空間 (E/Im(I − T ))′ は双対作用素の核 Ker(I − T ′) と自然に線型同型であり，
T ′ はコンパクトだから（命題 1.8），(1)より Ker(I − T ′)は有限次元である．よって，(E/Im(I − T ))′ は有
限次元であり，したがって E/Im(I − T )も有限次元である．すなわち，Im(I − T )は E において有限余次元
である．

補題 2.4 E を K-Banach空間，T を E 上のコンパクト作用素，λ ∈ K \ {0}とする．E の閉部分線型空間
M に対して，(λI − T )(M)は E において閉である．

証明 T を適当なスカラー倍で置き換えることで，一般性を失わず λ = 1と仮定する．
E の閉部分線型空間 M を任意にとる．補題 2.3 より M ∩ Ker(I − T ) は M の有限次元部分線型空間
だから，命題 2.2 (1) より M において位相的補空間 N をもつ．この N は E の閉部分線型空間であり，
N ∩ Ker(I − T ) = {0}かつ (I − T )(N) = (I − T )(M)を満たす．以下，(I − T )(N)が E において閉であ
ることを示す．

y ∈ (I − T )(N)を任意にとる．すると，N 上の点列 (xn)n∈N であって (I − T )xn → y を満たすものがと
れる．この点列 (xn)n∈N が有界であることを示す．そうでないとすると，各項が 0でなく ‖xnk

‖ → ∞を満
たす部分列 (xnk

)k∈N がとれる．k ∈ Nに対して x′
k = xnk

/‖xnk
‖と置くと，(x′

k)k∈N は N 上のノルム 1の
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点の列であり，(I − T )xn → y と ‖xnk
‖ → ∞より (I − T )x′

k → 0を満たす．(x′
k)k∈N は有界で T はコンパ

クトだから，必要ならばさらに部分列をとって，(Tx′
k)k∈N はある z ∈ E に収束するとしてよい．すると，

x′
k = Tx′

k + (I − T )x′
k → z

だから，z ∈ N である．また，x′
k → z より

(I − T )z = lim
k→∞

(I − T )x′
k = 0

である．よって，z ∈ N ∩ Ker(I − T ) = {0}だが，一方で z はノルム 1の点の列 (x′
k)k∈N の極限点だから，

これは不可能である．よって，背理法より，(xn)n∈N は有界である．
(xn)n∈N は有界で T はコンパクトだから，必要ならば部分列をとって，(Txn)n∈N は収束するとしてよい．
すると，((I − T )xn)n∈N と (Txn)n∈N はともに収束するから，これらの和 (xn)n∈N もある x ∈ E に収束す
る．各 xn は N の点だから，x ∈ N である．よって，

y = lim
n→∞

(I − T )xn = (I − T )x ∈ (I − T )(N)

である．これで，(I − T )(N)が E において閉であることが示された．

定理 2.5（Fredholmの択一定理） E を K-Banach空間，T を E 上のコンパクト作用素，λ ∈ K \ {0}とす
る．Ker(λI − T )は有限次元，Im(λI − T )は E の有限余次元閉部分線型空間であり，

dim Ker(λI − T ) = dim Coker(λI − T )

が成り立つ．特に，λI − T は全単射であるか，単射でも全射でもないかのどちらかである．

証明 T を適当なスカラー倍で置き換えることで，一般性を失わず λ = 1と仮定する．補題 2.3と定理 2.5よ
り，Ker(λI − T )は有限次元であり，Im(λI − T )は E の有限余次元閉部分線型空間であることはわかって
いる．
まず，I − T は全単射であるか，単射でも全射でもないかのどちらかであることを示す．そのためには，

I − T が単射であることと全射であることとの同値性をいえばよい．
n ∈ Nに対してMn = Im(I − T )n と置くと，各Mn は E の T -安定な閉部分線型空間であり（閉であるこ
とは補題 2.4を繰り返し用いればわかる），E = M0 ⊇ M1 ⊇ · · · を満たす．ここで，I − T が単射だが全射
でないと仮定すると，E = M0 ⊃ M1 ⊃ · · · となる．実際，I − T が全射でないことよりM0 ⊃ M1 であり，
これを単射 (I − T )n でうつせばMn ⊃ Mn+1 を得る．したがって，各 n ∈ Nに対して xn ∈ Mn \ Mn+1 を，

‖xn‖ = 1 かつ inf
y∈Mn+1

‖xn − y‖ ≥ 1
2

を満たすようにとれる．このとき，任意のm, n ∈ N，m < nに対して，(I − T )xm + Txn ∈ Mm+1 + Mn ⊆
Mm+1 であることより

‖Txm − Txn‖ = ‖xm − ((I − T )xm + Txn)‖ ≥ 1
2

だから，{Txn | n ∈ N}は全有界でない．一方で，{xn | n ∈ N}は有界だから，これは T のコンパクト性に
反する．よって，背理法より，I − T は単射ならば全射でもある．
逆に，I − T が全射であるとすると，その双対作用素 I − T ′ は単射である．T ′ はコンパクトだから（命
題 1.8），すでに示した含意より I − T ′ は全射でもある．よって，I − T は単射である．これで，I − T が単射
であることと全射であることとの同値性が示された．
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次に，dim Ker(I −T ) = dim Coker(I −T )が成り立つことを示す．すでに述べたように，Ker(I −T )は有限
次元であり，Im(I −T )は有限余次元かつ閉だから，命題 2.2よりKer(I −T ), Coker(I −T )はそれぞれ E に
おける位相的補空間M , N をもつ．さて，E の有限次元部分線型空間の間の線型作用素 S0 : Ker(I −T ) → N

に対して，これを射影 E ∼= M × Ker(I − T ) → Ker(I − T )および包含写像 N → E と合成して得られる連
続線型作用素 S : E → E を考える．S は有限階数だからコンパクトであり，したがって T̃ = T + S もコンパ
クトである．E をM × Ker(I − T )や Im(I − T ) × N と同一視すると，I − T̃ は T̃ (x, y) = ((I − T )x, S0y)
（x ∈ M，y ∈ Ker(I − T )）と表示されるから，

Ker(I − T̃ ) = Ker S0, Im(I − T̃ ) = Im(I − T ) + Im S0

となる．したがって，I − T̃ : E → E が単射・全射であることは，それぞれ S0 : Ker(I − T ) → N が単
射・全射であることと同値である．ここで，もし Ker(I − T ) と N の次元が等しくないとすると，S0 と
して単射だが全射でないまたは全射だが単射でない線型作用素がとれるが，すると I − T̃ も同じ性質を
満たすことになり，これは前半の結論に反する．よって，Ker(I − T ) と N は次元が等しい．すなわち，
dim Ker(I − T ) = dim Coker(I − T )である．

系 2.6 E を K-Banach空間，T を E 上のコンパクト作用素とする．Sp(T ) \ {0}の点は，すべて T の固有
値であり，対応する固有空間は有限次元である．

証明 λ ∈ Sp(T ) \ {0}とすると，スペクトルの定義より λI − T は全単射でないから，Fredholmの択一定理
（定理 2.5）より λI − T は全射でも単射でもない．よって，λは T の固有値である．また，Fredholmの択一
定理（定理 2.5）に述べられているように，固有空間 Ker(λI − T )は有限次元である．

2.3 コンパクト作用素のスペクトル
命題 2.7 無限次元 K-Banach空間 E 上のコンパクト作用素 T について，0 ∈ Sp(T )である．

証明 0 /∈ Sp(T )とすると T は位相線型空間の同型となるが，これは命題 1.2に反する．

次の定理では，0 ∈ Kを中心とする半径 r ≥ 0の閉円板を B(r)と書くことにする．

定理 2.8 E をK-Banach空間，T を E 上のコンパクト作用素とする．任意の r > 0に対して，Sp(T ) \ B(r)
は有限集合である．特に，Sp(T )は可算集合であり，Sp(T ) \ {0}の点はすべて Sp(T )の孤立点である．

証明 r > 0 とし，Sp(T ) \ B(r) から可算無限個の異なる点 λn（n ∈ N）がとれたとして矛盾を導く．各
n ∈ Nに対して，系 2.6より λn は T の固有値だから，対応するノルム 1の固有ベクトル xn ∈ Nがとれる．
n ∈ N に対してMn = span{x0, . . . , xn} と置くと，各Mn は E の T -安定な有限次元部分線型空間であり，
n ∈ Nに対して

(λnI − T )(Mn) = span{(λnI − T )x0, . . . , (λnI − T )xn−1, (λnI − T )xn}
= span{(λn − λ0)x0, . . . , (λn − λn−1)xn−1, (λn − λn)xn}
= span{x0, . . . , xn−1}
= Mn−1

が成り立つ（ただし，M−1 = {0}とみなす．以下同様）．また，{xn}n∈N は異なる固有値に対応する固有ベク
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トルの族だから線型独立であり，M0 ⊂ M1 ⊂ · · · となる．したがって，各 n ∈ Nに対して yn ∈ Mn \ Mn−1

を，
‖yn‖ = 1 かつ inf

z∈Mn−1
‖yn − z‖ ≥ 1

2

を満たすようにとれる．このとき，任意のm, n ∈ N，m < nに対して，(λnI −T )yn +Tym ∈ Mn−1 +Mm ⊆
Mn−1 であることより

‖Tyn − Tym‖ = ‖λnyn − ((λnI − T )yn + Tym)‖
= |λn|‖yn − λ−1

n ((λnI − T )yn + Tym)‖

>
r

2

だから，(Txn)n∈N は全有界でない．一方で，(xn)n∈N は有界だから，これは T のコンパクト性に反する．
よって，背理法より，Sp(T ) \ B(r)は有限集合である．
後半の主張は，前半の主張から容易にわかる．

3 コンパクト自己随伴・正規作用素のスペクトル分解
本節では，実および複素 Hilbert空間上のコンパクト自己随伴作用素と複素 Hilbert空間上のコンパクト正
規作用素のスペクトル分解定理を証明する．後者はより一般のスペクトル分解定理から導出することもできる
が（「スペクトル分解のノート」 [7] を参照のこと），ここでは関数解析の基礎のみを用いた証明を述べる．

3.1 連続自己随伴作用素と連続正規作用素
定義 3.1（連続自己随伴作用素，連続正規作用素） E を K-Hilbert空間，T を E 上の連続線型作用素とする．

(1) T が自己随伴であるとは，T ∗ = T であることをいう．
(2) T が正規であるとは，TT ∗ = T ∗T であることをいう．

命題 3.2 E を K-Hilbert空間とする．E 上の連続線型作用素 T が正規であるための必要十分条件は，任意
の x ∈ E に対して ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖が成り立つことである．

証明 T が正規ならば，任意の x ∈ E に対して，

‖Tx‖2 = 〈Tx|Tx〉 = 〈x|T ∗Tx〉 = 〈x|TT ∗x〉 = 〈T ∗x|T ∗x〉 = ‖T ∗x‖2

であり，したがって ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖である．
逆に，任意の x ∈ E に対して ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖であるとする．T ∗T , TT ∗ は自己随伴だから，分極公式より，

x, y ∈ E に対して

Re〈x|T ∗Ty〉 = 1
4

(〈x + y|T ∗T (x + y)〉 − 〈x − y|T ∗T (x − y)〉)

= 1
4

(‖T (x + y)‖2 − ‖T (x − y)‖2)
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および

Re〈x|TT ∗y〉 = 1
4

(〈x + y|TT ∗(x + y)〉 − 〈x − y|TT ∗(x − y)〉)

= 1
4

(‖T ∗(x + y)‖2 − ‖T ∗(x − y)‖2)

が成り立つ．仮定より ‖T (x + y)‖ = ‖T ∗(x + y)‖かつ ‖T (x − y)‖ = ‖T ∗(x − y)‖だから，上式より

Re〈x|T ∗Ty〉 = Re〈x|TT ∗y〉

を得る．K = Rならば，上式は 〈x|T ∗Ty〉 = 〈x|TT ∗y〉を意味する．K = Cならば，上式で y を iy に置き換
えれば Im〈x|T ∗Ty〉 = Im〈x|TT ∗y〉もわかり，やはり 〈x|T ∗Ty〉 = 〈x|TT ∗y〉を得る．これが任意の x, y ∈ E

に対して成り立つから，T は正規である．

系 3.3 K-Hilbert空間上の連続正規作用素 T について，Ker T = Ker T ∗ である．

証明 命題 3.2より特に Tx = 0 ⇐⇒ T ∗x = 0だから，Ker T = Ker T ∗ である．

連続正規作用素の固有値・固有空間について，基本的なことをまとめておく．

命題 3.4 E を K-Hilbert空間，T を E 上の連続正規作用素とする．

(1) λ ∈ Kに対して，Ker(λI − T ) = Ker(λI − T ∗)である．
(2) λ ∈ Kに対して，Ker(λI − T )とその直交補空間 (Ker(λI − T ))⊥ は，ともに T -安定である．
(3) λ, µ ∈ K，λ 6= µならば，Ker(λI − T ) ⊥ Ker(µI − T )である．
(4) T が自己随伴ならば，T の固有値はすべて実数である．

証明 (1) T が正規であることより λI−T も正規であり，したがって系 3.3よりKer(λI−T ) = Ker(λI−T ∗)
である．

(2) Ker(λI − T )が T -安定であることは明らかである．(1)より Ker(λI − T ) = Ker(λI − T ∗)は T ∗-安
定でもあるから，y ∈ (Ker(λI − T ))⊥ とすると，任意の x ∈ Ker(λI − T )に対して 〈x|Ty〉 = 〈T ∗x|y〉 = 0
だから，Ty ∈ (Ker(λI − T ))⊥ である．よって，(Ker(λI − T ))⊥ は T -安定である．

(3) x ∈ Ker(λI − T )，y ∈ Ker(µI − T )とする．(1)より T ∗x = λy であることに注意すると，µ〈x|y〉 =
〈x|Ty〉 = 〈T ∗x|y〉 = λ〈x|y〉を得る．λ 6= µだから，〈x|y〉 = 0である．よって，Ker(λI − T ) ⊥ Ker(µI − T )
である．

(4) T が自己随伴ならば，λ ∈ Kに対して，(1)より Ker(λI − T ) = Ker(λI − T ∗) = Ker(λI − T )であ
る．よって，Ker(λI − T ) 6= {0}ならば λ = λである．すなわち，T の固有値はすべて実数である．

3.2 数域半径
本小節では，連続線型作用素の数域半径について調べる．本小節で示す定理 3.7や定理 3.10は，主張自体
は単純だが，スペクトル分解定理の証明の鍵となる補題 3.12（次小節）を示すのに用いられる．なお，コンパ
クト自己随伴作用素のスペクトル分解のみに関心がある場合には，定理 3.7を証明してすぐに次小節に進んで
も差し支えない．
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定義 3.5（数域半径） E を K-Hilbert空間，T を E 上の連続線型作用素とする．T の数域半径を，

‖T‖ν = sup
‖x‖=1

|〈x|Tx〉|

と定める（E = {0}の場合は ‖T‖ν = 0と約束する）．

命題 3.6 K-Hilbert空間 E 上の連続自己随伴作用素 T に対して，‖T‖ν ≤ ‖T‖である．さらに，K = Cな
らば，‖T‖ ≤ 2‖T‖ν である．

証明 任意の x ∈ E，‖x‖ = 1に対して，Cauchy–Schwarzの不等式より |〈x|Tx〉| ≤ ‖T‖‖x‖2 = ‖T‖だか
ら，‖T‖ν ≤ ‖T‖である．
K = Cとする．x, y ∈ E，‖x‖, ‖y‖ ≤ 1に対して，分極公式と中線定理より

|〈x|Ty〉| = 1
4

|〈x + y|T (x + y)〉 − 〈x − y|T (x − y)〉 − i〈x + iy|T (x + iy)〉 + i〈x − iy|T (x − iy)〉|

≤ ‖T‖ν

4
(‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 + ‖x + iy‖2 + ‖x − iy‖2)

= ‖T‖ν

2
(‖x‖2 + ‖y‖2 + ‖x‖2 + ‖iy‖2)

≤ 2‖T‖ν

だから，x, y に関する上限をとることで ‖T‖ ≤ 2‖T‖ν を得る．

定理 3.7 K-Hilbert空間 E 上の連続自己随伴作用素 T に対して，‖T‖ = ‖T‖ν が成り立つ．

証明 ‖T‖ν ≤ ‖T‖は命題 3.6で一般の連続線型作用素に対して示したから，‖T‖ ≤ ‖T‖ν を示す．x, y ∈ E，
‖x‖, ‖y‖ ≤ 1に対して，分極公式と中線定理より

Re〈x|Ty〉 = 1
4

|〈x + y|T (x + y)〉 − 〈x − y|T (x − y)〉|

≤ ‖T‖ν

4
(‖x + y‖2 + ‖x − y‖2)

= ‖T‖ν

2
(‖x‖2 + ‖y‖2)

≤ ‖T‖ν

が成り立つ．cを絶対値 1の任意のスカラーとして，yを cyで置き換えると，Re c〈x|Ty〉 ≤ ‖T‖ν を得る．し
たがって，|〈x|Ty〉| ≤ ‖T‖ν である．x, y に関する上限をとれば，‖T‖ ≤ ‖T‖ν を得る．

作用素ノルムと数域半径が一致することを，複素 Hilbert空間上の連続正規作用素に対しても示したい．そ
のために，2つ命題を準備する．
複素 Hilbert空間 E 上の連続線型作用素 T に対して，その実部と虚部を，それぞれ

Re T = T + T ∗

2
, Im T = T − T ∗

2i

と定める*1．Re T , Im T は自己随伴であり，T = Re T + i Im T を満たす．また，x ∈ E に対して

〈x|(Re T )x〉 = 〈x|Tx〉 + 〈x|T ∗x〉
2

= 〈x|Tx〉 + 〈x|Tx〉
2

= Re〈x|Tx〉

*1 虚部の記号が像の記号と衝突しているが，混同の危険はないと思われる．
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が成り立つ．

命題 3.8 複素 Hilbert空間 E 上の連続線型作用素 T に対して，
‖T‖ν = sup

|c|=1
‖Re cT‖

である．

証明 cを絶対値 1の複素数とする．Re cT は自己随伴だから，定理 3.7より，その作用素ノルムと数域半径
は一致する．したがって，

‖Re cT‖ = sup
‖x‖=1

|〈x|(Re cT )x〉| = sup
‖x‖=1

|Re〈x|cTx〉| = sup
‖x‖=1

|Re c〈x|Tx〉|

である．cに関する上限をとると，
sup
|c|=1

‖Re cT‖ = sup
|c|=1

sup
‖x‖=1

|Re c〈x|Tx〉| = sup
‖x‖=1

|〈x|Tx〉| = ‖T‖ν

を得る．

命題 3.9 複素 Hilbert空間 E 上の連続正規作用素 T に対して，‖T 2‖ν ≤ ‖T‖2
ν である．

証明 A = Re T，B = Im T と置くと，T 2 = (A+iB)2 = (A2 −B2)+i(AB+BA)だから，Re T 2 = A2 −B2

である．したがって，任意の x ∈ E，‖x‖ = 1に対して
〈x|(Re T 2)x〉 = 〈x|A2x〉 − 〈x|B2x〉 = ‖Ax‖2 − ‖Bx‖2 ≤ ‖Ax‖2 ≤ ‖A‖2 ≤ ‖T‖2

ν

が成り立つ（最後の不等式は，A = Re T と命題 3.8による）．cを絶対値 1の任意の複素数として，T を cT

で置き換えると，〈x|(Re c2T 2)x〉 ≤ ‖T‖2
ν を得る．よって，命題 3.8より ‖T 2‖ν ≤ ‖T‖2

ν である．

定理 3.10 複素 Hilbert空間 E 上の連続正規作用素 T に対して，‖T‖ = ‖T‖ν が成り立つ．

証明 ‖T‖ν ≤ ‖T‖は命題 3.6で一般の連続線型作用素に対して示したから，‖T‖ ≤ ‖T‖ν を示す．一般に，
Hilbert空間上の連続線型作用素 S に対して ‖S‖2 = ‖S∗S‖が成り立ち，したがって特に連続自己随伴作用
素 S に対しては ‖S‖2 = ‖S2‖が成り立つ．T ∗T が自己随伴であることに注意してこれを繰り返し用いると，
任意の n ∈ Nに対して

‖T‖2·2n

= ‖T ∗T‖2n

= ‖(T ∗T )2n

‖ = ‖(T ∗)2n

T 2n

‖ = ‖(T 2n

)∗T 2n

‖ = ‖T 2n

‖2

であり，したがって ‖T‖2n = ‖T 2n‖であることを得る．また，命題 3.6と命題 3.9より，

‖T 2n

‖ ≤ 2‖T 2n

‖ν ≤ 2‖T‖2n

ν

である．これらを合わせて，
‖T‖2n

≤ 2‖T‖2n

ν

を得る．これが任意の n ∈ Nに対して成り立つから，‖T‖ ≤ ‖T‖ν である．

注意 3.11 実 Hilbert 空間上の連続線型作用素 T に対しても，その実部を Re T = (T + T ∗)/2 と定義すれ
ば，命題 3.8は実 Hilbert空間でも成り立ち，証明もほとんど変更なく通用する．一方で，命題 3.6の後半，
命題 3.9および定理 3.10は，実 Hilbert空間では成り立たない．たとえば，R2 上の線型作用素 T =

( 0 −1
1 0

)
を考えると，‖T‖ = 1だが，任意の x ∈ R2 に対して 〈x|Tx〉 = 0だから ‖T‖ν = 0であり，T 2 =

(−1 0
0 −1

)だ
から ‖T 2‖ν = 1である．
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3.3 コンパクト自己随伴・正規作用素のスペクトル分解
補題 3.12 E を {0}でない K-Hilbert空間，T を E 上の連続線型作用素とし，T が自己随伴または「K = C
かつ T が正規」であるとする．このとき，T は絶対値が ‖T‖に等しい固有値をもつ．*2

証明 T = 0ならば明らかだから，T 6= 0の場合を考える．定理 3.7や定理 3.10より，E の単位ベクトルの列
(xn)n∈N を |〈xn|Txn〉| → ‖T‖となるようにとれる．必要ならば部分列をとって，〈xn|Txn〉はある λ ∈ K，
|λ| = ‖T‖に収束するとしてよい．すると，

‖(λI − T )xn‖2 = |λ|2 + ‖Txn‖2 − 2 Re〈λxn|Txn〉
= |λ|2 + ‖Txn‖2 − 2 Re λ〈xn|Txn〉
≤ 2|λ|2 − 2 Re λ〈xn|Txn〉
→ 0

だから，λI − T ∈ L(E)は可逆でない．すなわち，λ ∈ Sp(T )である．|λ| = ‖T‖ > 0より λ 6= 0だから，
系 2.6より λは T の固有値である．これで示された．

定理 3.13（コンパクト自己随伴・正規作用素のスペクトル分解定理） E を K-Hilbert空間，T を E 上の連
続線型作用素とし，T が自己随伴または「K = Cかつ T が正規」であるとする．λ ∈ Sp(T ) \ {0}に対して
Ker(λI − T )の上への直交射影を Pλ と書くと，作用素ノルムに関する総和の等式

T =
∑

λ∈Sp(T )\{0}

λPλ

が成り立つ．

証明 F を Sp(T ) \ {0}の有限部分集合とし，M =
∑

λ∈F Ker(λI − T )と置く．各固有空間は有限次元だか
ら（系 2.6），M は E の有限次元部分線型空間である．また，各固有空間とその直交補空間は T -安定だから
（命題 3.4 (2)），M とM⊥ はともに T -安定である．そこで，T を制限することによって，M , M⊥ 上のコン
パクト正規作用素 TM , TM⊥ が得られる（コンパクトであることは系 1.4による）．T の異なる固有値に対応
する固有空間は直交するから（命題 3.4 (3)），∑λ∈F λPλ はM の上への直交射影と TM を合成したものに等
しい．したがって，T −

∑
λ∈F λPλ はM⊥ の上への直交射影と TM⊥ を合成したものに等しい．

TM⊥ の作用素ノルムを評価する．M⊥ = {0}ならば明らかに TM⊥ = 0だから，M⊥ 6= {0}とする．この
とき，補題 3.12より，TM⊥ は絶対値が ‖TM⊥‖に等しい固有値 λをもつ．λは T の固有値でもあり，F の点
ではありえないから，λ ∈ Sp(T ) \ F である．したがって，∥∥∥∥∥T −

∑
λ∈F

λPλ

∥∥∥∥∥ = ‖TM⊥‖ = |λ| ≤ sup{|µ| | µ ∈ Sp(T ) \ F}

である．上式は，Sp(T ) \ F = ∅のときは最右辺は 0であると約束することによって，M⊥ = {0}の場合も含
めて成り立つ．定理 2.8より，Sp(T ) \ {0}の有限部分集合 F を大きくする極限において上式の最右辺は 0に

*2 この補題は，「単位的 ‌C*‌ 代数において，正規元のノルムとスペクトル半径は一致する」という一般的な定理（「Gelfand 理論の
ノート」 [6, 定理 5.11] を参照のこと）と系 2.6からただちに従う．ここでは，一般論を援用することは避け，数域半径に関する
結果を利用した証明を与える．
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収束する．よって，
T =

∑
λ∈Sp(T )\{0}

λPλ

が成り立つ．

4 Fredholm作用素
4.1 閉値域性に関する準備
命題 4.1 E, F を K-Banach空間，T を E から F への連続線型作用素とする．Im T が F において有限余
次元ならば，Im T は F において閉である．

証明 E の代わりに E/ Ker T を考えることで，一般性を失わず T は単射であると仮定する．Im T が F にお
いて有限余次元であるとして，Im T の F における代数的補空間M をとると，M は有限次元である．写像
T̃ : E × M → F を T̃ (x, y) = Tx + yと定めると，T̃ は Banach空間の間の全単射連続線型作用素だから，開
写像定理より T̃ −1 は位相線型空間の同型である．よって，E × {0} が E × M において閉であることより，
Im T = T̃ (E × {0})は F において閉である．

命題 4.2（閉値域定理） E, F を K-Banach空間とする．E から F への連続線型作用素 T に対して，次の 4
条件は同値である．

(a) Im T は F において閉である．
(b) Im T は F において弱閉である．
(c) Im T ′ は E′ において閉である．
(d) Im T ′ は E′ において汎弱閉である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 一般に，ノルム空間の凸集合が閉であることと弱閉であることとは同値である [5, 命
題 2.100]．このことから主張を得る．

(a) =⇒ (d) Im T が F において閉であるとする．Im T ′ が E′ において汎弱閉であることを示すためには，
Im T ′ = {f ∈ E′ | f |Ker T = 0} (∗)

を示せば十分である．f ∈ Im T ′ とすると，ある g ∈ F ′ が存在して f = T ′g = g ◦ T と書けるから，
f |Ker T = 0 である．逆に，f ∈ E′ が f |Ker T = 0 を満たすとする．すると，f は Banach 空間 E/ Ker T

上の連続線型形式 f を誘導する．いま Im T は F において閉だから，開写像定理より，T は位相線型空
間の同型 T : E/ Ker T → Im T を誘導する．これらを用いて，Im T 上の連続線型形式 f ◦ T −1 を考える．
Hahn–Banachの拡張定理より，f ◦ T −1 はある g ∈ F ′ に拡張できる．この g について，f = g ◦ T = T ′g が
成り立つ．以上で，(∗)が示された．

(d) =⇒ (c) 明らかである．
(c) =⇒ (a) T を E から Im T への連続線型作用素とみなしたものを T1 と書くと，Hahn–Banachの拡張
定理より Im T ′ = Im T ′

1 だから，T の代わりに T1 を考えることによって，一般性を失わず Im T は F におい
て稠密であると仮定する．このとき，T ′ は単射である．
上記の仮定の下で，Im T ′ が E′ において閉であるとして，T が全射であることを示す．T ′ は単射でありそ
の像は閉だから，開写像定理より，T ′ は F ′ から Im T ′ への位相線型空間の同型を与える．したがって，ある
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定数 C > 0が存在して，任意の g ∈ F ′ に対して ‖T ′g‖ ≥ C‖g‖が成り立つ．これを用いて，

BF (0; C) ⊆ T (BE(0; 1)) (∗∗)

を示す．これが成り立たないと仮定すると，点 y0 ∈ BF (0; C) \ T (BE(0; 1)) がとれる．この点に対して，
Hahn–Banachの分離定理より，ある g ∈ F ′ が存在して

Re g(y0) > sup
‖x‖≤1

Re g(Tx)

= sup
‖x‖≤1

Re(T ′g)(x)

= ‖T ′g‖

となる．一方で，‖y0‖ ≤ C だから
Re g(y0) ≤ ‖g‖‖y0‖ ≤ C‖g‖

である．これら 2 式より ‖T ′g‖ < C‖g‖ となるが，これは ‖T ′g‖ ≥ C‖g‖ に反する．よって，背理法より，
(∗∗)が示された．開写像定理（の精密版）より，(∗∗)から T の全射性を得る [5, 注意 2.48]．

4.2 Fredholm作用素
定義 4.3（Fredholm作用素） E, F をK-Banach空間とする．E から F への連続線型作用素 T が Fredholm
であるとは，Ker T が有限次元であり，かつ Im T が F において有限余次元かつ閉であることをいう．E から
F への Fredholm作用素の全体を，F (E; F )と書く．F (E; E)を単にF (E)と書く．

命題 4.1より，K-Banach空間の間の連続線型作用素 T が Fredholmであることは，Ker T と Coker T が
ともに有限次元であることと同値である．

定理 4.4（Atkinsonの定理） E, F を K-Banach空間とする．E から F への連続線型作用素 T に対して，次
の 3条件は同値である．

(a) T は Fredholmである．
(b) F から E への連続線型作用素 S であって，ST − IE と TS − IF がともに有限階数であるものが存在
する．

(c) F から E への連続線型作用素 S であって，ST − IE と TS − IF がともにコンパクトであるものが存
在する．

さらに，(b)や (c)の状況で，S は F から E への Fredholm作用素となる．

証明 後半の主張は，3条件の同値性からただちに従う．以下，3条件の同値性を示す．
(a) =⇒ (b) T が Fredholmであるとする．すると，Ker T は有限次元であり，Im T は有限余次元かつ閉
だから，命題 2.2より Ker T , Im T はそれぞれ E, F における位相的補空間M , N をもつ．T を制限してM

から Im T への写像とみなしたものを T0 と書くと，T0 は Banach空間の間の全単射連続作用素だから，開写
像定理より位相線型空間の同型である．
射影 F ∼= Im T × N → Im T，T0 の逆作用素 T0 : Im T → M，包含写像M → E をこの順に合成して得ら
れる連続線型作用素 S : F → E を考える．E, F をそれぞれM × Ker T , Im T × N と同一視すると，ST と

15



TS はそれぞれ

ST (x, x′) = S(T0x, 0) = (T −1
0 T0x, 0) = (x, 0) (x ∈ M, x′ ∈ Ker T ),

TS(y, y′) = T (T −1
0 y, 0) = (T0T −1

0 y, 0) = (y, 0) (y ∈ Im T, y′ ∈ N)

と表示される．よって，ST − IE は射影 E ∼= M × Ker T → Ker T に，TS − IF は射影 F ∼= Im T × N → N

に等しい．これらはともに有限階数である．
(b) =⇒ (c) 明らかである．
(c) =⇒ (a) F から E への連続線型作用素 S について，K = ST − IE と L = TS − IF がともにコンパク
トであるとする．すると，

Ker T ⊆ Ker ST = Ker(IE + K)

であり，Fredholmの択一定理（定理 4.8）より Ker(IE + K)は有限次元だから，Ker T も有限次元である．
また，

Im T ⊇ Im TS = Im(IF + L)

であり，Fredholmの択一定理（定理 4.8）より Im(IF + L)は有限余次元だから，Im T も有限余次元である．
よって，T は Fredholmである．

系 4.5 K-Banach空間 E, F に対して，F (E; F )はL(E; F )の開集合である．

証明 T0 ∈ F (E; F )とし，F からEへの連続線型作用素 S0であって S0T0 −IE がコンパクトかつ T0S0 −IF

がコンパクトであるものをとる（定理 4.4）．L = T0S0 − IF ∈ L C (F )と置くと，T ∈ L(E; F )に対して

T = T0 + (T − T0)
= T0 + (T0S0 − L)(T − T0)
= T0(IE + S0(T − T0)) − L(T − T0)

である．T が十分 T0 に近ければ，‖S0(T − T0)‖ < 1 が成り立ち，したがって Banach 代数の一般論より
IE + S0(T − T0) は L(E) において可逆である [6, 命題 1.8]．このような T に対して，S = (IE + S0(T −
T0))−1S0 と置く．すると，S0T0, T0S0 がそれぞれ IE , IF のコンパクト摂動であることより

ST = (IE + S0(T − T0))−1S0T0(IE + S0(T − T0)) − SL(T − T0) ∈ IE + L C (E),
TS = T0(IE + S0(T − T0))(IE + S0(T − T0))−1S0 − L(T − T0)S ∈ IF + L C (F )

である．よって，Atkinsonの定理（定理 4.4）より T ∈ F (E; F )である．これで，F (E; F )がL(E; F )の
開集合であることが示された．

系 4.6 E を K-Banach空間とし，π : L(E) → L(E)/L C (E)を自然な全射とする．E 上の連続線型作用
素 T が Fredholm であるための必要十分条件は，π(T ) が L(E)/L C (E) において可逆であることである．
すなわち，F (E) = π−1((L(E)/L C (E))×)である．

証明 Atkinsonの定理（定理 4.4）で F = E とした場合である．

16



4.3 Fredholm指数
定義 4.7 E, F を K-Banach空間とする．E から F への Fredholm作用素 T に対して，その Fredholm指
数を

ind T = dim Ker T − dim Coker T

と定める．

Fredholmの択一定理（定理 2.5）は，K-Banach空間 E 上のコンパクト作用素 T と λ ∈ K \ {0}に対して，
λI − T が Fredholm指数 0の Fredholm作用素であることを主張している．

定理 4.8（Fredholm指数の加法性） E, F , Gを K-Banach空間とする．T が E から F への Fredholm作用
素であり，S が F から Gへの Fredholm作用素ならば，ST は E から Gへの Fredholm作用素であり，

ind ST = ind T + ind S

が成り立つ．

証明 より一般に，次の主張を示す．

E, F , G を可換体上の線型空間，T : E → F，S : F → G を線型写像とし，Ker T , Coker T , Ker S,
Coker S はすべて有限次元であるとする．このとき，Ker ST , Coker ST は有限次元であり，

dim Ker ST − dim Coker ST = (dim Ker T − dim Coker T ) + (dim Ker S − dim Coker S)

が成り立つ．

まず，T の制限 T |Ker ST : Ker ST → Ker S を考える．T |Ker ST の核は Ker T，像は Im T ∩ Ker S だから，
T |Ker ST は線型同型

Ker ST/ Ker T ∼= Im T ∩ Ker S

を誘導する．したがって，

dim Ker ST = dim Ker T + dim Ker ST/ Ker T

= dim Ker T + dim(Im T ∩ Ker S)
= dim Ker T + dim Ker S − dim Ker S/(Im T ∩ Ker S) (∗)

が成り立つ（Ker ST が有限次元であることも同時に示されている）．次に，S が誘導する線型写像
S : Coker T → Coker ST を考える．S の核は (Im T + Ker S)/ Im T，像は Im S/ Im ST だから，S は
線型同型

Coker T/((Im T + Ker S)/ Im T ) ∼= Im S/ Im ST

を誘導する．したがって，

dim Coker ST = dim Coker S + dim Im S/ Im ST

= dim Coker S + dim Coker T/((Im T + Ker S)/ Im T )
= dim Coker S + dim Coker T − dim(Im T + Ker S)/ Im T (∗∗)
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が成り立つ（Coker ST が有限次元であることも同時に示されている）．最後に，第二同型定理より

Ker S/(Im T ∩ Ker S) ∼= (Im T + Ker S)/ Im T (∗∗∗)

が成り立つことに注意する．以上 3式 (∗), (∗∗), (∗∗∗)より，示すべき主張

dim Ker ST − dim Coker ST = (dim Ker T − dim Coker T ) + (dim Ker S − dim Coker S)

を得る．

定理 4.9（Fredholm指数の安定性） E, F を K-Banach空間とする．E から F への Fredholm作用素 T と
コンパクト作用素K に対して，T + K も Fredholmであり，ind(T + K) = ind T が成り立つ．

証明 T は Fredholm作用素だから，Atkinsonの定理（定理 4.4）より，F から E への Fredholm作用素 S

を ST − IE と TS − IF がともにコンパクトであるようにとれる．すると，S(T + K) − IE と (T + K)S − IF

もコンパクトだから，Atkinsonの定理（定理 4.4）より，T + K は Fredholmである．
次に，ind(T + K) = ind T を示す．ST は IE のコンパクト摂動だから，Fredholmの択一定理（定理 2.5）
より ind ST = 0である．したがって，Fredholm指数の加法性（定理 4.8）より

ind T + ind S = 0

である．また，S(T + K)も IE のコンパクト摂動だから，同様にして

ind(T + K) + ind S = 0

を得る．よって，ind(T + K) = ind T が成り立つ．

定理 4.10（Fredholm 指数の連続性） E, F を K-Banach 空間とする．Fredholm 指数を与える写像
ind: F (E; F ) → Zは，作用素ノルムに関して連続（あるいは同じことだが，局所定数）である．

証明 T0 ∈ F (E; F ) とすると，Atkinsonの定理（定理 4.4）より，F から E への Fredholm 作用素 S0 を
S0T0 − IE がコンパクトであるようにとれる．すると，Fredholm指数の加法性と安定性（定理 4.8，定理 4.9）
より，

ind T0 + ind S0 = ind S0T0

= ind IE

= 0

である．次に，T ∈ F (E; F )が十分 T0 に近く，‖S0(T − T0)‖ < 1が成り立つとすると，Banach代数の一般
論より IE + S0(T − T0)は L(E)において可逆である [6, 命題 1.8]．このような T に対して，Fredholm指
数の加法性と安定性（定理 4.8，定理 4.9），および IE + S0(T − T0)が可逆であることより

ind T + ind S0 = ind TS0

= ind(T0S0 + (T − T0)S)
= ind(IE + (T − T0)S)
= 0

を得る．よって，ind T = ind T0 である．これで，ind が作用素ノルムに関して連続であることが示され
た．
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E を K-Banach 空間とすると，L C (E) は L(E) の閉イデアルだから（系 1.5），商 Banach 代数
L(E)/L C (E) が考えられる．Banach 代数の一般論より，乗法群 (L(E)/L C (E))× は相対位相に関して
位相群をなす [6, 系 1.9]．これを用いると，上に述べた 3つの定理は，F = E の場合には次のようにまとめ
られる．

定理 4.11 E を K-Banach空間とする．Fredholm指数を与える写像 ind: F (E) → Zは，連続（あるいは
同じことだが，局所定数）群準同型 ind: (L(E)/L C (E))× → Zを誘導する．

証明 π : L(E) → L(E)/L C (E) を自然な全射とすると，F (E) = π−1((L(E)/L C (E))×) だから
（系 4.6），π の制限として写像 π|F(E) : F (E) → (L(E)/L C (E))× を得る．π は全射，開かつ連続で
演算を保つから，π|F(E) は全射，開かつ連続な群準同型である．Fredholm指数の加法性と連続性（定理 4.8，
定理 4.10）より，Fredholm指数を与える写像 ind: F (E) → Zは連続群準同型である．さらに，Fredholm
指数の安定性（定理 4.9）より，indは π|F(E) を経由し，連続群準同型 ind: (L(E)/L C (E))× → Zを誘導
する．これで，主張は示された．

次に，Fredholm指数 0の Fredholm作用素の特徴付けを述べる．

命題 4.12 E, F を K-Banach空間とする．E から F への連続線型作用素 T に対して，次の 3条件は同値で
ある．

(a) T は Fredholm指数 0の Fredholm作用素である．
(b) T は E から F への可逆な連続線型作用素と有限階数をもつ連続線型作用素との和として書ける．
(c) T は E から F への可逆な連続線型作用素とコンパクト作用素の和として書ける．

証明 (a) =⇒ (b) T が Fredholm指数 0の Fredholm作用素であるとすると，dim Ker T = dim Coker T <

∞ である．Ker T は有限次元であり，Im T は有限余次元かつ閉だから，命題 2.2 より Ker T , Im T はそれ
ぞれ E, F における位相的補空間 M , N をもつ．dim Ker T = dim Coker T = dim N より線型同型写像
S0 : Ker T → N がとれるが，これを射影 E ∼= M × Ker T → Ker T および包含写像N → F と合成して得ら
れる連続線型作用素 S : E → F を考える．S は有限階数である．また，T + S : E → F は Banach空間の間
の全単射連続線型作用素だから，開写像定理より位相線型空間の同型である．よって，T は E から F への可
逆な連続線型作用素 T + S と有限階数をもつ連続線型作用素 −S との和として書ける．

(b) =⇒ (c) 明らかである．
(c) =⇒ (a) T が E から F への可逆な連続線型作用素 T0 とコンパクト作用素K の和として書けるとする
と，Fredholm指数の安定性（定理 4.9）より，ind T = ind T0 = 0である．

最後に，Fredholm作用素の双対作用素について調べる．

命題 4.13 E, F を K-Banach空間とする．T が E から F への Fredholm作用素ならば，双対作用素 T ′ は
F ′ から E′ への Fredholm作用素であり，ind T ′ = − ind T が成り立つ．

証明 T が Fredholmであるとする．Im T は F において閉だから，閉値域定理（命題 4.2）より，Im T ′ は E′

において閉である．Ker T ′ は F/Im T = Coker T の双対空間と自然に線型同型であり，Coker T は有限次元
だから，Ker T ′ も有限次元で dim Ker T ′ = dim Coker T である．また，Coker T ′ = E′/Im T ′ は Ker T の双
対空間と自然に線型同型であり，Ker T は有限次元だから，Coker T ′も有限次元で dim Coker T ′ = dim Ker T
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である．よって，ind T ′ = Ker T ′ − Coker T ′ = Coker T − Ker T = − ind T が成り立つ．

系 4.14 E, F を K-Hilbert空間とする．T が E から F への Fredholm作用素ならば，随伴作用素 T ∗ は F

から E への Fredholm作用素であり，ind T ∗ = − ind T が成り立つ．

証明 Rieszの表現定理より Hilbert空間の自然な共役同型 E′ ∼= E，F ′ ∼= F が成り立ち，この同型によって
双対作用素 T ′ は随伴作用素 T ∗ に対応するから，主張は命題 4.13から従う．

4.4 複素 Hilbert空間上の Fredholm作用素
本小節では，複素 Hilbert空間 E に対して，その上の Fredholm作用素全体のなす集合F (E)の（作用素
ノルム位相に関する）弧状連結成分を決定する．
次の事実の証明は，「スペクトル分解のノート」 [7, 定理 2.46] を参照のこと．

事実 4.15 E を複素 Hilbert空間とする．E 上の可逆な連続線型作用素全体のなす群 L(E)× は，作用素ノ
ルム位相に関して弧状連結である．

F (E)の弧状連結成分を決定する．E が有限次元の場合は，F (E) = L(E)であり，F (E)自体が唯一の
連結成分となる．そこで，E が無限次元の場合を考える．

定理 4.16 E を無限次元複素 Hilbert空間とする．各 n ∈ Zに対して，

Fn = {T ∈ F (E) | ind T = n}

は F (E)の作用素ノルム位相に関する弧状連結成分である．さらに，F (E)の弧状連結成分はこれで尽くさ
れる．

証明 Fredholm 指数を与える写像 ind: F (E) → Z は連続だから（定理 4.10），{Fn}n∈N は F (E)
の位相的な分割を与える．また，ind が全射であることが，次のようにしてわかる．ind は群準同型
ind: (L(E)/L C (E))× → Zを経由するから（定理 4.11），indが全射であることを示すためには，ind(T ) = 1
となる T ∈ F (E)の存在をいえばよい．このためには，たとえば，E の正規直交基底 {eλ}λ∈Λ（E は無限次
元だから，Λは無限集合となる）をとり，1つの添字 λ0 ∈ Λと全単射 ϕ : Λ \ {λ0} → Λを固定し，T ∈ L(E)
を

Teλ =

{
eϕ(λ) (λ 6= λ0)
0 (λ = λ0)

によって定めればよい．よって，indは全射である．すなわち，どのFn も空ではない．あとは，n ∈ Zに対
して，Fn の任意の 2点がFn 内の曲線で結べることを示せばよい．
まず，F0 の任意の 2点がF0 内の曲線で結べることを示す．そのためには，F0 の任意の点がF0 内の曲
線で I と結べることをいえばよい．命題 4.12より，F0 の任意の点は，T ∈ L(E)× とK ∈ L C (E)を用い
て T + K と書ける．Fredholm指数の安定性（定理 4.9）より，

[0, 1] → L(E); t 7→ T + tK

は T と T +K を結ぶF0内の曲線である．さらに，L(E)×は弧状連結だから（事実 4.15），T はL(E)× ⊆ F0

内の曲線で I と結べる．よって，F0 の任意の点はF0 内の曲線で I と結べるから，主張は示された．
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次に，一般にFn（n ∈ Z）の任意の 2点がFn 内の曲線で結べることを示す．2点 T0, T1 ∈ Fn を任意に
とる．Atkinsonの定理（定理 4.4）より，S0 ∈ F (E)を K = T0S0 − I がコンパクトであるようにとれる．
すると，Fredholm指数の加法性と安定性（定理 4.8，定理 4.9）より

ind S0T1 = ind T1 + ind S0

= ind T1 − ind T0 + ind S0T0

= n − n + ind I

= 0

である．したがって，前段の結果より，I と S0T1 を結ぶF0 内の曲線 γ : [0, 1] → F0 がとれる．これを用い
て曲線

[0, 1] → L(E); t 7→ T0γ(t)

を考えると，Fredholm指数の加法性（定理 4.8）より任意の t ∈ [0, 1]に対して ind T0γ(t) = ind γ(t)+ind T0 =
nだから，これは T0 と T0S0T1 = (I + K)T1 を結ぶFn 内の曲線である．さらに，Fredholm指数の安定性
（定理 4.9）より，

[0, 1] → L(E); t 7→ (I + tK)T1

は T1 と (I + K)T1 を結ぶ Fn 内の曲線である．よって，Fn の任意の 2 点は Fn 内の曲線で結べる．これ
で，主張は示された．
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