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概要
被覆空間について解説する．性質の良い位相空間の上では，被覆空間が基本亜群が作用する集合と一対一
に対応し，さらに基本群が作用する集合とも一対一に対応することを示す．
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記号と用語
• 自然数，実数全体の集合を，それぞれ N, Rと書く．0は自然数に含める．また，I = [0, 1]と書く．
• 集合 X とその元 x0 との組 (X,x0) を，点付き集合という．位相空間に対する点付き空間，G-集合
（G は群）に対する点付き G-集合も同様に定める．(X,x0), (Y, y0) を点付き集合とするとき，写像
f : X → Y であって f(x0) = y0 を満たすものを，(X,x0)から (Y, y0)への点付き写像という．このと
き，f : (X,x0) → (Y, y0)と書く．X, Y が付加構造をもつとき，f が種々の性質をもつのにしたがっ
て，点付き連続写像，点付き同相写像，点付き G-同変写像などという．また，（2つの点付き空間が）
点付き同相である，（2つの点付き G-集合が）点付き G-同型である，などともいう．

• 集合 X, Y に対して，X × Y から X, Y への標準射影を，それぞれ prX , prY と書く．
• 群 Gの反対群を，Gop と書く．

1 被覆空間
1.1 位相空間上の空間
定義 1.1（位相空間上の空間） B を位相空間とする．位相空間 E と連続写像 p : E → B との組 (E, p)を，B
上の空間（space over B）という．B 上の空間 (E, p)に対して，B をその底空間（base space），E をその全
空間（total space），pをその射影（projection）という．点 b ∈ B に対して p−1({b})を (E, p)の b上のファ
イバー（fi，ber）といい，Eb と書く．

(E, p), (E′, p′) を位相空間 B 上の空間とするとき，写像 f : E → E′ であって p = p′ ◦ f を満たすもの
を，(E, p)から (E′, p′)への B 上の写像という．B 上の連続写像，B 上の同相写像などといういい方もする．
(E, p) から (E′, p′) への B 上の同相写像が存在するとき，(E, p) と (E′, p′) は B 上同相であるという．点
b ∈ B に対して，B 上の写像 f : E → E′ を制限して得られるファイバー Eb から E′

b への写像を，fb と書く．

例 1.2（自明な B 上の空間） B, F を位相空間とすると，(B × F, prB)は B 上の空間である．これを，F を
ファイバーとする自明な B 上の空間（trivial space over B）という．
B 上の空間 (E, p)は，ある自明な B 上の空間と B 上同相であるとき，自明化可能（trivializable）である
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という．このとき，B 上の同相写像 ϕ : E → B ×F（F は位相空間）を，(E, p)の自明化写像（trivialization
map）という．

定義 1.3（底空間の制限） (E, p)を位相空間B上の空間とする．Bの部分空間B′に対して，E|B′ = p−1(B′)
と書き，pを制限して得られる E|B′ から B′ への写像を pB′ と書く．B′ 上の空間 (E|B′ , pB′)を，(E, p)の
底空間の B′ への制限（restriction）という．

以下，特に断らない限り，B 上の空間 (E, p)と B の部分空間 B′ に対して，E|B′ は pB′ を射影として B′

上の空間とみなす．

1.2 ファイバー束と被覆空間
定義 1.4（自明化開集合，自明化開被覆） (E, p)を位相空間 B 上の空間とする．

(1) B の開集合 U であって，(E|U , pU )が U 上の自明な空間であるものを，(E, p)に対する B の自明化開
集合（trivializing open set）という．(E, p) に対する自明化開集合であって点 b ∈ B を含むものを，
(E, p)に対する bの自明化開近傍（trivializing open neighbourhood）という．

(2) (E, p) に対する B の自明化開集合のみからなる B の開被覆を，(E, p) に対する B の自明化開被覆
（trivializing open cover）という．

定義 1.5（ファイバー束） 位相空間 B 上の空間 (E, p)であって，これに対する B の自明化開被覆が存在す
るものを，B 上のファイバー束（fiber bundle）という．

定義 1.6（被覆空間） 位相空間 B 上のファイバー束 (E, p)であって，各ファイバー Eb（b ∈ B）が離散であ
るものを，B 上の被覆空間（covering space）という．

命題 1.7 (E, p)を位相空間 B 上のファイバー束とする．任意の位相空間 F に対して，ファイバー Eb が F

に同相であるような点 b ∈ B 全体の集合は，B において開かつ閉である．

証明 ファイバー Eb が位相空間 F に同相であるような点 b ∈ B 全体の集合を X と置く．b ∈ B とし，
(E, p)に対する bの自明化開近傍 U をとると，U の点上のファイバーはすべて Eb に同相である．したがっ
て，b ∈ X ならば U ⊆ X であり，b /∈ X ならば U ∩X = ∅である．よって，X と B \X はともに B におい
て開である．

系 1.8 位相空間 B 上のファイバー束 (E, p)について，射影の像 p(E)は，B において開かつ閉である．

証明 命題 1.7で F = ∅とすればよい．

系 1.9 連結空間 B 上のファイバー束 (E, p)について，そのすべてのファイバーは同相である．

証明 B は空でないから，1点 b0 ∈ B を固定できる．ファイバー Eb が Eb0 に同相であるような点 b ∈ B 全
体の集合を B′ と置くと，b0 ∈ B′ より B′ は空でなく，命題 1.7より B′ は B において開かつ閉である．よっ
て，B の連結性より B′ = B である．

命題 1.10 (E, p), (E′, p′) を位相空間 B 上の被覆空間とする．B 上の連続写像 f : E → E′ は，開写像で
ある．
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証明 (E, p), (E′, p′) の両方に対する B の自明化開被覆 (Ui)i∈I をとる．各 i ∈ I に対して f の制限
fUi

: E|Ui
→ E′|Ui

は Ui 上の連続写像であり，またすべての i ∈ I に対して fUi
が開写像ならば f も開写像

である．したがって，(E, p), (E′, p′)が自明な被覆空間である場合に主張を示せばよい．
(E, p) = (B×F, prB)，(E′, p′) = (B×F ′,prB)（F , F ′ は離散空間）とする．点 (b, x) ∈ B×F を任意に
とり，f(b, x) = (b, x′)（x′ ∈ F）と置く．(b, x)の任意の近傍 U に対して f(U)が (b, x′)の近傍であること
を示したい．U = V × {x}（V は bの近傍）という形であるとしてよい．さらに，f は連続であり F ′ は離散
だから，V × {x}上で f の F ′-成分は一定であるとしてよい．このとき f(V × {x}) = V × {x′}であり，こ
れは (b, x′)の近傍である．これで，主張が示された．

1.3 点付き空間の場合
定義 1.11（点付き空間上の点付き空間） (B, b0)を点付き空間とする．点付き空間 (E, x0)と点付き連続写像
p : (E, x0) → (B, b0)との組 ((E, x0), p)を，(B, b0)上の点付き空間（pointed space over (B, b0)）という．

定義 1.12（点付きファイバー束） 点付き空間 (B, b0)上の点付き空間 ((E, x0), p)であって，(E, p)が B 上
のファイバー束であるものを，(B, b0)上の点付きファイバー束（pointed fiber bundle）という．

定義 1.13（点付き被覆空間） 点付き空間 (B, b0)上の点付き空間 ((E, x0), p)であって，(E, p)が B 上の被
覆空間であるものを，(B, b0)上の点付き被覆空間（pointed covering space）という．

1.4 群作用と被覆空間
本小節では，群が位相空間に作用しており，それがよい性質を満たしていれば，そこから被覆空間が構成で
きることを見る．

定義 1.14（被覆的な作用） 群 Γ の位相空間 X への作用が被覆的*1 であるとは，任意の点 x ∈ X に対して，
その近傍 U であって，(g · U)g∈Γ のどの異なる 2元も交わらないものが存在することをいう．

命題 1.15 群 Γ が位相空間 X に自由に作用しているとし，軌道空間への等化写像を p : X → Γ\X と書く．
次の 2条件は同値である．

(a) (X, p)は Γ\X 上の被覆空間である．
(b) Γ の X への作用は被覆的である．

証明 (a) =⇒ (b) (X, p)が Γ\X 上の被覆空間であるとする．点 x ∈ X を任意にとる．これに対して，p(x)
の自明化開近傍 V と自明化写像 ϕ : p−1(V ) → V × F（F は離散空間）をとり，U = ϕ−1(V × {prF (ϕ(x))})
と置く．この U は，xの開近傍である．また，g ∈ Γ について g · U ∩ U 6= ∅であるとすると，g · y = z を
満たす点 y, z ∈ X が存在するが，これらの点について p(y) = p(g · y) = p(z)だから，V の定義と合わせて
y = ϕ−1(p(y),prF (ϕ(x))) = ϕ−1(p(z),prF (ϕ(x))) = z を得る．Γ の X への作用は自由だから，これより，
g は単位元である．したがって，(g · U)g∈Γ のどの異なる 2元も交わらない．よって，Γ の X への作用は被

*1「固有不連続」ということもあるが，この語は，定義 1.18 (2)の意味で使われることもあり，紛らわしい．本稿では，Hatcher [3,
p. 72] がこのような作用を “covering space action”と呼んでいるのに合わせて，「被覆的」ということにした．

4



覆的である．
(b) =⇒ (a) Γ の X への作用が被覆的であるとする．点 b ∈ Γ\X を任意にとる．これに対して，点

x ∈ p−1({b})を一つ固定し，その開近傍 U であって (g · U)g∈Γ のどの異なる 2元も交わらないものをとり，
V = p(U)と置く．pは開写像だから，V は bの開近傍であり，pは U から V への同相を与える．また，U
のとり方より，p−1(V )はどの二つも交わらない開集合 g · U（g ∈ Γ）全体の合併である．以上より，Γ を離
散群とみなすと，写像

ψ : V × Γ → p−1(V ), (b′, g) 7→ g · p|−1
U (b′)

は同相である．よって，(X, p)は Γ\X 上の被覆空間である．

注意 1.16 群 Γ が連結空間 X に効果的に作用しており，軌道空間への等化写像を p : X → Γ\X と書くと，
(X, p)は Γ\X 上の被覆空間となっているとする．このとき，g ∈ Γ の作用が点 x ∈ X を固定するとすると，
後に示す持ち上げの一意性（系 4.3）により，g の作用が恒等写像であることがわかるから，作用が効果的で
あることより，g は単位元でなければならない．すなわち，Γ のX への作用は自由である．よって，「群 Γ が
位相空間 X に自由に作用している」という仮定を「群 Γ が連結空間 X に効果的に作用している」と読み替
えても，命題 1.15は成立する．

例 1.17 Gを Hausdorff位相群，Γ をその離散部分群とし，等化準同型を p : G → Γ\Gと書く．群演算に
よる Γ の Gへの左作用が被覆的である（したがって，命題 1.15より，(Γ\G, p)は Γ\G上の被覆空間であ
る）ことを示そう．
Γ が離散であることより，単位元 e ∈ G の近傍 U であって，Γ ∩ U = {e} を満たすものがとれる．こ
の V について，x ∈ G と g ∈ Γ が xV ∩ gxV 6= ∅ を満たすとする．すると，y ∈ xV ∩ gxV がとれ，
g = (yx−1g−1)−1(yx−1) ∈ V −1V ⊆ U となるから，U のとり方より g = eを得る．したがって，(gxV )g∈Γ

のどの異なる 2元も交わらない．よって，群演算による Γ の Gへの左作用は被覆的である．
なお，与えられた状況で，Γ が G において自動的に閉となることが，次のように示せる．単位元 e ∈ G

の近傍 U , V を，前段と同様に定める．x ∈ G に対して，g1, g2 ∈ Γ ∩ xV とすると，g−1
1 g2 ∈ Γ かつ

g−1
1 g2 = (x−1g1)−1(x−1g2) ∈ V −1V ⊆ U だから，g1 = g2 である．すなわち，xV は Γ の元をたかだか一つ
しか含まない．したがって，x /∈ Γ ならば，xV \ Γ は xの近傍となる．よって，Γ は Gにおいて閉である．

被覆空間に関連して，次の性質もしばしば扱われるので，ここで説明しておく．

定義 1.18（固有，固有不連続な作用） X を位相空間とする．

(1) 位相群 Gの X への連続作用が固有（proper）であるとは，連続写像 Θ : G × X → X × X, (g, x) 7→
(g · x, x)が固有である（すなわち，コンパクト集合の逆像がコンパクトとなる）ことをいう．

(2) 群 Γ のX への作用が固有不連続（properly discontinuous）であるとは，Γ を離散群とみなしたとき，
この作用が固有であることをいう．

命題 1.19 X を Hausdorff空間とする．

(1) 位相群 Gの X への連続作用が固有であるための必要十分条件は，任意のコンパクト集合K ⊆ X に対
して，GK = {g ∈ G | g ·K ∩K 6= ∅}がコンパクトであることである．

(2) 群 Γ の X への作用が固有不連続であるための必要十分条件は，任意のコンパクト集合 K ⊆ X に対し
て，ΓK = {g ∈ G | g ·K ∩K 6= ∅}が有限であることである．
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証明 (1) 連続写像 (g, x) 7→ (g · x, x)を Θ : G×X → X ×X と書く．X は Hausdorffだから，X ×X の
コンパクト集合は閉であり，したがって，その Θ による逆像は G×X において閉である．また，X ×X の
任意のコンパクト集合は，あるコンパクト集合K ⊆ X に対するK ×K に含まれる．したがって，Θ が固有
であることは，任意のコンパクト集合K ⊆ X に対して Θ−1(K ×K)がコンパクトであることと同値である．
Θ−1(K ×K)がコンパクトならば，prG(Θ−1(X ×X)) = GK もコンパクトである．一方で，Θ−1(K ×K)
は GK ×K の閉集合だから，GK がコンパクトならば，Θ−1(K ×K)もコンパクトである．これで，主張が
示された．

(2) (1)の特別な場合である．

補題 1.20 群 Gの位相空間 X への作用について，次の 3条件は同値である．

(a) 軌道空間 G\X は Hausdorffである．
(b) 対角集合 ∆(G\X) = {(b, b) | b ∈ G\X}は G\X ×G\X において閉である．
(c) 写像 Θ : G×X → X ×X, (g, x) 7→ (g · x, x)の像 Θ(G×X)は X ×X において閉である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 位相空間の一般論である．
(b) ⇐⇒ (c) 等化写像 p : X → G\X は開写像だから，p × p : X × X → G\X × G\X も開写像であり，
特に，G\X ×G\X を自然にX ×X の商空間とみなせる．よって，∆(G\X)が G\X ×G\X において閉で
あることは，(p× p)−1(∆(G\X)) = Θ(G×X)が X ×X において閉であることと同値である．

群作用が固有不連続であることと，被覆的であることとの関係を述べる．そのために，補題を準備する．

補題 1.21 位相空間 X から局所コンパクト Hausdorff空間 Y への連続写像 f : X → Y は，固有ならば閉写
像である．

証明 f が固有であるとして，X の閉集合 Aを任意にとる．Y の任意のコンパクト集合K に対して，f が固
有であることより f−1(K)はコンパクトだから，その閉集合である A ∩ f−1(K)もコンパクトであり，その
連続像である f(A∩ f−1(K)) = f(A) ∩K（この等式は，集合演算により容易に確かめられる）もコンパクト
である．したがって，Y の任意のコンパクト集合K に対して，f(A) ∩K はK において閉である．Y は局所
コンパクト Hausdorffだから，これは，f(A)が Y において閉であることを意味する．よって，f は閉写像で
ある．

補題 1.22 位相群Gが局所コンパクト Hausdorff空間X に固有かつ連続に作用するとき，軌道空間G\X は
局所コンパクト Hausdorffである．

証明 X の各点はコンパクト近傍をもつから，その軌道空間である G\X も同様である．また，連続写像
Θ : G × X → X × X は固有であり，X は局所コンパクト Hausdorffだから，補題 1.21より Θ(G × X)は
X ×X において閉である．補題 1.20より，これは，G\X が Hausdorffであることを意味する．

命題 1.23 群 Γ の位相空間 X への作用に関する次の 2条件について，(a) =⇒ (b)が成り立つ．さらに，X
が局所コンパクト Hausdorffならば，これらの 2条件は同値である．

(a) Γ の X への作用は被覆的であり，軌道空間 Γ\X は Hausdorffである．
(b) Γ の X への作用は自由かつ固有不連続である．
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証明 軌道空間への等化写像を p : X → Γ\X と書く．また，Γ を離散群とみなし，連続写像 (g, x) 7→ (g ·x, x)
を Θ : Γ ×X → X ×X と書く．

(a) =⇒ (b) Γ のX への作用が被覆的であり，軌道空間 Γ\X が Hausdorffであるとする．Γ のX への作
用が自由であることは明らかである．この作用が固有不連続であることを示す．命題 1.19 (2)より，任意のコ
ンパクト集合K ⊆ X に対して，ΓK = {g ∈ G | g ·K ∩K 6= ∅}が有限であることをいえばよい．各 g ∈ ΓK

に対して，g · xg = yg を満たす点 xg, yg ∈ K をとる．ΓK が有限でないと仮定すると，((yg, xg))g∈ΓK
はコ

ンパクト集合 K ×K に含まれる無限個の点の族だから，集積点 (y, x) ∈ K ×K が存在する．各 (yg, xg)は
Θ(Γ ×X)に属し，Γ\X が Hausdorffであることより Θ(Γ ×X)はX ×X において閉だから（補題 1.20），
(y, x) も Θ(Γ × X) に属する．すなわち，g · x = y を満たす g ∈ Γ が存在する．さて，Γ の X への作用
は被覆的だから，x の近傍 U であって，(g · U)g∈Γ のどの異なる 2 元も交わらないものが存在する．(y, x)
は ((yg, xg))g∈ΓK

の集積点だから，無限個の g ∈ ΓK に対して，xg ∈ U かつ yg ∈ g · U となる．ところが，
g · xg = yg だから，U のとり方より，このような g はすべて g に等しくなければならない．これは矛盾であ
る．よって，背理法より，ΓK は有限である．これで，Γ のX への作用が固有不連続であることが示された．

(b) =⇒ (a)（X が局所コンパクトHausdorffである場合） Γ のX への作用が自由かつ固有不連続であると
する．補題 1.22より，軌道空間 Γ\X は Hausdorffである．Γ のX への作用が被覆的であることを示す．点
x ∈ Xを任意にとり，そのコンパクト近傍U を一つ固定する．命題 1.19 (2)より，ΓU = {g ∈ Γ | g·U∩U 6= ∅}
は有限である．作用が自由であることより有限個の点 g · x（g ∈ ΓU）はすべて異なり，X は Hausdorffだか
ら，xの近傍 V ⊆ U であって，(g · V )g∈ΓU

のどの異なる 2元も交わらないものが存在する．この V につい
て，(g · V )g∈Γ のどの異なる 2元も交わらない．よって，Γ の X への作用は被覆的である．

系 1.24 群 Γ が局所コンパクト Hausdorff 空間 X に自由かつ固有不連続に作用しているならば，Γ\X は
Hausdorffであり，軌道空間への等化写像を p : X → Γ\X と書くとき，(X, p)は Γ\X 上の被覆空間である．

証明 命題 1.23と命題 1.15から従う．

注意 1.25 群 Γ の局所コンパクト Hausdorff空間 X への作用が被覆的であっても，それが固有不連続であ
るとは限らない．たとえば，Zの R2 \ {0}への作用を

n · (x, y) = (2nx, 2−ny) (n ∈ Z, (x, y) ∈ R2 \ {0})

と定めると，これは被覆的だが固有不連続ではない（命題 1.23 より，対応する軌道空間 Z\(R2 \ {0}) は
Hausdorffでない）．

2 亜群
2.1 亜群
小圏 C に対して，その対象全体の集合を Ob(C )と書き，その射全体の集合を Arr(C )と書く．

定義 2.1（亜群） すべての射が同型射であるような小圏を，亜群（groupoid）という．

亜群の対象 bの恒等射を ϵb と書く．

定義 2.2（連結亜群） 亜郡 G が連結（connected）であるとは，Ob(G )が空でなく，任意の b, b′ ∈ Ob(G )
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に対して bから b′ への射が存在することをいう．

2.2 亜群の作用
定義 2.3（亜群の作用） G を亜群とする．E を集合，p : E → Ob(G ) を写像とし，b ∈ Ob(G ) に対して
Eb = p−1({b})と書き，

D = {(α, x) ∈ Arr(G ) × E | Domα = p(x)}

と置く．次の 3条件を満たす写像 θ : D → E を，亜群 G の (E, p)（あるいは単に E）への作用（action）と
いう．

(i) 任意の (α, x) ∈ D に対して，Codα = p(θ(α, x))である．
(ii) 任意の対象 b ∈ Ob(G )と x ∈ Eb に対して，θ(ϵb, x) = xである．
(iii) G の任意の射 α : b → b′，β : b′ → b′′ と x ∈ Eb に対して，θ(βα, x) = θ(β, θ(α, x))である．

G の (E, p)への作用が定まっているとき，(E, p)（あるいは単に E）を G -集合（G -set）という．(E, p)を
G -集合とするとき，b ∈ Ob(G )に対して Eb = p−1({b})を (E, p)の b上のファイバー（fiber）という．しば
しば，作用を表す記号 θ を明示せず，θ(α, x)の代わりに α · xと書く．

定義 2.3の条件 (i)の下で，条件 (ii), (iii)は，対象の対応 b 7→ Eb と射の対応 α 7→ θ(α, –)が G から集合
の圏 Setへの関手をなすということにほかならない．

定義 2.4（亜群の作用に関する同変写像） G を亜群とし，(E, p), (E′, p′)を G -集合とする．写像 f : E → E′

が G -同変（G -equivariant）であるとは，次の 2条件を満たすことをいう．

(i) p = p′ ◦ f である．
(ii) G の任意の射 α : b → b′ と x ∈ Eb に対して，f(α · x) = α · f(x)である．

f が全単射で f , f−1 がともに G -同変であるとき，f は G -同型（G -isomorphism）であるという．

定義 2.4 の条件 (i) の下で，条件 (ii) は，f のファイバーへの制限の族 (fb : Eb → E′
b)b∈Ob(G ) が G -集合

(E, p)と (E′, p′)のそれぞれに対応する関手の間の自然変換であるということにほかならない．

2.3 亜群が作用する集合と群が作用する集合との対応
本小節では，Gを群とするとき，G-集合を対象とし，G-同変写像を射とする圏を，G-Setと書く．また，G

を亜群とするとき，G -集合を対象とし，G -同変写像を射とする圏を，G -Setと書く．
G を亜群とし，b0 ∈ Ob(G )を固定して G = AutG (b0)と置く．
(E, p)が G -集合ならば，Eb0 は G の作用の制限によって G-集合をなす．(E′, p′)も G -集合で f : E → E′

が G -同変写像ならば，f のファイバーへの制限 fb0 : Eb0 → E′
b0
は G-同変写像である．容易に確かめられる

ように，この対応は恒等射と合成を保ち，関手

Fb0 : G -Set → G-Set

をなす．
次に，逆方向の関手を構成する．G-集合 X に対して，G -集合 (P ×G X, pX)を次のように定める．
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• b0 を始域とする G の射全体の集合を P と置き，写像 p : P → Ob(G )を p(β) = Codβ と定める．G

の (P, p)への作用が

α · β = αβ (α ∈ Arr(G ), β ∈ P , Domα = Codβ = p(β))

によって定まる（すなわち，(P, p) は関手 HomG (b0, –) : G → Set に対応する G -集合である）．さら
に，Gの P への右作用が

β · γ = βγ (β ∈ P , γ ∈ G)

によって定まる．
• Gの P ×X への右作用 (β, x) ·γ = (β ·γ, γ−1 ·x)の軌道空間を P ×GX = (P ×X)/Gとし，P ×X か
ら Ob(G )への写像 (β, x) 7→ p(β) = Codβ が誘導する写像として pX : P ×G X → Ob(G )を定める．

• G の (P, p)への作用が誘導する G の (P ×G X, pX)への作用を考える．すなわち，

α · [(β, x)] = [(αβ, x)] (α ∈ Arr(G ), β ∈ P , x ∈ X, Domα = Codβ = pX([(β, x)]))

と定める．

G-集合の間の G-同変写像 f : X → Y に対して，G -同変写像 idP ×G f : P ×G X → P ×G Y を

(idP ×G f)([(β, x)]) = [(β, f(x))] (β ∈ P , x ∈ X)

と定める（これは確かに (P ×G X, pX)から (P ×G Y, pY )への G -同変写像である）．容易に確かめられるよ
うに，この対応は恒等射と合成を保ち，関手

Eb0 : G-Set → G -Set

をなす．

定理 2.5（亜群が作用する集合と群が作用する集合との対応） G を亜群とし，b0 ∈ Ob(G ) を固定して
G = AutG (b0)と置く．

(1) G-集合 X に対して，写像

ϕX : (P ×G X)b0 → X, [(α, x)] 7→ α · x,
ϕ′
X : X → (P ×G X)b0 , x 7→ [(idb0 , x)]

は矛盾なく定まり，これらは互いに他の逆を与える G-同型である．さらに，G-集合X, Y の間の G-同
変写像 f : X → Y に対して，図式

(P ×G X)b0 (P ×G Y )b0

X Y

ϕX

(idP ×Gf)b0

ϕY

f

は可換である．
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(2) G が連結であるとして，各 b ∈ Ob(G )に対して G の射 αb : b0 → bを 1つずつ固定する．このとき，
G -集合 (E, p)に対して，写像

ψ(E,p) : P ×G Eb0 → E, [(α, x)] 7→ α · x,
ψ′

(E,p) : E → P ×G Eb0 , x 7→ [(αp(x), α
−1
p(x) · x)]

は矛盾なく定まり（ψ′
(E,p) は (αb)b∈B のとり方によらない），これらは互いに他の逆を与える G -同型で

ある．さらに，G -集合 (E, p), (E′, p′)の間の G -同変写像 f : E → E′ に対して，図式

P ×G Eb0 P ×G E′
b0

E E′

ψ(E,p)

idP ×Gfb0

ψ(E′,p′)

f

は可換である．

証明 容易に確かめられる．

よって，G が連結亜群ならば，定理 2.5 (1), (2) の同型はそれぞれ自然同型 Fb0 ◦ Eb0
∼= IdG-Set，

Eb0 ◦Fb0
∼= IdG -Setを与え，Fb0 とEb0 は互いに他の準逆を与える圏同値関手であり，圏同値 G -Set ' G-Set

が成立する．

3 基本亜群と基本群
3.1 ホモトピー
定義 3.1（ホモトピー） X, Y を位相空間とし，f , g : X → Y を連続写像とする．連続写像 σ : X × I → Y

であって σ(–, 0) = f かつ σ(–, 1) = g を満たすものを，f から g へのホモトピー（homotopy）という．f か
ら g へのホモトピーが存在するとき，f と g はホモトピック（homotopic）であるといい，f ' g と書く．
容易に確かめられるように，この関係 'は，X から Y への連続写像全体のなす集合上の同値関係である．
この同値関係に関する連続写像 f の同値類を，f のホモトピー類（homotopy class）といい，[f ]と書く．

注意 3.2（相対ホモトピー） X, Y を位相空間とする．Aを X の部分集合とするとき，X から Y への連続
写像の間のホモトピー σ : X × I → Y であって，任意の点 x ∈ A に対して σ(x, –) が定値であるものを，A
に関する相対ホモトピー（homotopy relative to A）という．連続写像 f から g への Aに関する相対ホモト
ピーが存在するとき，f と g は Aに関して相対ホモトピック（homotopic relative to A）であるという．本
稿では用いないが，これを，f 'A g や f ' g relAと書くこともある．Aが 1点集合のときは，点付きホモ
トピー，点付きホモトピックといういい方もする．

命題 3.3 X, Y , Z を位相空間とし，f , f ′ : X → Y，g, g′ : Y → Z を連続写像とする．f ' f ′ かつ g ' g′

ならば，g ◦ f ' g′ ◦ f ′ である．

証明 σ : X × I → Y が f から f ′ へのホモトピーならば g ◦ σ は g ◦ f から g ◦ f ′ へのホモトピーだから，
f ' f ′ ならば g ◦ f ' g ◦ f ′ である．また，τ : Y × I → Z が gから g′ へのホモトピーならば τ ◦ (f ′ × idI)は
g ◦ f ′ から g′ ◦ f ′ へのホモトピーだから，g ' g′ ならば g ◦ f ′ ' g′ ◦ f ′ である．よって，f ' f ′ かつ g ' g′

ならば g ◦ f ' g′ ◦ f ′ である．
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定義 3.4（ホモトピー同値） X, Y を位相空間とする．連続写像 f : X → Y，g : Y → X が g ◦ f ' idX か
つ f ◦ g ' idY を満たすとき，f と g は互いに他のホモトピー逆（homotopy inverse）であるという．ホモト
ピー逆をもつ連続写像を，ホモトピー同値写像（homotopy equivalence）という．X から Y へのホモトピー
同値写像が存在するとき，X と Y はホモトピー同値（homotopy equivalent）であるという．

命題 3.3より，位相空間を対象とし，連続写像のホモトピー同値類を射とする圏Ho(Top)が自然に定まる．
連続写像 f がホモトピー同値写像であるとは，[f ]がHo(Top)の同型射であるということにほかならない．

3.2 道と道ホモトピー
定義 3.5（道） X を位相空間とし，x, y ∈ X とする．連続写像 l : I → X であって l(0) = xかつ l(1) = y

を満たすものを，xから y への X 上の道（path）といい，その全体を Ω(X;x, y)と書く．このとき，xを l

の始点（initial point），y を lの終点（terminal point）という．始点と終点が同じ点 xであるような道を，x
を基点（base point）とする閉道（loop）といい，その全体を Ω(X,x)と書く．

位相空間 X とその点 xに対して，常に点 xを値にとる X 上の道を，ex と書く．

定義 3.6（道ホモトピー） X を位相空間，x, y ∈ X とし，l, m を x から y への道とする．l から m への
{0, 1}に関する相対ホモトピーを，lからmへの（X 上の）道ホモトピー（path homotopy）という．lから
mへの道ホモトピーが存在するとき，l と mは（X 上）道ホモトピック（path homotopic）であるといい，
l ' mと書く．
容易に確かめられるように，この関係 'は，Ω(X;x, y)上の同値関係である．この同値関係に関する道 lの
同値類を，lの道ホモトピー類（path homotopy class）といい，[l]と書く．

位相空間 X とその点 xに対して，常に点 xを値にとる X 上の道 ex の道ホモトピー類を，ϵx と書く．

注意 3.7 一般に，始点と終点を共有する位相空間X 上の道 lとmについて，それらが IからX への連続写
像としてホモトピックであることと，道ホモトピックであることとは同値ではない．これら 2つの関係をとも
に記号 'で表し，これらの関係に関する同値類をともに記号 [–]で表すが，道に対しては常に「道ホモトピッ
ク」の意味でこれらの記号を用いる．

命題 3.8 X, Y を位相空間，f : X → Y を連続写像とする．始点と終点を共有するX 上の道 l, mについて，
l ' mならば f ◦ l ' f ◦mである．

証明 σ : I × I → X が l から mへの道ホモトピーならば，f ◦ σ は f ◦ l から f ◦ mへの道ホモトピーであ
る．

命題 3.9 X, Y を位相空間とし，x0, x1 ∈ X，y0, y1 ∈ Y とする．f , g : X → Y は連続写像であり，ともに
x0 を y0 に，x1 を y1 に移し，これらは {x0, x1}に関して相対ホモトピックであるとする．このとき，x0 か
ら x1 への道 lに対して，f ◦ l ' g ◦ lである．

証明 σ : X × I → Y が f から g への {x0, x1}に関する相対ホモトピーならば，σ ◦ lは f ◦ lから g ◦ lへの
道ホモトピーである．

次小節以降で必要になるので，次の命題を示しておく．
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命題 3.10 X を Euclid空間 Rn（n ∈ N）の凸集合とする．始点と終点を共有するX 上の二つの道は，道ホ
モトピックである．

証明 始点と終点を共有するX 上の道 l, mに対して，I× IからX への連続写像 (t, s) 7→ (1 − s)l(t) + sm(t)
は lからmへの道ホモトピーだから，l ' mである．

3.3 道の連結，逆
定義 3.11（道の連結，逆） X を位相空間，x, y, z ∈ X とし，lを xから y への道，mを y から z への道と
する．

(1) lとmの連結（connection）m ∗ lを，

(m ∗ l)(t) =

{
l(2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)
m(2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1)

と定める．これは，xから z への道である．
(2) lの逆（inverse）l− を，

l−(t) = l(1 − t)

と定める．これは，y から xへの道である．

明らかに，(l−)− = lかつ (m ∗ l)− = l− ∗m− である．

命題 3.12 X を位相空間，x, y ∈ X とし，l, l′ を xから y への道，m, m′ を y から z への道とする．

(1) l ' l′ かつm ' m′ ならば，m ∗ l ' m′ ∗ l′ である．
(2) l ' l′ ならば，l− ' (l′)− である．

証明 (1) σ : I × I → X が lから l′ への道ホモトピーであり τ : I × I → X がmからm′ への道ホモトピー
ならば，I × Iから X への写像

(t, s) 7→

{
σ(2t, s) (0 ≤ t ≤ 1/2)
τ(2t− 1, s) (1/2 ≤ t ≤ 1)

はm ∗ lからm′ ∗ l′ への道ホモトピーである．よって，l ' l′ かつm ' m′ ならばm ∗ l ' m′ ∗ l′ である．
(2) σ : I × I → X が lから l′ への道ホモトピーならば，I × Iから X への写像

(t, s) 7→ σ(1 − t, s)

は l− から (l′)− への道ホモトピーである．よって，l ' l′ ならば l− ' (l′)− である．

命題 3.13 X を位相空間，x, y, z, w ∈ X とし，lを xから y への道，mを y から z への道，nを z から w

への道とする．

(1) n ∗ (m ∗ l) ' (n ∗m) ∗ l．
(2) l ∗ ex ' ey ∗ l ' l．
(3) l− ∗ l ' ex，l ∗ l− ' ey．

12



証明 (1) I上の 0から 1への道 ϕ, ψ を

ϕ(t) = t, ψ(t) =


t/2 (0 ≤ t ≤ 1/2)
t− 1/4 (1/2 ≤ t ≤ 3/4)
2t− 1 (3/4 ≤ t ≤ 1)

と定めると，命題 3.10より ϕと ψ は道ホモトピックだから，命題 3.8より n ∗ (m ∗ l) = (n ∗ (m ∗ l)) ◦ ϕと
(n ∗m) ∗ l = (n ∗ (m ∗ l)) ◦ ψ は道ホモトピックである．

(2) I上の 0から 1への道 ϕ, ψ, χを

ϕ(t) = t, ψ(t) =

{
0 (0 ≤ t ≤ 1/2)
2t− 1 (1/2 ≤ t ≤ 1),

χ(t) =

{
2t (0 ≤ t ≤ 1/2)
1 (1/2 ≤ t ≤ 1)

と定めると，命題 3.10より ϕ, ψ, χはすべて道ホモトピックだから，命題 3.8より l = l ◦ ϕ，l ∗ ex = l ◦ ψ，
ey ∗ l = l ◦ χはすべて道ホモトピックである．

(3) 0を基点とする I上の閉道 ϕ, ψ を

ϕ(t) = 0, ψ(t) =

{
2t (0 ≤ t ≤ 1/2)
1 − 2t (1/2 ≤ t ≤ 1)

と定めると，命題 3.10 より ϕ と ψ は道ホモトピックだから，命題 3.8 より ex = l ◦ ϕ と l− ∗ l = l ◦ ψ は
道ホモトピックである．また，いま示した ex ' l− ∗ l において x, y, l をそれぞれ y, x, l− で置き換えれば，
ey ' l ∗ l− を得る．

命題 3.14 X, Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．x0, x1, x2 ∈ X とし，l を x0 から x1 へ
の道，mを x1 から x2 への道とする．

(1) f ◦ ex = ef(x)．
(2) f ◦ (m ∗ l) = (f ◦m) ∗ (f ◦ l)．
(3) f ◦ l− = (f ◦ l)−．

証明 明らかである．

3.4 基本亜群と基本群
X を位相空間とする．点 x, y ∈ X に対して，xから y への道全体の集合 Ω(X;x, y)を「道ホモトピック
である」という同値関係 'で割って得られる商集合 Ω(X;x, y)/'を考える．命題 3.12より，道ホモトピー
類 α = [l] ∈ Ω(X;x, y)/'と β = [m] ∈ Ω(X; y, z)/'（x, y, z ∈ X）に対して，

βα = [m ∗ l] ∈ Ω(X;x, z)/'

および
α−1 = [l−] ∈ Ω(X; y, x)/'

が代表元 l, m のとり方によらずに定まる．さらに，命題 3.13 より，道ホモトピー類 α ∈ Ω(X;x, y)/'，
β ∈ Ω(X; y, z)/'，γ ∈ Ω(X; z, w)/'（x, y, z, w ∈ X）に対して

γ(βα) = (γβ)α, αϵx = ϵyα = α, α−1α = ϵx, αα−1 = ϵy
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である．よって，X の点を対象とし，Ω(X;x, y)/'の元を xから y への射とし，x ∈ X に対して ϵx を xの
恒等射とし，上記の演算 (α, β) 7→ βαを射の合成とすることで，亜群が定まる．上記の演算 α 7→ α−1 は，こ
の亜群における逆射を与える．

定義 3.15（基本亜群） 上記の亜群を，位相空間 X の基本亜群（fundamental groupoid）といい，Π(X)と
書く．点 x, y ∈ X に対して，HomΠ(X)(x, y) = Ω(X;x, y)/'を Π(X;x, y)と書く．

明らかに，基本亜群 Π(X)が連結であるための必要十分条件は，X が弧状連結であることである．

定義 3.16（基本群） (X,x0)を点付き空間とする．基本亜群 Π(X)における x0 の自己同型群 AutΠ(X)(x0)
を，(X,x0)の基本群（fundamental group）といい，π1(X,x0)と書く．

注意 3.17 X が弧状連結ならば，Π(X)の対象はすべて同型であり，したがって，π1(X,x0)は基点 x0 のと
り方によらず群として同型である（ただし，異なる基点に対する基本群の間に自然に群同型写像が定まるわけ
ではない）．そこで，X が弧状連結であり，基本群 π1(X,x0)の群としての同型類にのみ興味がある場合には，
π1(X,x0)を単に π1(X)とも書く．

次に，f : X → Y を位相空間の間の連続写像とする．命題 3.8より，道ホモトピー類 α = [l] ∈ Π(X;x, y)
（x, y ∈ X）に対して，

Π(f)(α) = [f ◦ l] ∈ Π(Y ; f(x), f(y))

が代表元 l のとり方によらずに定まる．さらに，命題 3.14 より，道ホモトピー類 α ∈ Π(X;x, y)，β ∈
Π(X; y, z)（x, y, z ∈ X）に対して，

Π(f)(ϵx) = ϵf(x), Π(f)(βα) = Π(f)(β)Π(f)(α)

である．よって，対象の対応を f : X → Y とし，射の対応を上記の写像 Π(f) : Π(X;x, y) →
Π(Y ; f(x), f(y))とすることで，Π(X)から Π(Y )への関手が定まる．

定義 3.18（連続写像が誘導する基本亜群の間の関手） X, Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とす
る．上記の Π(X)から Π(Y )への関手を，f が誘導する基本亜群の間の関手といい，Π(f)あるいは単に f∗

と書く．

定義 3.19（連続写像が誘導する基本群の間の群準同型） (X,x0), (Y, y0)を点付き空間とし，f : (X,x0) →
(Y, y0) を点付き連続写像とする．群準同型 Π(f) : π1(X,x0) → π1(Y, y0) を，f が誘導する基本群の間の群
準同型といい，π1(f, x0)あるいは単に f∗ と書く．

Π は位相空間の圏 Topから亜群の圏Grpoidへの関手となり，したがって，π1 は点付き空間の圏 Top∗

から群の圏Grpへの関手となる．

命題 3.20 X, Y を位相空間とし，f , g : X → Y を連続写像とする．σ : X × I → Y が f から g へのホモト
ピーならば，各点 x ∈ X に対して [σx] = [σ(x, –)] ∈ Π(Y ; f(x), g(x))を与える族 ([σx])x∈X は，関手 Π(f)
から Π(g)への自然同型である．

証明 σ が f から g へのホモトピーであるとする．任意の道ホモトピー類 α = [l] ∈ Π(X;x, y)（x, y ∈ X）
に対して

[σy]Π(f)(α) = Π(g)(α)[σx],
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すなわち
σy ∗ (f ◦ l) ' (g ◦ l) ∗ σx

を示せばよい．I × I上の道 ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1 を
ϕ0(t) = (t, 0), ϕ1(t) = (t, 1), ψ0(t) = (0, t), ψ1(t) = (1, t)

と定めると，ψ1 ∗ϕ0と ϕ1 ∗ψ0は (0, 0)から (1, 1)への道であり，これらは道ホモトピックである（命題 3.10）．
よって，命題 3.14と命題 3.8より

σy ∗ (f ◦ l) = (σ ◦ (l × idI) ◦ ψ1) ∗ (σ ◦ (l × idI) ◦ ϕ0)
= σ ◦ (l × idI) ◦ (ψ1 ∗ ϕ0)
' σ ◦ (l × idI) ◦ (ϕ1 ∗ ψ0)
= (σ ◦ (l × idI) ◦ ϕ1) ∗ (σ ◦ (l × idI) ◦ ψ0)
= (g ◦ l) ∗ σx

である．

系 3.21 X, Y を位相空間とし，f : X → Y を連続写像とする．f がホモトピー同値写像ならば，
Π(f) : Π(X) → Π(Y )は圏同値であり，任意の点 x0 ∈ X に対して，π1(f, x0) : π1(X,x0) → π1(Y, f(x0))
は群同型である．

証明 f がホモトピー同値写像であるとして，そのホモトピー逆 g : Y → X をとる．命題 3.20 より，
Π(g)◦Π(f)は恒等関手 IdΠ(X)に自然同型であり，Π(f)◦Π(g)は恒等関手 IdΠ(Y )に自然同型である．よっ
て，Π(f)は Π(g)を準逆にもつ圏同値である．さらに，圏同値は忠実充満だから，任意の点 x0 ∈ X に対し
て π1(f, x0) : π1(X,x0) → π1(Y, f(x0))は全単射であり，したがって群同型である．

3.5 単連結空間
定義 3.22（単連結空間） 位相空間 X は，弧状連結であり，その基本群 π1(X) が自明であるとき，単連結
（simply connected）であるという．

例 3.23 命題 3.10より，Rn（n ∈ N）の空でない凸集合は単連結である．

4 基本亜群の被覆空間への作用
4.1 持ち上げ
定義 4.1（持ち上げ） (E, p)を位相空間 B 上の空間とし，Aを位相空間，f : A → B を連続写像とする．

(1) 連続写像 f̃ : A → E であって p ◦ f̃ = f を満たすものを，f の (E, p)（あるいは単に E）への持ち上げ
（lift）という．

(2) (B, b0)が点付き空間，((E, x0), p)が (B, b0)上の点付き空間，(A, a0)が点付き空間であり，f : (A, a0) →
(B, b0) が点付き連続写像であるとする．このとき，点付き連続写像 f̃ : (A, a0) → (E, x0) であって
p ◦ f̃ = f を満たすものを，f の ((E, x0), p)（あるいは単に (E, x0)）への点付き持ち上げ（pointed
lift）という．
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命題 4.2 (E, p)を位相空間 B 上の被覆空間とし，Aを位相空間，f : A → B を連続写像とする．連続写像
f̃ , f̃ ′ : A → E がともに f の持ち上げならば，A0 = {x ∈ A | f̃(x) = f̃ ′(x)}は Aにおいて開かつ閉である．

証明 f̃ , f̃ ′ : A → E がともに f の持ち上げであるとする．(E, p)に対する B の自明化開被覆 (Ui)i∈I をとる
と，(f−1(Ui))i∈I は Aの開被覆だから，A0 が Aにおいて開かつ閉であることを示すためには，各 i ∈ I に対
して A0 ∩ f−1(Ui)が f−1(Ui)において開かつ閉であることを示せばよい．したがって，(E, p)が自明な被覆
空間である場合に主張を示せばよい．

(E, p) = (B×F, prB)（F は離散空間）とする．このとき，連続写像 ϕ, ϕ′ : A → F が存在して f̃ = (f, ϕ)，
f̃ ′ = (f, ϕ′)と書けて，

A0 = {x ∈ A | ϕ(x) = ϕ′(x)}

となる．F は離散だから，A0 は Aにおいて開かつ閉である．

系 4.3（持ち上げの一意性） ((E, x0), p)を点付き空間 (B, b0)上の点付き被覆空間とし，(A, a0)を点付き連
結空間とする．点付き連続写像 f : (A, a0) → (B, b0)に対して，その (E, x0)への点付き持ち上げは，たかだ
か一意である．

証明 f̃ , f̃ ′ : (A, a0) → (E, x0)がともに f の点付き持ち上げならば，命題 4.2より A0 = {x ∈ A | f̃(x) =
f̃ ′(x)}は Aにおいて開かつ閉であり，また a0 ∈ A0 より A0 は空でない．よって，Aの連結性より A0 = A，
すなわち f̃ = f̃ ′ である．

4.2 被覆空間のホモトピー拡張性質
補題 4.4 (E, p)を位相空間B上の自明化可能な空間とし，Aを位相空間とする．F : A×I → Bと f̃ : A → E

を連続写像とし，f̃ は F (–, 0)の持ち上げであるとする．このとき，F の持ち上げ F̃ : A× I → E であって，
F̃ (–, 0) = f̃ を満たすものが存在する．

証明 (E, p)は位相空間 F をファイバーとする自明な B 上の空間 (B × F, prB)であるとしてよい．連続写
像 F̃ : A× I → B × F を

F̃ (a, t) = (F (a, t),prF (f̃(a))) ((a, t) ∈ A× I)

と定めれば，F̃ は F の持ち上げであって F̃ (–, 0) = f̃ を満たす．

定理 4.5（被覆空間のホモトピー拡張性質） (E, p)を位相空間 B 上の被覆空間とし，Aを位相空間とする．
F : A× I → B と f̃ : A → E を連続写像とし，f̃ は F (–, 0)の持ち上げであるとする．このとき，F の持ち上
げ F̃ : A× I → E であって F̃ (–, 0) = f̃ を満たすものが一意に存在する．

証明 F の持ち上げ F̃ : A× I → E が F̃ (–, 0) = f̃ を満たすとすると，任意の点 a ∈ Aに対して，F̃ (a, –)は
F (a, –)の持ち上げであって F̃ (a, 0) = f̃(a)を満たす．よって，持ち上げの一意性（系 4.3）より，条件を満
たす F̃ はたかだか一意である．
まず，任意の点 a ∈ Aに対してその開近傍 Ua が存在して，F |Ua×I の持ち上げ F̃a : Ua × I → E であって

F̃a(–, 0) = f̃ |Ua を満たすものが存在することを示す．Lebesgueの被覆補題より，正の整数 nと (E, p)に対
する B の自明化開集合 Va,0, . . . , Va,n−1 が存在して，各 iに対して F ({a} × [i/n, (i+ 1)/n]) ⊆ Va,i となる．
さらに，Tube Lemmaより，aの開近傍 Ua が存在して，各 iに対して F (Ua × [i/n, (i+ 1)/n]) ⊆ Va,i とな
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る．以下，0 ≤ i < n に関して再帰的に，F |Ua×[i/n,(i+1)/n] の持ち上げ F̃a,i : Ua × [i/n, (i + 1)/n] → E で
あって

F̃a,0(–, 0) = f̃ , F̃a,i

(
–, i
n

)
= F̃a,i−1

(
–, i
n

)
(1 ≤ i < n) (∗)

を満たすものを構成する．0 ≤ i < nとし，F̃a,i−1までは構成できたとする．すると，F̃a,i−1(–, i/n) : Ua → E

（i = 0 の場合は f̃．以下同様）は F (–, i/n) : Ua → B の持ち上げであり，F (Ua × [i/n, (i + 1)/n]) は
(E, p) に対する自明化開集合 Va,i に含まれる．したがって，補題 4.4 より，F |Ua×[i/n,(i+1)/n] の持ち上げ
F̃a,i : Ua × [i/n, (i+ 1)/n] → E であって F̃a,i(–, i/n) = F̃a,i−1(–, i/n)を満たすものが存在する．これで，再
帰が完成した．(∗)より，F̃a,0, . . . , F̃a,n−1 は貼り合って連続写像 F̃a : Ua × I → E を定め，これは条件を満
たす．
次に，F の持ち上げ F̃ : A × I → E であって F̃ (–, 0) = f̃ を満たすものが存在することを示す．2 点 a,

a′ ∈ Aを任意にとる．前段で存在を示した F̃a と F̃a′ について，これらの (Ua ∩ Ua′) × Iへの制限は，とも
に F |(Ua∩Ua′ )×I の持ち上げであって (Ua ∩ Ua′) × {0} 上では f̃ に等しい．したがって，すでに示した一意
性より，F̃a と F̃a′ は定義域の交叉 (Ua ∩ Ua′) × I 上で一致する．よって，(F̃a)a∈A は貼り合って連続写像
F̃ : A× I → E を定め，これは条件を満たす．これで，主張が示された．

注意 4.6 位相空間 B とその上の被覆空間 (E, p)に対して，定理 4.5は，次のように書き直せる．

位相空間 Aと連続写像 F : A× I → B と f̃ : A → E について，図式

A E

A× I B

ι0

f̃

p

F

が可換ならば（ただし，写像 ι0 : A → A× Iを ι0(x) = (x, 0)で定める），連続写像 F̃ : A× I → E で
あって図式

A E

A× I B

ι0

f̃

p
F̃

F

を可換にするものが一意に存在する．

よって，空間対 (X,X ′)がある位相空間 Aに対する空間対 (A × I, A × {0})と同相ならば*2，上記の主張に
おいて「ι0 : A → A× I」を「包含写像 X ′ → X」で置き換えたものも成立する．

4.3 基本亜群の被覆空間への作用
補題 4.7 J = (I × {0}) ∪ ({0, 1} × I) と置くと，空間対 (I × I, J) は，空間対 (I × I, I × {0}) に同相であ
る．

定理 4.8 (E, p)を位相空間 B 上の被覆空間とする．

*2 位相空間 X とその部分空間 X′ の組 (X, X′)を，空間対（pair of spaces）という．空間対 (X, X′)と (Y, Y ′)が同相であると
は，同相写像 f : X → Y であって f(X′) = Y ′ であるものが存在することをいう．
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(1) 道ホモトピー類 α ∈ Π(B; b, b′)（b, b′ ∈ B）と点 x ∈ Eb に対して，点 x′ ∈ Eb′ と道ホモトピー類
α̃ ∈ Π(E;x, x′)であって p∗(α̃) = αを満たすものが，一意に存在する．

(2) 道ホモトピー類 α ∈ Π(B; b, b′)（b, b′ ∈ B）と点 x ∈ Eb に対して，α · xを (1)で定まる点 x′ ∈ Eb′

と定義すると，写像 (α, x) 7→ α · xは，基本亜群 Π(B)の (E, p)への作用を与える．

証明 (1) α = [l] とすると，x を始点とする l の持ち上げ l̃ が存在する（定理 4.5）．x′ = l̃(1) ∈ Eb′，
α̃ = [l̃] ∈ Π(E;x, x′)と置けば，p∗(α̃) = αである．
条件を満たす組の一意性を示す．そのためには，l, l′ ∈ Ω(B; b, b′) が道ホモトピックであり，l̃, l̃′ をそれ
ぞれ xを始点とする l, l′ の持ち上げとして，l̃ と l̃′ の終点が一致し l̃ と l̃′ が道ホモトピックであることをい
えばよい．l から l′ への道ホモトピー σ : I × I → X をとる．J = (I × {0}) ∪ ({0, 1} × I)と置き，連続写像
σ̃0 : J → E を

σ̃0(–, 0) = l̃, σ̃0(–, 1) = l̃′, σ̃0(0, –) = ex

によって定めると，図式
J E

I × I B

σ̃0

p

σ

（J → I × Iは包含写像）は可換である．よって，被覆空間のホモトピー拡張性質（定理 4.5）と注意 4.6およ
び補題 4.7より，連続写像 σ̃ : I × I → E であって図式

J E

I × I B

σ̃0

pσ̃

σ

を可換にするものが存在する．この σ̃ は σ̃0 の拡張だから，

σ̃(–, 0) = l̃, σ̃(–, 1) = l̃′, σ̃(0, –) = ex

である．また，p ◦ σ̃ = σ と σ(1, –) = eb′ より σ̃(1, –)は Iから Eb′ への連続写像だが，Eb′ は離散だから，そ
の値は一定である．よって，l̃(1) = l̃′(1)であり，σ̃ は l̃から l̃′ への道ホモトピーである．

(2) まず，b ∈ B，x ∈ Eb とすると，ϵx ∈ Π(E;x, x)は p∗(ϵx) = ϵb を満たすから，ϵb · x = xである．次
に，b, b′, b′′ ∈ B，α ∈ Π(B; b, b′)，β ∈ Π(B; b′, b′′)とし，x ∈ Eb とする．点 x′ ∈ Eb′ と α̃ ∈ Π(E;x, x′)
を p∗(α̃) = α となるようにとり，点 x′′ ∈ Eb′′ と β̃ ∈ Π(E;x′, x′′) を p∗(β̃) = β となるようにとると，
β̃α̃ ∈ Π(E;x, x′′)は p∗(β̃α̃) = p∗(β̃)p∗(α̃) = βαを満たすから，

βα · x = x′′ = β · x′ = β · (α · x)

である．よって，写像 (α, x) 7→ α · xは，基本亜群 Π(B)の (E, p)への作用を与える．

定義 4.9（位相が定める基本亜群の作用） (E, p)を位相空間 B 上の被覆空間とする．定理 4.8によって定ま
る基本亜群 Π(B)の (E, p)への作用を，E の位相が定める基本亜群の作用という．

以下，位相空間 B 上の被覆空間 (E, p)は，常に E の位相が定める基本亜群の作用によって Π(B)-集合と
みなす．また，各点 b0 ∈ B に対して，Eb0 を基本亜群の作用から定まる群作用によって π1(B, b0)-集合とみ
なす．
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命題 4.10 (E, p)を位相空間 B 上の被覆空間とし，b, b′ ∈ B，x ∈ Eb，x′ ∈ Eb′ とする．

(1) 写像 p∗ : Π(E;x, x′) → Π(B; b, b′)は単射であり，その像は，α · x = x′ を満たす α ∈ Π(B; b, b′)の全
体に等しい．

(2) ある α ∈ Π(B; b, b′)が存在して α · x = x′ となるための必要十分条件は，xと x′ が E の同じ弧状連結
成分に属することである．

証明 (1) 基本亜群の被覆空間への作用の定義から明らかである．
(2) (1)より，ある α ∈ Π(B; b, b′)が存在して α · x = x′ となることは，Π(E;x, x′) 6= ∅，すなわち xと

x′ が E の同じ弧状連結成分に属することと同値である．

系 4.11 ((E, x0), p)を点付き空間 (B, b0)上の点付き被覆空間とする．

(1) 群準同型 p∗ : π1(E, x0) → π1(B, b0)は単射であり，その像は，π1(B, b0)-集合 Eb0 の点 x0 の固定部分
群に等しい．

(2) 2点 x, x′ ∈ Eb0 が π1(B, b0)の作用によって移り合うための必要十分条件は，xと x′ が E の同じ弧状
連結成分に属することである．

証明 命題 4.10の特別な場合である．

命題 4.12 B を弧状連結空間とし，(E, p)を B 上の被覆空間とする．点 b0 ∈ B を固定する．

(1) E が弧状連結であるための必要十分条件は，π1(B, b0)の Eb0 への作用が推移的であることである．
(2) E が単連結であるための必要十分条件は，π1(B, b0) の Eb0 への作用が自由かつ推移的であることで
ある．

証明 (1) 必要性 E が弧状連結であるとする．すると，E 6= ∅と E のファイバーがすべて同相であること
（系 1.9）より Eb0 6= ∅であり，Eb0 の任意の 2点は π1(B, b0)の作用によって移り合う（系 4.11 (2)）．よっ
て，π1(B, b0)の Eb0 への作用は推移的である．
十分性 π1(B, b0)の Eb0 への作用が推移的であるとする．すると，Eb0 6= ∅だから 1点 x0 ∈ Eb0 を固定
できる．点 x ∈ E を任意にとる．B は弧状連結だから α ∈ Π(B; p(x), b0)が存在し（このとき α · x ∈ Eb0 で
ある），さらに仮定より β ∈ π1(B, b0)であって β · (α · x) = x0 となるものが存在する．したがって，xと x0

は E の同じ弧状連結成分に属する（命題 4.10 (2)）．任意の点 x ∈ E に対してこのことがいえるから，E は
弧状連結である．

(2) 系 4.11 (1)より，基本群 π1(E, x0)（x0 ∈ Eb0）が自明であるための必要十分条件は，π1(B, b0)の Eb0

への作用が自由であることである．このことと (1)から，主張を得る．

4.4 基本亜群の被覆空間への作用に関する同変写像
命題 4.13 (E, p), (E′, p′)を位相空間 B 上の被覆空間とし，f : E → E′ を B 上の写像とする．次の 2条件
について，(a) =⇒ (b)が成り立つ．さらに，B が局所弧状連結ならば，これらの 2条件は同値である．

(a) f は B 上の連続写像である．
(b) f は Π(B)-集合 (E, p)から (E′, p′)への Π(B)-同変写像である．
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証明 (a) =⇒ (b) 道ホモトピー類 α ∈ Π(B; b, b′)（b, b′ ∈ B）ち点 x ∈ Eb を任意にとり，点 x′ ∈ Eb′ と
α̃ ∈ Π(E;x, x′)を p∗(α̃) = αとなるようにとる．f が連続ならば，f∗(α̃) ∈ Π(E′; f(x), f(x′))が定まり，こ
れは p′

∗(f∗(α̃)) = p∗(α̃) = αを満たすから，
α · f(x) = f(x′) = f(α · x)

である．よって，f は Π(B)-同変である．
(b) =⇒ (a)（B が局所弧状連結である場合） B は局所弧状連結だから，(E, p)と (E′, p′)の両方に対する

B の自明化開被覆 (Ui)i∈I であって各 Ui が弧状連結であるものがとれる．f が Π(B)-同変ならば，各 i ∈ I

に対して f の制限 fUi
: E|Ui

→ E′|Ui
は Π(Ui)-同変である．また，(E|Ui

)i∈I は E の開被覆だから，f が連
続であることと，すべての i ∈ I に対して fUi

が連続であることとは同値である．したがって，B が弧状連結
かつ (E, p), (E′, p′)が自明な被覆空間である場合に主張を示せばよい．

(E, p) = (B × F, prB)，(E′, p′) = (B × F ′,prB)（F , F ′ は離散空間）とする．このとき，点 b, b′ ∈ B と
α ∈ Π(B; b, b′)に対して

α · (b, x) = (b′, x) (x ∈ F ),
α · (b, x′) = (b′, x′) (x′ ∈ F ′)

だから，f がΠ(B)-同変ならば，写像 ϕ : F → F ′ が存在して f = idB × ϕと書ける．このとき，f は明らか
に連続である．これで，主張が示された．

4.5 持ち上げの存在判定法
定理 4.14（持ち上げの存在判定法） ((E, x0), p)を点付き空間 (B, b0)上の点付き普遍被覆空間とし，(A, a0)
を弧状連結かつ局所弧状連結な点付き空間とする．点付き連続写像 f : (A, a0) → (B, b0)に対して，次の 2条
件は同値である．

(a) f の (E, x0)への点付き持ち上げが存在する．
(b) f∗(π1(A, a0)) ⊆ p∗(π1(E, x0))である．

さらに，これらの条件の下で，f の (E, x0)への点付き持ち上げは一意である．

証明 (a) =⇒ (b) f̃ : (A, a0) → (E, x0)を f の点付き持ち上げとすると，

f∗(π1(A, a0)) = p∗(f̃∗(π1(A, a0))) ⊆ p∗(π1(E, x0))

が成り立つ．
(b) =⇒ (a) f∗(π1(A, a0)) ⊆ p∗(π1(E, x0))であるとする．Aは連結だから，持ち上げの一意性（系 4.3）
より，f の (E, x0)への点付き持ち上げはたかだか一意である．
以下，f の (E, x0)への点付き持ち上げ f̃ : (A, a0) → (E, x0)を構成する．Aは弧状連結だから，a ∈ Aに
対して Π(A; a0, a)は空でない．さらに，α, β ∈ Π(A; a0, a)とすると

f∗(β)−1f∗(α) = f∗(β−1α) ∈ f∗(π1(A, a0)) ⊆ p∗(π1(E, x0))

だから，系 4.11 (1) より f∗(β)−1f∗(α) · x0 = x0，すなわち f∗(α) · x0 = f∗(β) · x0 である．よって，写像
f̃ : A → E を

f̃(a) = f∗(α) · x0 (a ∈ A, α ∈ Π(A; a0, a))
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と定義できる．この写像は，明らかに f̃(a0) = x0 および p ◦ f̃ = f を満たす．あとは，f̃ の連続性を示せば
よい．
点 a1 ∈ Aを任意にとり，α ∈ Π(A; a0, a1)を 1つ固定する．f(a1)を含む E に対する自明化開集合 U を
とる．Aは局所弧状連結だから，これに対して a1 の弧状連結な開近傍 V を f(V ) ⊆ U となるようにとれる．
任意の点 a ∈ V に対して β ∈ Π(V ; a1, a)がとれ，f̃(a)は

f̃(a) = f∗(βα) · x0 = f∗(β) · (f∗(α) · x0) = f∗(β) · f̃(a1)

と表されるから，基本亜群の被覆空間への作用の定義より，f̃(a)は f̃(a1)と同じ E|U の弧状連結成分に属す
る．よって，自明化写像 ϕ : E|U → U × F（F は離散空間）をとり，ϕ(a1)の F -成分を y1 と置くと，任意の
a ∈ V に対して

ϕ(f̃(a)) = (f(a), y1)

である．よって，f̃ は a1 の開近傍 V 上で連続である．任意の a1 ∈ Aに対してこれがいえるから，f̃ は連続
である．これで，主張が示された．

系 4.15 (B, b0)を点付き空間，((E, x0), p)を (B, b0)上の点付き被覆空間とし，(A, a0)を単連結かつ局所弧
状連結な点付き空間とする．任意の点付き連続写像 f : (A, a0) → (B, b0)に対して，f の (E, x0)への点付き
持ち上げが一意に存在する．

証明 このとき基本群 π1(A, a0)は自明だから，f∗(π1(A, a0)) ⊆ p∗(π1(E, x0))は常に成り立つ．よって，定
理 4.14から主張が従う．

系 4.16 B は位相空間，U は B の弧状連結かつ局所弧状連結な部分集合であり，任意の点 b ∈ U に対して包
含写像が誘導する群準同型 π1(U, b) → π1(B, b)の像は自明であるとする．このとき，B 上の任意の被覆空間
(E, p)に対して，(E|U , pU )は（U 上の被覆空間として）自明化可能である．特に，B が単連結かつ局所弧状
連結ならば，B 上の被覆空間はすべて自明化可能である．

証明 E|U の連続切断全体の集合 Γ (E|U ) = {s : U → E|U | sは連続写像，pU ◦ s = idU}に離散位相を入れ
ると，写像

ϕ : U × Γ (E|U ) → E|U , (b, s) 7→ s(b)

が U 上の同相写像であることを示す．ϕ は U 上の連続写像であり，したがって開写像である（命題 1.10）．
さらに，仮定と持ち上げの存在判定法（定理 4.14）より，任意の点 x ∈ E|U に対して s ∈ Γ (E|U ) であっ
て s(p(x)) = xを満たすものが一意に存在するから，ϕは全単射である．よって，ϕは U 上の同相写像であ
る．

4.6 普遍被覆空間
定義 4.17（普遍被覆空間） B を弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間とする*3．B 上の被覆空間 (E, p)で
あって E が単連結であるものを，B 上の普遍被覆空間（universal covering space）という．さらに，(B, b0)
が点付き空間であって ((E, x0), p)が (B, b0)上の点付き被覆空間ならば，((E, x0), p)を (B, b0)上の点付き
普遍被覆空間（pointed universal covering space）という．

*3 B に弧状連結性と局所弧状連結性を課しているのは，命題 4.18が成立するようにするためである．
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命題 4.18 弧状連結かつ局所弧状連結な点付き空間 (B, b0)上の点付き普遍被覆空間は，存在すればCov∗
(B,b0)

の始対象である．特に，(B, b0)上の点付き普遍被覆空間は，B 上の点付き同相を除いてたかだか一意である．

証明 ((E, x0), p)を (B, b0)上の点付き普遍被覆空間とする．B は局所弧状連結だから，E も局所弧状連結
である．示すべきことは，(B, b0)上の任意の点付き被覆空間 ((E′, x′

0), p′)に対して，B 上の点付き連続写像
f : (E, x0) → (E′, x′

0)が一意に存在することである．これは，系 4.15の特別な場合である．

系 4.19 弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間 B 上の普遍被覆空間は，B 上の同相を除いてたかだか一意で
ある．

証明 (E, p)と (E′, p′)がともに B 上の普遍被覆空間であるとする．1点 b0 ∈ B を固定する．E と E′ は空
でなく，それぞれファイバーはすべて同相だから（系 1.9），Eb0 と E′

b0
は空でない．そこで，点 x0 ∈ Eb0

と x′
0 ∈ E′

b0
を固定すると，((E, x0), p)と ((E′, x′

0), p′)はともに (B, b0)上の点付き普遍被覆空間だから，命
題 4.18よりこれらは B 上点付き同相である．特に，(E, p)と (E′, p′)は B 上同相である．

5 被覆変換群
5.1 正規被覆空間
位相空間 B 上の空間 (E, p) に対して，E の B 上の自己同相写像全体のなす群を，AutB(E, p) と書く．

(E, p)が B 上の被覆空間である場合には，E の B 上の自己同相写像を被覆変換（covering transformation）
といい，AutB(E, p)を (E, p)の被覆変換群（convering transformation group）という．

定義 5.1（正規被覆空間） 連結空間 B 上の被覆空間 (E, p)が正規（normal）*4 であるとは，次の 2条件を満
たすことをいう．

(i) E は連結である．
(ii) 任意の点 b ∈ B に対して，被覆変換群 AutB(E, p)はファイバー Eb に推移的に作用する．

命題 5.2 (E, p) を連結空間 B 上の正規被覆空間とする．同じファイバーに属する 2 点 x0, x1 ∈ E に対し
て，被覆変換 ϕ ∈ AutB(E, p)であって x0 を x1 に移すものが，一意に存在する．

証明 存在は正規被覆空間の定義から，一意性は E の連結性と持ち上げの一意性（系 4.3）から従う．

命題 5.3 ((E, x0), p)を点付き連結空間 (B, b0)上の被覆空間とする．B が弧状連結ならば，次の 2条件 (a),
(b)は同値である．さらに，B が弧状連結かつ局所弧状連結ならば，次の 3条件は同値である．

(a) (E, p)は正規である．
(b) E は連結であり，被覆変換群 AutB(E, p)はファイバー Eb0 に推移的に作用する．
(c) E は連結であり，p∗(π1(E, x0))は π1(B, b0)の正規部分群である．

証明 (a) =⇒ (b) 明らかである．

*4 「正規」の代わりに，「正則（regular）」や「Galois」ということもある．
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(b) =⇒ (a)（B が弧状連結である場合） B は弧状連結だから，任意の点 b ∈ B に対して，b0 から bへの
ある道の道ホモトピー類 αがとれる．αの作用はファイバー Eb0 から Eb への全単射を定め，この全単射は被
覆変換群 AutB(E, p)の作用に関して同変である（命題 4.13）．よって，AutB(E, p)が Eb0 に推移的に作用す
るならば，Eb にも推移的に作用する．

(b) ⇐⇒ (c)（B が弧状連結かつ局所弧状連結である場合） α ∈ π1(B, b0)に対して，α̃ ∈ Π(E;x0, α · x0)
であって p∗(α̃) = αを満たすものをとると（定理 4.8），π1(E,α · x0) = α̃π1(E, x0)α̃−1 であり，したがって，
p∗(π1(E,α · x0)) = αp∗(π1(E, x0))α−1 である．また，E は（連結かつ局所弧状連結であることより）弧状
連結だから，αが π1(B, b0)の元全体を動くとき，α · x0 は Eb0 の点全体を動く（系 4.11 (2)）．以上より，x
が Eb0 の点全体を動くとき，p∗(π1(E, x))は p∗(π1(E, x0))に共役な π1(B, b0)の部分群の全体を動く．
持ち上げの存在判定法（定理 4.14）より，点 x0 を x ∈ Eb0 に移す被覆変換が存在するための必要十分条件
は，p∗(π1(E, x0)) ⊆ p∗(π1(E, x))であることである．前段の結果より，任意の点 x ∈ Eb0 に対してこれが成
り立つことは，p∗(π1(E, x0))が π1(B, b0)の正規部分群であることと同値である．これで，主張が示された．

系 5.4 弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間 B の基本群 π1(B)が可換ならば，B 上の任意の連結な被覆空
間は正規である．

証明 基本群 π1(B) が可換ならば，そのすべての部分群は正規である．よって，主張は，命題 5.3 から従
う．

5.2 被覆変換群と底空間の基本群の関連
正規被覆空間の被覆変換群と底空間の基本群とは，次のように関連している．

定理 5.5 ((E, x0), p) を弧状連結かつ局所弧状連結な点付き空間 (B, b0) 上の正規被覆空間とする．各
α ∈ π1(B, b0)に対して，x0 を α · x0 に移す被覆変換 ϕx0,α ∈ AutB(E, p)（命題 5.2より，これは一意に定
まる）を対応させることで，写像 ∂x0 : π1(B, b0) → AutB(E, p)を定める．この写像 ∂x0 は反対群準同型であ
り，群の短完全列

1 −→ π1(E, x0) p∗−−→ π1(B, b0)
∂x0−−→ AutB(E, p)op −→ 1

が成り立つ．特に，(E, p)が B 上の普遍被覆空間ならば，∂x0 は基本群 π1(B, b0)から被覆変換群 AutB(E, p)
への反対群同型である．

証明 α, β ∈ π1(B, b0)とすると，ϕα,x0 , ϕβ,x0 の定義と命題 4.13より

ϕα,x0(ϕβ,x0(x0)) = ϕα,x0(β · x0) = β · ϕα,x0(x0) = βα · x0

だから，ϕα,x0 ◦ ϕβ,x0 = ϕβα,x0 である．よって，∂x0 : π1(B, b0) → AutB(E, p)は反対群準同型である．
E は（連結かつ局所弧状連結であることより）弧状連結だから，αが π1(B, b0)の元全体を動くとき，α · x0

は Eb0 の点全体を動く．このことと (1) の一意性を合わせて，∂x0 の全射性を得る．また，(1) の一意性と
系 4.11より，

Ker ∂x0 = {α ∈ π1(B, b0) | α · x0 = x0}
= p∗(π1(E, x0))
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である．よって，主張の短完全列が成り立つ．

命題 1.15で示したように，群が位相空間に被覆的に作用しているとき，もとの位相空間は軌道空間上の被
覆空間となる．この被覆空間に，上記の結果を適用しよう．

命題 5.6 群 Γ が連結空間X に被覆的に作用しているとし，軌道空間への等化写像を p : X → Γ\X と書く．
このとき，(X, p) は Γ\X 上の正規被覆空間であり，Γ の X への作用は，群同型 Γ ∼= AutΓ\X(X, p) を与
える．

証明 Γ\X上の被覆空間 (X, p)が正規であることは明らかである．また，作用が定める Γ からAutΓ\X(X, p)
への群準同型は，作用が自由であることより単射で，持ち上げの一意性（系 4.3）より全射である．

定理 5.7 群 Γ が弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間X に被覆的に作用しているとし，等化写像を p : X →
Γ\X と書く．点 x0 ∈ X を固定する．各 α ∈ π1(Γ\X, p(x0))に対して，gx0,α ·x0 = α·x0を満たす gx0,α ∈ Γ

（命題 5.6と命題 5.2より，これは一意に定まる）を対応させることで，写像 ∂x0 : π1(Γ\X, p(x0)) → Γ を定
める．この写像 ∂x0 は反対群準同型であり，群の短完全列

1 −→ π1(X,x0) p∗−−→ π1(Γ\X, p(x0))
∂x0−−→ Γ op −→ 1

が成り立つ．特に，X が単連結ならば，∂x0 は基本群 π1(Γ\X, p(x0))から Γ への反対群同型である．

証明 命題 5.6と定理 5.5から従う．

6 被覆空間の分類
本節では，位相空間 B 上の被覆空間を対象とし，B 上の連続写像を射とする圏を，CovB と書く．点付き
空間 (B, b0)上の点付き被覆空間を対象とし，B 上の点付き連続写像を射とする圏を，Cov∗

(B,b0) と書く．ま
た，2.3節と同様に，群 Gに対して，G-集合の圏を G-Setと書き，亜群 G に対して，G -集合の圏を G -Set
と書く．

6.1 展覧空間
定義 6.1（許容開集合） X を位相空間とする．X の局所弧状連結な開集合 U 6= ∅であって*5，任意の 2点 x,
y ∈ U に対して包含写像が誘導する写像 Π(U ;x, y) → Π(X;x, y)の像が 1元集合であるものを，X の許容
開集合という．点 x ∈ X を含む許容開集合を，xの許容開近傍という．*6

U が位相空間 X の許容開集合ならば，U 6= ∅であり，任意の 2点 x, y ∈ U に対して Π(U ;x, y) 6= ∅だか
ら，U は弧状連結である．

記法 6.2 本節の以下の部分では，位相空間 X とその許容開集合 U，点 x, y ∈ U に対して，包含写像が誘導
する写像 Π(U ;x, y) → Π(X;x, y)の像の唯一の元を αUy,x ∈ Π(X;x, y)と書く．

*5 許容開集合の定義に局所弧状連結性を課しているのは，補題 6.6 (3)が成立するようにするためである．局所弧状連結性を課さな
くても，命題 6.3，命題 6.5，補題 6.6 (1), (2)は成立し，展覧空間の定義（定義 6.4）に影響はない．

*6 「許容開集合」と「許容開近傍」は，本稿だけの用語である．
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命題 6.3 X を位相空間，U を X の許容開集合とする．任意の点 x, y, z ∈ U に対して

αUx,x = ϵx, αUz,yα
U
y,x = αUz,x, (αUy,x)−1 = αUx,y

である．さらに，V ⊆ U も X の許容開集合であるとき，任意の点 x, y ∈ V に対して

αVy,x = αUy,x

である．

証明 明らかである．

定義 6.4（展覧空間） 許容開集合全体が開基をなすような位相空間を，展覧空間（espace délaçable）とい
う*7．

明らかに，展覧空間は局所弧状連結である．

命題 6.5 位相空間 X に対して，次の 2条件は同値である．

(a) X は展覧空間である．
(b) X は局所弧状連結であり，かつ，任意の点 x ∈ X に対して，その開近傍 U であって，包含写像が誘導
する群準同型 π1(U, x) → π1(X,x)の像が自明であるものが存在する*8．

証明 (a) =⇒ (b) X が展覧空間であるとする．任意の点 x ∈ X とその開近傍 U に対して，xの許容開近傍
V ⊆ U がとれるが，V は弧状連結であり，包含写像が誘導する群準同型 π1(V, x) → π1(X,x)の像は自明で
ある．よって，(b)が成り立つ．

(b) =⇒ (a) (b) が成り立つとする．点 x ∈ X とその開近傍 U を任意にとる．仮定より，x の開近傍 V

であって包含写像が誘導する群準同型 π1(V, x) → π1(X,x) の像が自明であるものがとれ，さらに x の弧状
連結な開近傍W ⊆ U ∩ V がとれる．W は局所弧状連結であり，包含写像 ι : W → X が誘導する群準同型
ι∗ : π1(W,x) → π1(X,x)の像は自明である．任意の 2点 y, z ∈ W に対して，ι∗(Π(W ; y, z)) ⊆ Π(X; y, z)
が 1 元集合であることを示す．W は弧状連結だから，β ∈ Π(W ;x, y) と γ ∈ Π(W ;x, z) がとれる．α ∈
Π(W ; y, z)を任意にとる．すると，γ−1αβ ∈ π1(W,x)だから ι∗(γ−1αβ) = ϵx，すなわち ι∗(α) = ι∗(γβ−1)
である．したがって，ι∗(Π(W ; y, z))はただ 1つの元 ι∗(γβ−1)からなる．よって，W は許容開集合である．
以上より，X は展覧空間である．

6.2 被覆空間と基本亜群が作用する集合との対応
補題 6.6 B を展覧空間，(E, p)を Π(B)-集合とし，U を B の許容開集合とする．

(1) E|U 上の関係
x ∼U x′ ⇐⇒ αUp(x′),p(x) · x = x′

*7 フランス語の “espace délaçable” という用語は，Bourbaki [1, Ch. IV, §1.2, Def. 2] で用いられている．形容詞 délaçable は
「～の紐をほどく」という意味の動詞 délacer の派生語である．この条件が普遍被覆空間の存在と関連していることを踏まえて
（系 6.13），円周の普遍被覆空間のイメージから付けられた名称だと思われる．Wikipedia [8] に “unloopable space” という英
訳があるが，どのくらい普及しているのかはわからない．確定した和訳はないと思われるが，音の感じと普遍被覆空間のイメージ
から，本稿では「展覧空間」と訳してみた．

*8 条件 (b)の後半を満たす位相空間は，半局所単連結（semi-locally simply connected）であるという．
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は，同値関係である．
(2) (1)の同値関係 ∼U による E|U の商集合を FU と書くと，写像 ϕU : E|U → U × FU , x 7→ (p(x), [x])
は全単射である．

(3) さらに，(E, p)が B 上の被覆空間であり，Π(B)の (E, p)への作用が E の位相が定めるものであると
する．このとき，FU に離散位相を入れ U × FU を U 上の自明な被覆空間とみなすと，(2)の写像 ϕU

は U 上の同相写像である．

証明 (1) 命題 6.3から従う．
(2) 点 b ∈ U と同値類 C ∈ FU に対して，C の代表元 x ∈ E|U を 1つ固定すると，Eb ∩ C はただ 1つの
元 αUb,p(x) · xからなる．よって，ϕU は全単射である．

(3) このとき，x ∼U x′ であるための必要十分条件は，xと x′ が E|U の同じ弧状連結成分に属することで
ある（命題 4.10 (2)）．また，E|U は U 上の自明化可能な被覆空間である（系 4.16）．U は弧状連結だから，
ϕU は U 上の同相写像である．

命題 6.7 B を展覧空間，(E, p)を Π(B)-集合とする．E 上の位相であって次の条件を満たすものが，一意
に存在する．

B の任意の許容開集合 U に対して，E|U は E の開集合であり，補題 6.6の全単射 ϕU : E|U → U ×FU

は同相写像である．ここで，FU は離散空間とみなしている．

さらに，この位相に関して，(E, p)は B 上の被覆空間となる．

証明 主張条件を満たす E 上の位相に関して (E, p)が B 上の被覆空間となることは明らかである．B の許
容開集合 U に対して，U ×FU の位相を全単射 ϕU によって移して得られる E|U 上の位相を τU と書く．位相
空間の一般論より，条件を満たす E 上の位相が一意に存在することを示すためには，次の 2つを示せばよい．

(1) B の許容開集合 U , V に対して，E|U∩V は位相 τU に関して開集合である．
(2) B の許容開集合 U , V に対して，τU と τV が誘導する E|U∩V 上の相対位相は一致する．

以下，これらを示す．
(1) ϕU (E|U∩V ) = (U ∩ V ) × FU は U × FU の開集合だから，E|U∩V は位相 τU に関して開集合である．
(2) X は展覧空間だから，X の許容開集合W ⊆ U ∩ V の全体は U ∩ V を被覆し，したがってW に対す
る E|W の全体は E|U∩V を被覆する．このような許容開集合W を 1つ固定する．任意の 2点 x, x′ ∈ E|W
に対して

x ∼W x′ ⇐⇒ αWp(x′),p(x) · x = x′ ⇐⇒ αUp(x′),p(x) · x = x′ ⇐⇒ x ∼U x′

であり（命題 6.3），また補題 6.6より任意の x ∈ E|U に対してある x′ ∈ E|W が存在して x ∼U x′ となるか
ら，包含写像 ι̃ : E|W → E|U は全単射 f : FW → FU を誘導する．これより図式

E|W E|U

W × FW U × FU

ϕW

ι̃

ϕU

ι×f

(ι : W → U は包含写像)

は可換であり，ι × f は開埋め込みだから，ι̃ は位相 τW と τU に関して開埋め込みである．以上より，
S ⊆ E|U∩V が位相 τU に関して開集合であるための必要十分条件は，X の任意の許容開集合W ⊆ U ∩ V に
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対して S ∩ E|W が位相 τW に関して開集合であることである．τV についても同じことがいえるから，τU と
τV が誘導する E|U∩V 上の相対位相は一致する．

定義 6.8（基本亜群の作用が定める位相） B を展覧空間とし，(E, p)を Π(B)-集合とする．命題 6.7によっ
て定まる E 上の位相を，基本亜群 Π(B)の作用が定める位相という．

定理 6.9（被覆空間と基本亜群が作用する集合との対応） B を展覧空間とし，E を集合，p : E → B を写像
とする．定義 4.9と定義 6.8の対応は互いに他の逆であり，E 上の位相であって (E, p)を B 上の被覆空間に
するものと，基本亜群 Π(B)の (E, p)への作用との一対一対応を与える．

証明 まず，τ を E 上の位相であって (E, p)を B 上の被覆空間にするものとし，τ が定める基本亜群の作用
を θ とし，θ が定める位相を τ ′ とする．τ ′ は命題 6.7の条件によって特徴付けられる位相だが，補題 6.6 (3)
より τ もこの条件をみたすから，τ ′ = τ である．
次に，θ を基本亜群 Π(B) の (E, p) への作用とし，θ が定める位相を τ とし，τ が定める基本亜群の作用
を θ′ とする．θ(α) = θ(α, –)，θ′(α) = θ′(α, –)と書く．許容開集合 U と点 b, b′ ∈ U に対して，位相 τ は補
題 6.6の全単射 ϕU : E|U → U × FU が同相写像になるように定義されているから，

θ′(αUb′,b) = θ(αUb′,b) (∗)

である．点 b, b′ ∈ B と α = [l] ∈ Π(B; b, b′)を任意にとる．B が展覧空間であることと Lebesgueの被覆補
題より，正の整数 nと許容開集合の列 U0, . . . , Un−1 を，各 iに対して l([i/n, (i+ 1)/n]) ⊆ Ui となるように
とれる．各 iに対して bi = l(i/n)と置くと

α = α
Un−1
bn,bn−1

· · ·αU0
b1,b0

だから，(∗)より

θ′(α) = θ′(αUn−1
bn,bn−1

) · · · θ′(αU0
b1,b0

) = θ(αUn−1
bn,bn−1

) · · · θ(αU0
b1,b0

) = θ(α)

である．よって，θ′ = θ である．

定理 6.9と命題 4.13より，圏同型 CovB ∼= Π(B)-Setが成立する．

6.3 被覆空間と基本群が作用する集合との対応
2.3 節で，G を亜群，b0 ∈ Ob(G ) として G = AutG (b0) と置くとき，関手 Fb0 : G -Set → G-Set と

Eb0 : G-Set → G -Set を構成した．(B, b0) を点付き展覧空間として G = Π(B)，G = π1(B, b0) とすると
き，前小節で述べたように圏同型 CovB ∼= Π(B)-Setが成立するから，これらは関手

Fb0 : CovB → G-Set, Fb0((E, p)) = Eb0 , Fb0(f) = fb0 ,

Eb0 : G-Set → CovB , Eb0(X) = P ×π1(B,b0) X, Eb0(f) = idP ×π1(B,b0) f

ともみなせる．ここで，P は b0 を始点とする B 上の道の道ホモトピー類全体の集合である．

定理 6.10（被覆空間と基本群が作用する集合との対応） (B, b0)を点付き展覧空間とする．
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(1) π1(B, b0)-集合 X に対して，写像

ϕX : (P ×π1(B,b0) X)b0 → X, [(α, x)] 7→ α · x,

ϕ′
X : X → (P ×π1(B,b0) X)b0 , x 7→ [(idb0 , x)]

は矛盾なく定まり，これらは互いに他の逆を与える π1(B, b0)-同型である．さらに，π1(B, b0)-集合X,
Y の間の π1(B, b0)-同変写像 f : X → Y に対して，図式

(P ×π1(B,b0) X)b0 (P ×π1(B,b0) Y )b0

X Y

ϕX

(idP ×π1(B,b0)f)b0

ϕY

f

である．
(2) B が弧状連結であるとして，各点 b ∈ B に対して道ホモトピー類 αb ∈ Π(B; b0, b)を 1つずつ固定す
る．このとき，B 上の被覆空間 (E, p)に対して，写像

ψ(E,p) : P ×π1(B,b0) Eb0 → E, [(α, x)] 7→ α · x,

ψ′
(E,p) : E → P ×π1(B,b0) Eb0 , x 7→ [(αp(x), α

−1
p(x) · x)]

は矛盾なく定まり（ψ′
(E,p) は (αb)b∈B のとり方によらない），これらは互いに他の逆を与える B 上の同

相写像である．さらに，B 上の被覆空間 (E, p), (E′, p′)の間の B 上の連続写像 f : E → E′ に対して，
図式

P ×π1(B,b0) Eb0 P ×π1(B,b0) E′
b0

E E′

ψ(E,p)

idP ×π1(B,b0)fb0

ψ(E′,p′)

f

は可換である．

証明 被覆空間と基本亜群が作用する集合との対応（定理 6.9）と命題 4.13，亜群が作用する集合と群が作用
する集合との対応（定理 2.5）から従う．

よって，B が弧状連結ならば，定理 2.5 (1), (2) の同型はそれぞれ自然同型 Fb0 ◦ Eb0
∼= Idπ1(B,b0)-Set，

Eb0 ◦ Fb0
∼= IdCovB

を与え，Fb0 と Eb0 は互いに他の準逆を与える圏同値関手であり，圏同値 CovB '
π1(B, b0)-Setが成立する．

系 6.11（被覆空間の分類） (B, b0)を弧状連結な点付き展覧空間とする．

(1) 任意の π1(B, b0)-集合に対して，B 上の被覆空間 (E, p) であって Eb0 がそれに π1(B, b0)-同型である
ものが，B 上の同相を除いて一意に存在する．

(2) (E, p), (E′, p′)を B 上の被覆空間とする．任意の π1(B, b0)-同変写像 g : Eb0 → E′
b0
に対して，B 上の

連続写像 f : E → E′ であって fb0 = g を満たすものが，一意に存在する．

証明 被覆空間と基本群が作用する集合との対応（定理 6.10）より関手 Fb0 は圏同値だから，主張は圏の一
般論から従う．
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系 6.12（点付き被覆空間の分類） (B, b0)を弧状連結な点付き展覧空間とする．

(1) 任意の点付き π1(B, b0)-集合に対して，(B, b0)上の点付き被覆空間 ((E, x0), p)であって (Eb0 , x0)が
それに点付き π1(B, b0)-同型であるものが，B 上の点付き同相を除いて一意に存在する．

(2) ((E, x0), p), ((E′, x′
0), p′) を (B, b0) 上の点付き被覆空間とする．任意の点付き π1(B, b0)-同変写像

g : (Eb0 , x0) → (E′
b0
, x′

0)に対して，B 上の点付き連続写像 f : (E, x0) → (E′, x′
0)であって fb0 = g を

満たすものが，一意に存在する．

証明 (2)と (1)の一意性は系 6.11 (2)から，(1)の存在は系 6.11 (1)から従う．

系 6.13（普遍被覆空間の存在と一意性） 弧状連結かつ局所弧状連結な位相空間 B に対して，次の 2条件は
同値である．

(a) B は展覧空間である．
(b) B 上の普遍被覆空間が存在する．

さらに，これらの条件の下で，B 上の普遍被覆空間は，B 上の同相を除いて一意である．

証明 (a) =⇒ (b) B が展覧空間であるとする．1点 b0 ∈ B を固定して，被覆空間と基本群が作用する集合
との対応（定理 6.10）によって自由かつ推移的な π1(B, b0)-集合（たとえば，π1(B, b0)自身に π1(B, b0)を左か
らの群演算によって作用させればよい）に対応するB上の被覆空間は，普遍被覆空間である（命題 4.12 (2)）．

(b) =⇒ (a) (E, p)が B 上の普遍被覆空間であるとする．B は局所弧状連結だから，(E, p)に対する弧状
連結な自明化開集合 U の全体は B の開基をなすが，このような U が許容開集合であることを示す．B は局
所弧状連結だから，U も局所弧状連結である．l, l′ は U に含まれる道であり，始点と終点を共有するとする．
E|U は自明化可能だから，l, l′ それぞれの持ち上げ l̃, l̃′ を始点と終点を共有するようにとれる．E は単連結だ
から Π(E)において [l̃] = [l̃′]であり，したがって Π(B)において [l] = p∗([l̃]) = p∗([l̃′]) = [l′]である．よっ
て，U は許容開集合である．
最後の主張 系 4.19ですでに示した．

6.4 基本群の部分群による弧状連結な被覆空間の分類
群 Gの部分群H とH ′ が共役（conjugate）であるとは，ある g ∈ Gが存在して gHg−1 = H ′ となること
をいう．この関係は，Gの部分群全体のなす集合上の同値関係である．この同値関係に関する同値類を，共役
類（conjugacy class）という．

補題 6.14 Gを群とし，(X,x0), (Y, y0)を推移的な点付き G-集合とする．

(1) X と Y が G-同型であるための必要十分条件は，X における x0 の固定部分群と y0 の固定部分群とが
共役であることである．

(2) (X,x0)と (Y, y0)が点付き G-同型であるための必要十分条件は，x0 の固定部分群と y0 の固定部分群
とが一致することである．

証明 (2) 必要性は明らかである．x0 の固定部分群を H と置くと，写像 gH 7→ g · x0 は点付き G-集合
(G/H, eH)から (X,x0)への点付き G-同型だから，十分性も成り立つ．
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(1) X と Y が G-同型であることは，ある点 x ∈ X が存在して (X,x)と (Y, y0)が点付き G-同型である
ことと同値である．X は推移的だから，これはまた，ある g ∈ Gが存在して (X, g · x0)と (Y, y0)が点付き
G-同型であることと同値である．また，x0 の固定部分群を H と置くと，g · x0 の固定部分群は gHg−1 であ
る．よって，主張は (2)から従う．

定理 6.15（基本群の部分群による弧状連結な被覆空間の分類） (B, b0)を弧状連結な点付き展覧空間とする．

(1) (E, p) を B 上の弧状連結な*9 被覆空間とする．π1(B, b0) の部分群 p∗(π1(E, x0)) の共役類は，点
x0 ∈ Eb0 のとり方によらない．

(2) π1(B, b0)の任意の部分群の共役類 C に対して，B 上の弧状連結な被覆空間 (E, p)であって π1(B, b0)
の部分群 p∗(π1(E, x0))（x0 ∈ Eb0）の共役類が C であるものが，B 上の同相を除いて一意に存在する．

定理 6.16（基本群の部分群による弧状連結な点付き被覆空間の分類） (B, b0)を弧状連結な点付き展覧空間
とする．π1(B, b0)の任意の部分群H に対して，(B, b0)上の弧状連結な点付き被覆空間 ((E, x0), p)であって
p∗(π1(E, x0)) = H を満たすものが，B 上の点付き同相を除いて一意に存在する．

定理 6.15と定理 6.16の証明 B 上の被覆空間 (E, p) が連結であるための必要十分条件は，π1(B, b0)-集合
Eb0 が推移的であることである（命題 4.12 (1)）．また，点 x0 ∈ Eb0 に対して，p∗(π1(E, x0))は π1(B, b0)-
集合 Eb0 の点 x0 の固定部分群である（系 4.11 (1)）．よって，定理 6.15 は被覆空間の分類（系 6.11）と補
題 6.14 (1)から，定理 6.16は点付き被覆空間の分類（系 6.12）と補題 6.14 (2)から従う．

7 位相群の基本群と被覆空間
7.1 Hopf空間
定義 7.1（Hopf空間） 点付き空間 (X, e)上の Hopf構造とは，点付き連続写像 µ : (X ×X, (e, e)) → (X, e)
であって，図式

(X, e) (X ×X, (e, e)) (X, e)

(X, e)
idX

(–,e)

µ
idX

(e,–)

を点付きホモトピー可換（注意 3.2を参照のこと）にするものをいう．点付き空間とその上の Hopf構造との
組 ((X, e), µ)を，Hopf空間*10 という．

例 7.2 Gを位相群とし，その単位元を e ∈ G，演算を µ : G×G → Gと書くと，((G, e), µ)は Hopf空間で
ある．

定理 7.3 ((X, e), µ)を Hopf空間とする．eを基点とする X 上の閉道 l, mに対して，eを基点とする X 上
の四つの閉道m ∗ l, l ∗m, µ ◦ (l,m), µ ◦ (m, l)は道ホモトピックである．

*9 いま B は展覧空間であり，特に局所弧状連結だから，B 上の被覆空間も局所弧状連結である．したがって，B 上の被覆空間が連
結であることと弧状連結であることとは同値である．

*10 「Hopf空間」の代わりに，「H空間（H-space）」ということもある．
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証明 I × I上の (0, 0)から (1, 1)への道 ϕ, ψ, χを

ϕ(t) =

{
(2t, 0) (0 ≤ t ≤ 1/2)
(1, 2t− 1) (1/2 ≤ t ≤ 1),

ψ(t) =

{
(0, 2t) (0 ≤ t ≤ 1/2)
(2t− 1, 1) (1/2 ≤ t ≤ 1),

χ(t) = (t, t)

と定め，連続写像 F : I × I → X を
F (s, t) = µ(l(s),m(t))

と定める．Hopf空間の定義と命題 3.9，命題 3.12 (1)より

F ◦ ϕ = µ(e,m(–)) ∗ µ(l(–), e) ' m ∗ l,
F ◦ ψ = µ(e, l(–)) ∗ µ(m(–), e) ' l ∗m

であり，また
F ◦ χ = µ ◦ (l,m)

である．I × I上の道 ϕ, ψ, χは道ホモトピックだから（命題 3.10），X 上の閉道m ∗ l, l ∗m, µ ◦ (l,m)も道
ホモトピックである（命題 3.8）．lとmを入れ替えれば，これらが µ ◦ (m, l)とも道ホモトピックであること
もわかる．

系 7.4 Hopf空間 ((X, e), µ)の基本群 π1(X, e)は可換である．特に，位相群 Gの基本群 π1(G, e)（e ∈ Gは
単位元を表す）は可換である．

7.2 被覆位相群
定義 7.5（被覆位相群） 位相群 G上の被覆位相群（covering topological group）とは，位相群 G̃と連続群
準同型 p : G̃ → Gの組 (G̃, p)であって，G上の被覆空間であるものをいう．

例 7.6 G̃を Hausdorff位相群，Γ をその離散正規部分群（例 1.17で見たように，自動的に閉となる）とし，
等化準同型を p : G̃ → G̃/Γ と書くと，(G̃/Γ, p)は G̃/Γ 上の被覆位相群となる（例 1.17）．
なお，逆に，(G̃, p)を位相群 G上の被覆位相群とし，pが全射である（系 1.8より，Gが連結ならば，この
仮定は満たされる）とすると，Ker pは G̃の閉離散正規部分群であり，Gは位相群として G̃/Ker pと同一視
できる．

定理 7.7 Gを弧状連結かつ局所弧状連結な位相群とし，その単位元を e ∈ G，演算を µ : G×G → G，逆元
をとる操作を ι : G → Gと書く．((G̃, ẽ), p)を (G, e)上の弧状連結な点付き被覆空間とする．

(1) 点付き連続写像 µ̃ : (G̃× G̃, (ẽ, ẽ)) → (G̃, ẽ)であって図式

(G̃× G̃, (ẽ, ẽ)) (G̃, ẽ)

(G×G, (e, e)) (G, e)

p×p

µ̃

p

µ

を可換にするものが，一意に存在する．
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(2) 点付き連続写像 ι̃ : (G̃, ẽ) → (G̃, ẽ)であって図式

(G̃, ẽ) (G̃, ẽ)

(G, e) (G, e)

p

ι̃

p

ι

を可換にするものが，一意に存在する．
(3) (1)の µ̃は，G̃の位相と整合する群構造を定める．この群構造に関して，単位元は ẽ，逆元をとる操作
は ι̃であり，射影 p : G̃ → Gは群準同型となる（したがって，(G̃, p)は G上の被覆位相群となる）．

証明 Gが局所弧状連結であることより，その上の被覆空間 G̃も局所弧状連結であることに注意する（以下
の議論で，持ち上げの存在判定法（定理 4.14）を使うときに必要な条件である）．

(1) (ẽ, ẽ)を基点とする G̃× G̃上の閉道 lを任意にとる．lを成分ごとに分解して l = (l1, l2)と書くと，l1,
l2 はそれぞれ G̃上の ẽを基点とする閉道であり，定理 7.3と命題 3.14より

µ ◦ (p× p) ◦ l = µ ◦ (p ◦ l1, p ◦ l2)
' (p ◦ l2) ∗ (p ◦ l1)
= p ◦ (l2 ∗ l1)

が成り立つ．よって，(µ ◦ (p × p))∗(π1(G̃ × G̃, (ẽ, ẽ))) ⊆ p∗(π1(G̃, ẽ)) だから，持ち上げの存在判定法（定
理 4.14）より，主張の条件を満たす µ̃が一意に存在する．

(2) ẽを基点とする G̃上の閉道 lを任意にとる．命題 3.14より
(ι ◦ p ◦ l) ∗ (p ◦ l) ' µ ◦ (ι ◦ p ◦ l, p ◦ l) = ee

（ee は，常に単位元 e に値をとる G 上の道を表す）だから，(ι ◦ p)∗([l])p∗([l]) = ϵx であり，したがって
(ι ◦ p)∗([l]) = p∗([l])−1 = p∗([l−])である．よって，(ι ◦ p)∗(π1(G̃, ẽ)) ⊆ p∗(π1(G̃, ẽ))だから，持ち上げの存
在判定法（定理 4.14）より，主張の条件を満たす ι̃が一意に存在する．

(3) G̃×G̃×G̃から G̃への連続写像 (x, y, z) 7→ µ̃(µ̃(x, y), z)と (x, y, z) 7→ µ̃(x, µ̃(y, z))は，ともに (ẽ, ẽ, ẽ)
を ẽに移し，ともに G̃×G̃×G̃からGへの連続写像 (x, y, z) 7→ µ(µ(p(x), p(y)), p(z)) = µ(p(x), µ(p(y), p(z)))
の持ち上げである．G̃は連結だから，持ち上げの一意性（系 4.3）より，これら二つの写像は一致する．すな
わち，演算 µ̃は結合律を満たす．
G̃から G̃への連続写像 id

G̃
, µ̃(ẽ, –), µ̃(–, ẽ)は，いずれも ẽを ẽに移し，いずれも連続写像 p : G̃ → Gの

持ち上げである．G̃は連結だから，持ち上げの一意性（系 4.3）より，これら三つの写像は一致する．すなわ
ち，ẽは演算 µ̃に関する単位元である．
G̃から G̃への連続写像 x 7→ ẽ, x 7→ µ̃(ι̃(x), x), x 7→ µ̃(x, ι̃(x))は，いずれも ẽを ẽに移し，いずれも G̃か
ら Gへの定値写像 eの持ち上げである．G̃は連結だから，持ち上げの一意性（系 4.3）より，これら三つの写
像は一致する．すなわち，ι̃は演算 µ̃に関する逆元をとる操作を与える．
µ̃は，G̃上の群構造を定め，この群構造に関して，単位元は ẽ，逆元をとる操作は ι̃である．µ̃と ι̃は連続
だから，この群構造は G̃の位相と整合する．(1)の可換図式より，この群構造に関して，射影 p : G̃ → Gは群
準同型となる．

注意 7.8 Gを弧状連結かつ局所弧状連結な位相群とし，(G̃, p)をその上の弧状連結な被覆空間とする．G̃の
位相と整合する群構造であって (G̃, p) を G 上の被覆位相群にするものは，次の意味で「同型を除いて一意」
である．
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定理 7.7より，単位元 e ∈ G上のファイバーの 1点 ẽ ∈ G̃e を固定すると，G̃の位相と整合する群構造 µ̃で
あって，ẽを単位元とし，(G̃, p)を G上の被覆位相群にするものが一意に存在する．別の点 ẽ′ ∈ G̃e に対して
も同じように群構造 µ̃′ が定まるが，これは µ̃とは異なるものになる．しかし，(G̃, p)は G上の正規被覆空間
だから（系 5.4），ẽを ẽ′ に移す被覆変換 ϕ ∈ AutG(G̃, p)が存在する．µ̃を ϕによって移して得られる G̃上
の群構造 ϕ−1 ◦ µ̃ ◦ (ϕ× ϕ)は，µ̃′ を特徴付けるものと同じ条件を満たすから，µ̃′ に等しい．すなわち，ϕは
二つの群構造 µ̃と µ̃′ の間の同型を与え，G上の位相群の同型となる．

系 7.9 弧状連結な展覧空間である位相群 G に対して，その普遍被覆位相群（普遍被覆空間である被覆位相
群）が，G上の位相群の同型を除いて一意に存在する．

証明 普遍被覆空間の存在と一意性（系 6.13），定理 7.7，注意 7.8から従う．

命題 7.10 (G̃, p)を連結位相群 G上の連結な被覆位相群とすると，Gが可換であることと G̃が可換である
こととは同値である．

証明 Gが連結であることより，pは全射だから（系 1.8），Gは G̃のある商群に群として同型である．よっ
て，G̃が可換ならば，Gも可換である．
G̃× G̃から G̃への連続写像 (x, y) 7→ xy と (x, y) 7→ yxは，ともに (ẽ, ẽ)を ẽに移す．さらに，Gが可換
ならば，これらはともに G̃× G̃から Gへの連続写像 (x, y) 7→ p(x)p(y) = p(y)p(x)の持ち上げである．G̃は
連結だから，このとき，持ち上げの一意性（系 4.3）より，これら二つの写像は一致する．よって，Gが可換
ならば，G̃も可換である．

命題 7.11 (G̃, p)を位相群G上の被覆位相群とし，G, G̃の単位元をそれぞれ e, ẽと書く．写像 ∂ : π1(G, e) →
G̃e を，基本群のファイバーへの作用（4.3節）を用いて ∂(α) = α · ẽと定める．この写像 ∂ は群準同型であ
り，群の完全列

1 −→ π1(G̃, ẽ) p∗−−→ π1(G, e) ∂−−→ G̃e

が成り立つ．さらに，G̃が弧状連結ならば，群の短完全列

1 −→ π1(G̃, ẽ) p∗−−→ π1(G, e) ∂−−→ G̃e −→ 1

が成り立つ．特に，Gが弧状連結かつ局所弧状連結で，(G̃, p)が G上の普遍被覆位相群ならば，∂ は基本群
π1(G, e)から G̃e への群同型である．

証明 α, β ∈ π1(G, e)を任意にとり，eを基点とする G上の閉道mを用いて β = [m]と書く．ẽを始点とす
る mの持ち上げ m̃をとると，その終点は β · ẽ = ∂(β)である．G̃上の道 t 7→ m̃(t)∂(α)は，∂(α)を始点，
∂(β)∂(α)を終点とするmの持ち上げだから，

∂(βα) = β · ∂(α) = ∂(β)∂(α)

が成り立つ．よって，∂ は群準同型である．
完全列に関する主張は，系 4.11から従う．
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