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概要
本稿は，Fourier 級数論のまとめである．まず，L1 上の Fourier 級数論を解説する．ここでは，Fejér
核が近似単位元であることを用いて，Riemann–Lebesgueの定理や逆変換公式を見通しよく証明する．次
に，L2 上の Fourier 級数論を，Hilbert 空間の一般論を用いて解説する．最後に，Fourier 級数のさまざ
まな収束問題について論じる．
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付録 B Hilbert空間論 27

記号と用語
基本的な集合

• 自然数，整数，実数，複素数全体の集合を，それぞれ N, Z, R, C と書く．0 は自然数に含める．
• T = R/Z とする．Td 上の関数を，しばしば Rd 上の周期 Zd をもつ関数と同一視する．

関数に対する操作
• 群 G 上の関数 f : G → C に対して，関数 f : G → C を f(x) = f(x)（x ∈ G）によって定め，関数

f̃ : G → C を f̃(x) = f(x−1)（x ∈ G）によって定める．
• 群 G 上の関数 f : G → C と y ∈ G に対して，関数 τyf : G → C を τyf(x) = f(y−1x)（x ∈ G）に
よって定める．

• Rd の開集合上で定義された関数 f に対して，その i-方向の偏導関数を ∂if と書く．多重指数
α = (α0, . . . , αd−1) ∈ Nd に対して，∂α = ∂α0

0 · · · ∂
αd−1
d−1 と定める．また，Td 上で定義された関数に対

しては，それを Rd 上で定義された周期関数とみなすことによって，微分可能性や偏導関数を定義する．

関数空間
• 集合 X 上の複素数値関数全体のなす線型空間を，CX と書く．
• 位相空間 X 上の複素数値連続関数全体のなす線型空間を，C(X) と書く．X がコンパクト空間の場
合，C(X) は一様ノルムによって Banach空間とみなす．

• 局所コンパクト Hausdorff空間 X 上のコンパクト台をもつ複素数値連続関数全体のなす線型空間を，
C0(X) と書く．

• 局所コンパクト Hausdorff 空間 X 上の無限遠で消える複素数値連続関数全体のなす線型空間を，
C∞(X) と書く．X が離散である場合には，C∞(X) を c∞(X) と書く．

• Rd の開集合 Ω 上の Ck 級関数全体のなす線型空間を，Ck(Ω) と書く．また，Td 上で定義された関
数に対して上述のとおり定めた偏微分を用いて，Td 上の Ck 級関数全体のなす線型空間 Ck(Td) を定
義する．

• 測度空間 (X, µ) と 1 ≤ p ≤ ∞ に対して，(X, µ) 上の複素数値 p 乗可積分関数全体のなす線型空間を
L p(X, µ) あるいは単にL p(X) と書き，これをほとんどいたるところで一致する関数を同一視する同
値関係で割って得られる線型空間を Lp(X, µ) あるいは単に Lp(X) と書く．Lp(X) の元 f について，
f の代表元のとり方によらない性質や操作を考える場合には，しばしば f を X 上で定義された関数で
あるかのように扱う．(X, µ) が離散である場合には，Lp(X) を lp(X) と書く．

その他の記号
• n = (n0, . . . , nd−1) ∈ Zd に対して，|n|∞ = max{|n0|, . . . , |nd−1|} と書く．
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• 多重指数 α = (α0, . . . , αd−1) ∈ Nd に対して，|α| = α0 + · · · + αd−1 と書く．

本稿を通しての約束
• 本稿を通して，d は自然数とする．
• 本稿を通して，線型空間，ノルム空間，Hilbert空間はすべて C 上のものとし，いちいち係数体を明示
しない．

• 本稿を通して，Tn には全測度 1 の Haar測度を，Zn には各点が測度 1 をもつ Haar測度を考えると
し，特に断らなくても，積分はこの測度に関するものとする．

1 Fourier変換
1.1 Td 上の Fourier変換
定義 1.1（Td 上の Fourier変換） f ∈ L1(Td) に対して，その Fourier変換Ff : Zd → C を，

Ff(n) =
∫
Td

f(t)e−2πint dt (n ∈ Zd)

と定める．写像 F : L1(Td) → CZd を，（Td 上の）Fourier変換という．

後に，f ∈ L1(Td) に対して Ff ∈ c∞(Zd) であることを示す（定理 2.11：Riemann–Lebesgueの定理）．

命題 1.2 Fourier変換 F : L1(Td) → CZd について，次が成り立つ．

(1) F : L1(Td) → CZd は線型写像である．
(2) f ∈ L1(Td) に対して，F f̃ = Ff である．
(3) f ∈ L1(Td) に対して，Ff = F̃f である．
(4) f , g ∈ L1(Td) に対して，F (f ∗ g) = FfFg である．

証明 (1) 明らかである．
(2) f ∈ L1(Td) に対して，

F f̃(n) =
∫
Td

f(−t)e−2πint dt =
∫
Td

f(t)e−2πint dt = Ff(n) = Ff(n) (n ∈ Zd)

だから，F f̃ = Ff である．
(3) f ∈ L1(Td) に対して，

Ff(n) =
∫
Td

f(t)e−2πint dt =
∫
Td

f(t)e−2πi(−n)t dt = Ff(−n) = F̃f(n) (n ∈ Zd)

だから，Ff = F̃f である．
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(4) f , g ∈ L1(Td) に対して，

F (f ∗ g)(n) =
∫
Td

(∫
Td

f(s)g(−s + t) ds

)
e−2πint dt

=
∫
Td×Td

f(s)g(−s + t)e−2πint d(s, t)

=
∫
Td

(∫
Td

g(−s + t)e−2πin(−s+t) dt

)
f(s)e−2πins ds

=
∫
Td

Fg(n)f(s)e−2πins ds

= Ff(n)Fg(n) (n ∈ Zd)

だから，F (f∗g) = FfFgである．ここで，f , g ∈ L1(Td)とTonelliの定理より (s, t) 7→ f(s)g(−s+t)e2πint

が Td × Td 上可積分であることに注意して，Fubiniの定理を用いた．

命題 1.3 Fourier変換 F : L1(Td) → CZd について，次が成り立つ．

(1) f ∈ L1(Td) と s ∈ Td に対して，F (τsf) = e−2πi(–)sFf である．
(2) f ∈ L1(Td) と m ∈ Zd に対して，F (e2πim(–)f) = τm(Ff) である．

証明 (1) f ∈ L1(Td) と s ∈ Td に対して，

F (τsf)(n) =
∫
Td

f(−s + t)e−2πint dt

=
∫
Td

f(t)e−2πin(s+t) dt

= e−2πinsFf(n) (n ∈ Zd)

だから，F (τsf) = e−2πi(–)sFf である．
(2) f ∈ L1(Td) と m ∈ Zd に対して，

F (e2πim(–)f)(n) =
∫
Td

e2πimtf(t)e−2πint dt

=
∫
Td

f(t)e−2πi(−m+n)t dt

= τm(Ff)(n) (n ∈ Zd)

だから，F (e2πim(–)f) = τm(Ff) である．

命題 1.4 α ∈ Nd とする．f ∈ Cα(Td) に対して，F (∂αf) = (2πi(–))αFf である．

証明 f ∈ Cα(Td) に対して，部分積分より

F (∂αf)(n) =
∫
Td

∂αf(t)e−2πint dt

= (−1)α

∫
Td

f(t)(−2πin)αe−2πint dt

= (2πin)αFf(n) (n ∈ Zd)

だから，F (∂αf) = (2πi(–))αFf である．
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1.2 Zd 上の共役 Fourier変換
定義 1.5（Zd 上の共役 Fourier変換） a ∈ l1(Zd) に対して，その共役 Fourier変換Fa : Td → C を，

Fa(t) =
∑

n∈Zd

a(n)e2πint (t ∈ Td)

と定める．写像 F : l1(Zd) → CTd を，（Zd 上の）共役 Fourier変換という．

a ∈ l1(Zd) に対して，Td 上の連続関数の族 {t 7→ a(n)e2πint}n∈Zd は一様ノルムを備えた Banach 空間
C(Td)において絶対総和可能である．ここから，各点における総和として定義された関数 Faが，実は C(Td)
における {t 7→ a(n)e2πint}n∈Zd の総和であることがわかる．よって，共役 Fourier 変換 F は l1(Zd) から
C(Td) への写像を定める．

命題 1.6 共役 Fourier変換 F : l1(Zd) → C(Zd) について，次が成り立つ．

(1) F : l1(Zd) → C(Zd) は線型写像である．
(2) a ∈ l1(Zd) に対して，F ã = Fa である．
(3) a ∈ l1(Zd) に対して，Fa = F̃a である．
(4) a, b ∈ l1(Zd) に対して，F (a ∗ b) = FaF b である．

証明 (1) 明らかである．
(2) a ∈ l1(Zd) に対して，

F ã(t) =
∑

n∈Zd

a(−n)e2πint =
∑

n∈Zd

a(n)e2πint = Fa(t) = Fa(t) (t ∈ Td)

だから，F ã = Fa である．
(3) a ∈ l1(Zd) に対して，

Fa(t) =
∑

n∈Zd

a(n)e2πint =
∑

n∈Zd

a(n)e2πin(−t) = Fa(−t) = F̃a(t) (t ∈ Td)

だから，Fa = F̃a である．
(4) a, b ∈ l1(Zd) に対して，

F (a ∗ b)(t) =
∑

n∈Zd

∑
m∈Zd

a(m)b(−m + n)

e2πint

=
∑

(m,n)∈Zd×Zd

a(m)b(−m + n)e2πint

=
∑

m∈Zd

∑
n∈Zd

b(−m + n)e2πi(−m+n)t

a(m)e2πimt

=
∑

m∈Zd

F b(t)a(m)e2πimt

= Fa(t)F b(t) (t ∈ Td)
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だから，F (a ∗ b) = FaF b である．ここで，a, b ∈ l1(Zd) と Tonelli の定理より (m, n) 7→ a(m)b(−m +
n)e2πint が Zd × Zd 上可積分であることに注意して，Fubiniの定理を用いた．

命題 1.7 共役 Fourier変換 F : l1(Zd) → C(Td) について，次が成り立つ．

(1) a ∈ l1(Zd) と m ∈ Zd に対して，F (τma) = e2πim(–)Fa である．
(2) a ∈ l1(Zd) と s ∈ Td に対して，F (e2πi(–)sa) = τ−s(Fa) である．

証明 (1) a ∈ l1(Zd) と m ∈ Zd に対して，

F (τma)(t) =
∑

n∈Zd

a(−m + n)e2πint

=
∑

n∈Zd

a(n)e−2πi(m+n)t

= e2πimtFa(t) (t ∈ Td)

だから，F (τma) = e2πim(–)Fa である．
(2) a ∈ l1(Zd) と s ∈ Td に対して，

F (e2πi(–)sa)(t) =
∑

n∈Zd

e2πinsa(n)e2πint

=
∑

n∈Zd

a(n)e2πin(s+t)

= τ−s(Fa)(t) (t ∈ Td)

だから，F (e2πi(–)sa) = τ−s(Fa) である．

2 Dirichlet核，Fejér核
2.1 指標との畳み込み
命題 2.1 f ∈ L1(Td) と n ∈ Zd に対して，

(e2πin(–) ∗ f)(t) = Ff(n)e2πint (t ∈ Td)

が成り立つ．

証明 t ∈ Td に対して

(e2πin(–) ∗ f)(t) = (f ∗ e2πin(–))(t) =
∫
Td

f(s)e2πin(−s+t) ds = Ff(n)e2πint

である．

2.2 Dirichlet核
定義 2.2（Dirichlet核） N ∈ N に対して，DN ∈ C(Td) を

DN (t) =
∑

|n|∞≤N

e2πint (t ∈ Td)
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と定める．関数 DN を総称して Dirichlet核という．d = 1 のときの Dirichlet核 DN を D1
N と書く．

d 次元の Dirichlet核 DN は，1 次元の Dirichlet核 D1
N を用いて

DN (t) = D1
N (t0) · · · D1

N (td−1) (t = (t0, . . . , td−1) ∈ Td)

と表せる．

命題 2.3 f ∈ L1(Td) と N ∈ N に対して，

(DN ∗ f)(t) =
∑

|n|∞≤N

Ff(n)e2πint (t ∈ Td)

が成り立つ．

証明 命題 2.1から従う．

命題 2.4 N ∈ N に対して，

DN (t) =
d−1∏
i=0

sin((2N + 1)πti)
sin(πti)

(t = (t0, . . . , td−1) ∈ Td)

が成り立つ．ここで，右辺は Td 上に連続に拡張して考えるものとする．

証明 d 次元の Dirichlet核 DN は 1 次元の Dirichlet核 D1
N の積で書けるのだったから，1 次元の場合を示

せばよい．1 次元の場合は，

D1
N (t) =

N∑
n=−N

e2πint

= e−2πiNt e2πi(2N+1)t − 1
e2πit − 1

= eπi(2N+1)t − e−πi(2N+1)t

eπit − e−πit

= sin((2N + 1)πt)
sin(πt)

と計算できる．これで示された．

2.3 Fejér核
定義 2.5（Fejér核） N ∈ N に対して，FN ∈ C(Td) を

FN (t) =
∑

|n|∞≤N

(
1 − |n0|

N + 1

)
· · ·
(

1 − |nd−1|
N + 1

)
e2πint (t ∈ Td)

と定める．関数 FN を総称して Fejér核という．d = 1 のときの Fejér核 FN を F 1
N と書く．

d 次元の Fejér核 FN は，1 次元の Fejér核 F 1
N を用いて

FN (t) = F 1
N (t0) · · · F 1

N (td−1) (t = (t0, . . . , td−1) ∈ Td)
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と表せる．また，1 次元の Fejér核 F 1
N は，Dirichlet核を用いて

F 1
N = 1

N + 1
(D1

0 + D1
1 + · · · + D1

N ) (t ∈ T)

と表せる．

命題 2.6 f ∈ L1(Td) と N ∈ N に対して，

(FN ∗ f)(t) =
∑

|n|∞≤N

(
1 − |n0|

N + 1

)
· · ·
(

1 − |nd−1|
N + 1

)
Ff(n)e2πint (t ∈ Td)

が成り立つ．

証明 命題 2.1から従う．

命題 2.7 N ∈ N に対して，

FN (t) = 1
(N + 1)d

d−1∏
i=0

(
sin((N + 1)πti)

sin(πti)

)2

(t = (t0, . . . , td−1) ∈ Td)

が成り立つ*1．

証明 d 次元の Fejér核 FN は 1 次元の Fejér核 F 1
N の積で書けるのだったから，1 次元の場合を示せばよ

い．示すべき等式は，
N∑

n=−N

(N + 1 − |n|)e2πint =
(

sin((N + 1)πt)
sin(πt)

)2

(∗)

である．
(∗)の左辺は，

N∑
n=−N

(N + 1 − |n|)e2πint =
N∑

n=0
(N + 1 − n)e2πint +

N∑
n=0

(N + 1 − n)e−2πint − (N + 1) (∗∗)

と書ける．まず，∑N
n=0(N + 1 − n)e2πint を計算しよう．

(e2πit − 1)

(
N∑

n=0
(N + 1 − n)e2πint

)
= (e2πit + e2πi2t + · · · + e2πi(N+1)t) − (N + 1)

= e2πit e2πi(N+1)t − 1
e2πit − 1

− (N + 1)

だから，
N∑

n=0
(N + 1 − n)e2πint = e2πit e2πi(N+1)t − 1

(e2πit − 1)2 − (N + 1) 1
e2πit − 1

= eπi(N+1)t eπi(N+1)t − e−πi(N+1)t

(eπit − e−πit)2 − (N + 1) e−πit

eπit − e−πit
(∗∗∗)

*1 右辺を連続に延長することで，ti = 0 なる i が存在する場合も含めて成り立つ．
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である．また，(∗∗∗)で t を −t に置き換えて，
N∑

n=0
(N + 1 − n)e−2πint = −e−πi(N+1)t eπi(N+1)t − e−πi(N+1)t

(eπit − e−πit)2 + (N + 1) eπit

eπit − e−πit
(∗∗∗∗)

を得る．(∗∗∗)と (∗∗∗∗)を (∗∗)に代入すると，
N∑

n=−N

(N + 1 − |n|)e2πint = eπi(N+1)t eπi(N+1)t − e−πi(N+1)t

(eπit − e−πit)2 − (N + 1) e−πit

eπit − e−πit

− e−πi(N+1)t eπi(N+1)t − e−πi(N+1)t

(eπit − e−πit)2 + (N + 1) eπit

eπit − e−πit

+ (N + 1)

=
(

eπi(N+1)t − e−πi(N+1)t

eπit − e−πit

)2

=
(

sin((N + 1)πt)
sin(πt)

)2

となる．これで，(∗)が示された．

定理 2.8 Fejér核 {FN }N∈N は，L1(Td) の近似単位元である．

証明 示すべきことは，次の 3つである（定義 A.11）．

(AI1) {FN }N∈N は L1(Td) において有界である．すなわち，ある C ≥ 0 が存在し，任意の N ∈ N に対して
‖FN ‖L1(Td) ≤ C が成り立つ．

(AI2) 任意の N ∈ N に対して，∫Td FN (t) dt = 1 である．
(AI3) 単位元 0 ∈ Td の任意の近傍 U に対して，N → ∞ のとき ∫Td\U

|FN (t)| dt → 0 となる．

(AI1), (AI2) 命題 2.7より FN ≥ 0 だから，∫Td FN (t) dt = 1 を示せばよい．これは，関数 t 7→ e2πint の
Td 上の積分が，n = 0 のとき 1，それ以外のとき 0 となることからただちに従う．

(AI3) FN を [−1/2, 1/2]d 上の関数とみなす．示すべきことは，任意の 0 < ϵ ≤ 1/2 に対して

lim
N→∞

∫
[−1/2,1/2]d\[−ϵ,ϵ]d

FN (t) dt = 0

となることである．
まず，d = 1 のときを考える．0 < ϵ ≤ 1/2 を任意にとる．命題 2.7と |sin x| ≥ (2/π)|x|（|x| ≤ π/2）よ
り，ϵ ≤ |t| ≤ 1/2 に対して

F 1
N (t) = 1

N + 1

(
sin((N + 1)πt)

sin(πt)

)2

≤ 1
N + 1

(
1

sin(πt)

)2

≤ 1
N + 1

(
1

(2/π)(πt)

)2

= 1
N + 1

1
4t2

≤ 1
N + 1

1
4ϵ2
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が成り立つ．よって，N → ∞ のとき∫
[−1/2,1/2]\[−ϵ,ϵ]

FN (t) dt ≤ 1
N + 1

1 − 2ϵ

4ϵ2 → 0

となる．
次に，d が一般のときを考える．0 < ϵ ≤ 1/2 を任意にとる．i = 0, . . . , d − 1 に対して

Ai = {(t0, . . . , td−1) ∈ Zd | ϵ ≤ |ti| ≤ 1/2}

と置くと，[−1/2, 1/2]d \ [−ϵ, ϵ]d =
⋃d−1

i=0 Ai だから，∫
[−1/2,1/2]d\[−ϵ,ϵ]d

FN (t) dt ≤
d−1∑
i=0

∫
Ai

FN (t) dt

である．ここで，(AI2)より ∫ 1/2
−1/2 F 1

N (t) dt = 1 だから
∫

Ai

FN (t) =
∫ 1/2

−1/2
· · ·
∫

[−1/2,1/2]\[−ϵ,ϵ]
· · ·
∫ 1/2

−1/2
F 1

N (t0) · · · F 1
N (td−1) dtd−1 · · · dt0

=

(∫ 1/2

−1/2
F 1

N (t) dt

)d−1(∫
[−1/2,1/2]\[−ϵ,ϵ]

F 1
N (t) dt

)

=

(∫
[−1/2,1/2]\[−ϵ,ϵ]

F 1
N (t) dt

)

であり，d = 1 のときの結果より，N → ∞ の極限において上式は 0 に収束する．よって，

lim
N→∞

∫
[−1/2,1/2]d\[−ϵ,ϵ]d

FN (t) = 0

である．

系 2.9 Fourier変換 F : L1(Td) → CZd は単射である．

証明 f ∈ L1(Td) が Ff = 0 を満たすとすると，命題 2.6より，任意の N ∈ N に対して FN ∗ f = 0 であ
る．また，{FN }N∈N は近似単位元だから（定理 2.8），N → ∞ のとき L1(Td) において FN ∗ f → f である
（定理 A.12）．よって，f = 0 である．

系 2.10 1 ≤ p < ∞ とする．Lp(Td) において，{t 7→ e2πint}n∈Zd が生成する部分線型空間は稠密である．

証明 f ∈ Lp(Td) を任意にとる．命題 2.6より，任意の N ∈ N に対して FN ∗ f は {t 7→ e2πint}n∈Zd が生
成する部分線型空間に属する．また，{FN }N∈N は近似単位元だから（定理 2.8），N → ∞ のとき Lp(Td) に
おいて FN ∗ f → f である（定理 A.12）．これで示された．

系 2.10は，Stone–Weierstrassの近似定理と C(Td) が Lp(Td)（1 ≤ p < ∞）において稠密であること（命
題 A.2）からもわかる．

定理 2.11（Riemann–Lebesgueの定理） f ∈ L1(Td) に対して，Ff ∈ c∞(Zd) である．
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証明 f ∈ L1(Td) とする．任意の ϵ > 0 に対して，系 2.10 より，g(t) =
∑

|n|∞≤N cne2πint（N ∈ N，
|n|∞ ≤ N に対して cn ∈ C）と書ける g であって ‖f − g‖L1(Td) ≤ ϵ を満たすものがとれる．このとき，任
意の n ∈ Zd，|n|∞ > N に対して，Fg(n) = 0 であることに注意して，

|Ff(n)| = |Ff(n) − Fg(n)|

=
∣∣∣∣∫

Td

(f − g)(t)e2πint dt

∣∣∣∣
≤
∫
Td

|(f − g)(t)e2πint| dt

= ‖f − g‖L1(Td)

≤ ϵ

を得る．よって，Ff ∈ c∞(Zd) である．

3 逆変換公式
a ∈ l1(Zd) に対して Fa ∈ C(Td) ⊆ L1(Td) だから，Fa の Fourier変換が考えられる．

定理 3.1（Zd 上の共役逆変換公式） a ∈ l1(Zd) に対して，Zd 上の関数としての等式

FFa = a

が成り立つ．すなわち，
a(n) =

∫
Td

Fa(t)e2πint dt (n ∈ Zd)

が成り立つ．

証明 a ∈ l1(Zd) とする．Td 上の連続関数の族 {t 7→ a(m)e2πimt}m∈Zd は，一様ノルムを備えた Banach空
間 C(Td) において絶対総和可能であり，その総和は Ff となるのであった．積分は C(Td) 上の連続線型形
式を定めるから，総和と積分の順序を交換でき，∫

Td

Fa(m)e2πint dt =
∑

m∈Zd

∫
Td

a(m)e2πimte2πint dt = a(n)

を得る．

f ∈ L1(Td) に対して，もし Ff ∈ l1(Zd) ならば，Ff の共役 Fourier変換が考えられる．

定理 3.2（Td 上の逆変換公式） f ∈ L1(Td) が Ff ∈ l1(Zd) を満たすならば，L1(Td) の元としての等式

FFf = f

が成り立つ．すなわち，（f の代表元を 1つとりそれも f と書くと，）

f(t) =
∑

n∈Zd

Ff(n)e2πint (a.e. t ∈ Td)

が成り立つ．
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証明 f ∈ L1(Td) が Ff ∈ l1(Zd) を満たすならば，定理 3.1より FFFf = Ff であり，これと Fourier
変換の単射性（系 2.9）より FFf = f を得る．

系 3.3 f ∈ C(Td) が Ff ∈ l1(Zd) を満たすならば，連続関数の族 {t 7→ Ff(n)e2πint}n∈Zd は一様ノルム
を備えた Banach空間 C(Td) において絶対総和可能であり，その総和は f に等しい．

証明 f ∈ C(Td) が Ff ∈ l1(Zd) を満たすとする．すると，連続関数の族 {t 7→ Ff(n)e2πint}n∈Zd は一様
ノルムを備えた Banach空間 C(Td) において絶対総和可能であり，その総和は FFf に等しい．また，Td

上の逆変換公式（定理 3.2）より，FFf と f は Td 上ほとんどいたるところで等しいが，いま FFf と f

はともに連続関数なので，これらは関数として等しい．よって，{t 7→ Ff(n)e2πint}n∈Zd の C(Td) における
総和は FFf = f である．

4 L2 上の Fourier級数論
Td はコンパクトだから，L2(Td) ⊆ L1(Td) であることに注意する．L2(Td) 上の Fourier 級数論には

Hilbert空間の理論が適用でき，次のように簡明な結果が得られる．

定理 4.1 L2(Td) において，{t 7→ e2πint}n∈Zd は正規直交基底をなす．

証明 正規直交性は，計算によりただちに確かめられる．完全性は，系 2.10で示した．

系 4.2（Planchrelの定理） (1) f ∈ L2(Td) に対して，Ff ∈ l2(Zd) である．したがって，線型写像
F : L2(Td) → l2(Zd)（これも Fourier変換という）が定まるが，これは Hilbert空間の同型である．

(2) 共役 Fourier変換 F : l1(Zd) → C(Td) は，l2(Zd) から L2(Zd) への連続線型写像に一意に延長され
る（これも共役 Fourier変換という）．この延長は，Fourier変換 F : L2(Td) → l2(Zd) の逆を与える
Hilbert空間の同型である．

証明 (1) Ff(n) は f と t 7→ e2πint との L2 内積に等しいから，Hilbert空間の一般論（事実 B.2）と定
理 4.1から従う．

(2) Zd 上の逆変換公式（定理 3.1）で見たように，任意の a ∈ l1(Zd) に対して FFa = a だから，Fourier
変換の逆 F −1 : l2(Zd) → L2(Zd) は共役 Fourier変換 F : l1(Zd) → C(Td) の延長である．F の延長たる連
続線型写像の一意性は，l1(Zd) が l2(Zd) において稠密であることから従う．

系 4.3 f ∈ L2(Td) に対して，連続関数の族 {t 7→ Ff(n)e2πint}n∈Zd は L2(Td) において総和可能であり，
その総和は f に等しい．

証明 Hilbert空間の一般論（事実 B.2）と定理 4.1から従う．

系 4.4（Parsevalの等式） f ∈ L2(Td) に対して

‖f‖L2(Td) = ‖Ff‖l2(Zd),

すなわち ∫
Td

|f(t)|2 dt =
∑

n∈Zd

|Ff(n)|2
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が成り立つ．

証明 Hilbert空間の一般論（事実 B.2）と定理 4.1から従う．

5 Fourier級数のさまざまな収束問題
5.1 逆変換公式の利用
逆変換公式（定理 3.2）は，f ∈ L1(Td) であって Ff ∈ l1(Zd) を満たすものに対して適用できるのだった．
本小節では，これが成り立つための 1つの十分条件を与える．
準備として，Hölder連続関数と Hölder空間を定義する．

定義 5.1（Hölder連続関数） 0 < γ ≤ 1 とする．

(1) 関数 f : Rd → C が γ-Hölder連続であるとは，ある定数 C ≥ 0 が存在し，任意の 2点 x, y ∈ Rd に
対して

|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|γ

が成り立つことをいう．1-Hölder連続性を特に Lipschitz連続性という．
(2) 関数 f : Td → C が γ-Hölder連続であるとは，f を Rd 上の周期関数とみなしたものが γ-Hölder連
続であることをいう．Lipschitz連続性も同様に定める．

明らかに，γ-Hölder連続関数は一様連続である．また，1 階微分可能関数であって，そのすべての 1 階偏
導関数が有界なものは，Lipschitz連続である．特に，C1(Td) の元はすべて Lipschitz連続である．

0 < γ ≤ γ′ ≤ 1 のとき，有界な γ′-Hölder 連続関数は γ-Hölder 連続である．実際，関数 f : Rd → C が
|f(x)| ≤ M（x ∈ Rd）かつ |f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|γ′（x, y ∈ Rd）を満たすとすると，|x − y| ≤ 1 なる x,
y ∈ Rd に対しては

|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|γ
′

≤ C|x − y|γ ,

|x − y| ≤ 1 なる x, y ∈ Rd に対しては

|f(x) − f(y)| ≤ 2M ≤ 2M |x − y|γ

となるから，f は γ-Hölder連続である．したがって特に，0 < γ ≤ γ′ ≤ 1 のとき，Td 上の γ′-Hölder連続
関数は γ-Hölder連続である．

定義 5.2（Hölder空間） k ∈ N と 0 < γ ≤ 1 に対して，Hölder空間 Ck,γ(Td) を

Ck,γ(Td) = {f ∈ Ck(Td) | 任意の α ∈ Nd，|α| = k に対して ∂αf は γ-Hölder連続}

と定める．

前述の注意より，k ∈ N と 0 < γ ≤ γ′ ≤ 1 に対して

Ck+1(Td) ⊆ Ck,1(Td) ⊆ Ck,γ′
(Td) ⊆ Ck,γ(Td) ⊆ Ck(Td)

が成り立つ．
以上の準備のもとで，定理を述べる．
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定理 5.3 d/2 − bd/2c < γ ≤ 1 とする．任意の f ∈ Cbd/2c,γ(Td) に対して，Ff ∈ l1(Zd) である．

証明 f ∈ Cbd/2c,γ(Td) を任意にとる．任意の α ∈ Nd，|α| = bd/2c に対して
|f(x) − f(y)| ≤ C|x − y|γ (x, y ∈ Rd) (∗)

を満たす定数 C ≥ 0 をとっておく．
l ∈ N に対して

Al = {n ∈ Zd | 2l ≤ |n|∞ < 2l+1}

と置くと，Cauchy–Schwarzの不等式より∑
n∈Zd

|Ff(n)| = |Ff(0)| +
∞∑

l=0

∑
n∈Al

|Ff(n)|

≤ |Ff(0)| +
∞∑

l=0

#Al

∑
n∈Al

|Ff(n)|2

≤ |Ff(0)| + 4
∞∑

l=0

2ld
∑

n∈Al

|Ff(n)|2

である．そこで，
∞∑

l=0

2ld
∑

n∈Al

|Ff(n)|2 < ∞ (∗∗)

を示せばよい．
l ∈ N を固定し，∑n∈Al

|Ff(n)|2 を評価する．i ∈ {0, . . . , d − 1} に対して

Al,i = {n = (n0, . . . , nd−1) ∈ Zd | 2l ≤ |ni| < 2l+1}

と置くと，Al ⊆
⋃d−1

i=0 Al,i だから，∑
n∈Al

|Ff(n)|2 ≤
d−1∑
i=0

∑
n∈Al,i

|Ff(n)|2 (∗∗∗)

である．
l に加えて i ∈ {0, . . . , d − 1} を固定し，∑n∈Al,i

|Ff(n)|2 を評価する．まず，f ∈ Cbd/2c(Td) と命題 1.4，
および n ∈ Al,i に対して |ni| < 2l+1 であることより，

∑
n∈Al,i

|Ff(n)|2 =
∑

n∈Al,i

∣∣∣∣∣F (∂bd/2c
i f)(n)

(2πini)bd/2c

∣∣∣∣∣
2

= 1
(2π · 2l+1)2bd/2c

∑
n∈Al,i

|F (∂bd/2c
i f)(n)|2 (∗∗∗∗)

が成り立つ．次に，|eix − 1| = 2|sin x/2| ≥ (2/π)|x|（|x| ≤ π）に注意すると，任意の n ∈ Al,i に対して，
2l ≤ |ni| < 2l+1 であることより，

|e2πin·2−l−2ei − 1| = |e2πini·2−l−2
− 1|

≥ 2
π

· 2π|ni| · 2−l−2

≥ 1
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が成り立つことがわかる（ここで，i-方向の単位ベクトルを ei と書いた）．したがって，命題 1.3 (1)より

(∗∗∗∗) ≤ 1
(2π · 2l+1)2bd/2c

∑
n∈Al,i

|e2πin·2−l−2ei − 1|2|F (∂bd/2c
i f)(n)|2

= 1
(2π · 2l+1)2bd/2c

∑
n∈Al,i

|(e2πin·2−l−2ei − 1)F (∂bd/2c
i f)(n)|2

= 1
(2π · 2l+1)2bd/2c

∑
n∈Al,i

|F (τ−2−l−2ei
∂

bd/2c
i f − ∂

bd/2c
i f)(n)|2

≤ 1
(2π · 2l+1)2bd/2c ‖F (τ−2−l−2ei

∂
bd/2c
i f − ∂

bd/2c
i f)‖l2(Zd)

= 1
(2π · 2l+1)2bd/2c ‖τ−2−l−2ei

∂
bd/2c
i f − ∂

bd/2c
i f‖L2(Td) (∗∗∗∗∗)

が成り立つ．ただし，最後の式変形では，Planchrelの定理（系 4.2）を用いた．最後に，(∗)に注意すると，

(∗∗∗∗∗) ≤ 1
(2π · 2l+1)2bd/2c · (C(2−l−2)γ)2 = C ′ · 2−2l(bd/2c+γ) (∗∗∗∗∗∗)

と評価できる．ここで，C ′ ≥ 0 は l に依存しない定数である．以上 (∗∗∗∗), (∗∗∗∗∗), (∗∗∗∗∗∗)より，∑
n∈Al,i

|Ff(n)|2 ≤ C ′ · 2−2l(bd/2c+γ) (∗∗∗∗∗∗∗)

が成り立つ．
(∗∗∗)と (∗∗∗∗∗∗∗)より，(∗∗)の左辺は

∞∑
l=0

2ld
∑

n∈Al

|Ff(n)|2 ≤ C ′d

∞∑
l=0

22l(d/2−bd/2c−γ)

と評価できる．仮定より d/2 − bd/2c − γ < 0 だから，上式右辺は有限値に収束する．これで，(∗∗)が示され
た．

系 5.4 d/2 − bd/2c < γ ≤ 1 とする．任意の f ∈ Cbd/2c,γ(Td) に対して，連続関数の族
{t 7→ Ff(n)e2πint}n∈Zd は一様ノルムを備えた Banach 空間 C(Td) において絶対総和可能であり，
その総和は f に等しい．

証明 定理 5.3と系 3.3の結果である．

系 5.5 任意の Lipschitz連続関数 f : T → C に対して，連続関数の族 {t 7→ Ff(n)e2πint}n∈Zd は一様ノル
ムを備えた Banach空間 C(T) において絶対総和可能であり，その総和は f に等しい．

証明 系 5.4で d = 1，γ = 1 とした場合である．

5.2 Fourier級数の各点収束（一般次元の場合）
定理 5.6（Dini–Tonelli条件） f ∈ L1(Td)，a ∈ Td，A ∈ C とする．（f の代表元を 1つとりそれも f と書
くとき，）Rd 上ほとんどいたるところで定義された関数

t = (t0, . . . , td−1) 7→ f(a + t) − A

t0 · · · dd−1
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が [−1/2, 1/2]d 上で可積分ならば，

lim
N→∞

∑
|n|∞≤N

Ff(n)e2πina = A

が成り立つ．

証明 命題 2.3より，与えられた仮定のもとで

lim
N→∞

(DN ∗ f)(a) = A (∗)

を示せばよい．∫
Td DN (t) dt = 1 であることと命題 2.4より，

(DN ∗ f)(a) − A

=
∫
Td

DN (t)(f(a − t) − A) dt

=
∫
Td

(f(a − t) − A)
d−1∏
i=0

sin((2N + 1)πti)
sin(πti)

dt

=
∫
Td

(f(a − t) − A)
d−1∏
i=0

(
sin(2Nπti) cos(πti)

sin(πti)
+ cos(2Nπti)

)
dt

=
∑

I⊆{0,...,d−1}

∫
Td

(
(f(a − t) − A)

∏
i∈I

cos(πti)
sin(πti)

)∏
i∈I

sin(2Nπti)
∏

j∈{0,...,d−1}\I

cos(2Nπtj) dt (∗∗)

と計算できる（積分変数を t = (t0, . . . , td−1) と表した）．I ⊆ {0, . . . , d − 1} に対して，Td 上ほとんどいた
るところで定義された関数 gI を

gI(t) = (f(a − t) − A)
∏
i∈I

cos(πti)
sin(πti)

(t = (t0, . . . , td−1))

と定める．|x| ≤ 1/2 に対して |sin(πx)| ≥ 2|x| であることと仮定より，gI は Td 上で可積分である．よっ
て gI の Fourier変換が定義でき，(∗∗)より (DN ∗ f)(a) − A は gI（I ⊆ {0, . . . , d − 1}）の Fourier変換の
(±N, . . . , ±N) ∈ Zd における値たちの，係数が N に依存しない線型結合で表せる．Riemann–Lebesgueの
定理（定理 2.11）より，これは N → ∞ のとき 0 に収束する．これで，(∗)が示された．

系 5.7 f ∈ L1(Td)，a ∈ Td，A ∈ C とする．（f の代表元を 1 つとりそれも f と書くとき，）ある定数
C ≥ 0 と δ0, . . . , δd−1 > 0 が存在して，ほとんどすべての t = (t0, . . . , td−1) ∈ [−1/2, 1/2]d に対して

|f(a + t) − A| ≤ C|t0|δ0 · · · |td−1|δd−1

であるならば，
lim

N→∞

∑
|n|∞≤N

Ff(n)e2πina = A

が成り立つ．
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証明 このとき，Tonelliの定理より∫
[−1/2,1/2]d

∣∣∣∣f(a + t) − A

t0 · · · td−1

∣∣∣∣ dt ≤ C

∫
[−1/2,1/2]d

|t0|δ0−1 · · · |td−1|δd−1−1 dt

= C

(∫ 1/2

−1/2
|t0|δ0−1 dt0

)
· · ·

(∫ 1/2

−1/2
|td−1|δd−1−1 dtd−1

)

= C · 2
δ0

(
1
2

)δ0

· · · 2
δd−1

(
1
2

)δd−1

< ∞

だから（積分変数を t = (t0, . . . , td−1) と表した），Dini–Tonelli条件（定理 5.6）が満たされる．

5.3 Fourier級数の各点収束（1次元の場合）
定理 5.8 f ∈ L1(T)，a ∈ T，A ∈ C とする．（f の代表元を 1つとりそれも f と書くとき，）R \ {0} 上で
定義された関数

t 7→ f(a + t) − A

t

が 0 のある近傍上で可積分ならば，

lim
M,N→∞

∑
−M≤n≤N

Ff(n)e2πina = A

が成り立つ．*2

証明（Chernoff [1]） g(t) = (f(a + t) − A)/(e2πit − 1) と置くと，与えられた仮定の下で g は T 上可積分だ
から，g の Fourier変換が定義できる．f(a + t) − A = (e2πit − 1)g(t) だから，命題 1.3より

Ff(n)e2πina − Aδ(n) = Fg(n − 1) − Fg(n) (n ∈ Z)

である．ここで，δ(n) は n = 0 のとき 1，それ以外のとき 0 を値にとる関数とする．上式を −M から N ま
で総和すると， ∑

−M≤n≤N

Ff(n)e2πina − A = Fg(−M − 1) − Fg(N)

となる．Riemann–Lebesgueの定理（定理 2.11）より，上式右辺はM , N → ∞ のとき 0 に収束する．これ
で示された．

系 5.9 f ∈ L 1(T)，a ∈ T とする．f が a において左微分可能かつ右微分可能ならば，

lim
M,N→∞

∑
−M≤n≤N

Ff(n)e2πina = f(a)

が成り立つ．

*2 より弱い結論 limN→∞
∑

|n|≤N
Ff(n)e2πina = A は，定理 5.6からも従う．
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証明 f が a において左微分可能かつ右微分可能とし，左・右微分係数をそれぞれ f ′
−(a), f ′

+(a) と書く．十
分 0 に近い任意の t 6= 0 に対して∣∣∣∣f(a − t) − f(a)

t

∣∣∣∣ ≤ max{|f ′
−(a)|, |f ′

+(a)|} + 1

が成り立つから，定理 5.8が適用できる．

系 5.10（Riemannの局所化原理） f ∈ L1(T)，a ∈ T とする．f（の 1つの代表元）が a のある近傍上でほ
とんどいたるところ 0 ならば，

lim
M,N→∞

∑
−M≤n≤N

Ff(n)e2πina = 0

が成り立つ．

証明 このとき，明らかに定理 5.8の仮定は満たされる．

定理 5.11 f ∈ L1(T)，a ∈ T，A ∈ C とする．（f の代表元を 1つとりそれも f と書くとき，）R \ {0} 上で
定義された関数

t 7→ (f(a − t) + f(a + t))/2 − A

t

が 0 のある近傍上で可積分ならば，

lim
N→∞

∑
|n|≤N

Ff(n)e2πina = A

が成り立つ．

証明 g(t) = (f(a − t) + f(a + t))/2 と置くと，与えられた仮定の下で関数 t 7→ (g(t) − A)/t は 0 のある近
傍上で可積分だから，定理 5.8より

lim
N→∞

∑
|n|≤N

Fg(n) = A (∗)

が成り立つ．ここで，命題 1.2 (2), (3)と命題 1.3 (1)より
∑

|n|≤N

Fg(n) =
∑

|n|≤N

e−2πinaFf(−n) + e2πinaFf(n)
2

= 1
2

 ∑
|n|≤N

e−2πinaFf(−n) +
∑

|n|≤N

e2πinaFf(n)


= 1

2

 ∑
|n|≤N

e2πinaFf(n) +
∑

|n|≤N

e2πinaFf(n)


=
∑

|n|≤N

e2πinaFf(n)

と計算できるから，(∗)に代入して

lim
N→∞

∑
|n|≤N

Ff(n)e2πina = A

を得る．
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関数 f : T → C の点 a ∈ T における左・右極限値を，（存在すれば）それぞれ f(a−), f(a+) と書く．

系 5.12 f ∈ L 1(T)，a ∈ T とする．f が a において有限な左極限 f(a−) と右極限 f(a+) をもち，かつ有
限な極限値

lim
t→0+

f(a − t) − f(a−)
t

, lim
t→0+

f(a + t) − f(a+)
t

が存在するならば，
lim

N→∞

∑
|n|≤N

Ff(n)e2πina = f(a−) + f(a+)
2

が成り立つ．

証明 f が仮定を満たすとし，L = limt→0+(f(a − t) − f(a−))/t，R = limt→0+(f(a + t) − f(a+))/t と置
く．十分 0 に近い任意の t 6= 0 に対して∣∣∣∣ (f(a − t) + f(a + t))/2 − (f(a−) + f(a+))/2

t

∣∣∣∣ ≤ 1
2

(∣∣∣∣f(a − t) − f(a−)
t

∣∣∣∣+
∣∣∣∣f(a − t) − f(a−)

t

∣∣∣∣)
≤ 1

2
(|L| + |R|) + 1

が成り立つから，定理 5.11が適用できる．

6 Poissonの和公式
本節では，次に定義する Rd 上の Fourier変換と区別するため，Td 上の Fourier変換を FTd と書く．

定義 6.1（Rd 上の Fourier変換） f ∈ L1(Rd) に対して，その Fourier変換FRdf : Rd → C を，

FRdf(ξ) =
∫
Td

f(x)e−2πixξ dx (ξ ∈ Rd)

と定める．写像 FRd : L1(Rd) → CRd を，（Rd 上の）Fourier変換という．

Td 上の Fourier変換と Rd 上の Fourier変換との間には，次の関係がある．

定理 6.2 f ∈ C(Rd) が条件

[0, 1]d 上の連続関数の族 {x 7→ f(x + n)}n∈Zd は一様ノルムを備えた Banach空間 C([0, 1]d) におい
て絶対総和可能である

を満たすとする．このとき，次が成り立つ．

(1) 関数 F : Rd → C; x 7→
∑

n∈Z f(x + n) は，周期 Zd をもつ連続関数である．
(2) f ∈ L1(Rd) である．
(3) (1)の関数 F を C(Td) の元とみなすと，

FTdF = (FRdf)|Zd

が成り立つ．
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証明 (1) 仮定と和の対称性より，F は周期 Zd をもち，任意の n ∈ Zd に対して F は [0, 1]d + n 上で連続
である．{[0, 1]d + n}n∈Zd は Rd の局所有限閉被覆だから，これより F は Rd 上で連続である．

(2) 仮定より，[0, 1]d 上の連続関数の族 {x 7→ |f(x + n)|}n∈Zd も C([0, 1]d) において絶対総和可能であ
る．そこで，(1)を |f | に適用することで，関数 G : Rd → C; x 7→

∑
n∈Z|f(x + n)| が周期 Zd をもち連続で

あることがわかる．G ∈ C(Td) とみなすと， ∫
Td

G(t) dt < ∞

である．また，[0, 1]d 上の連続関数の族 {x 7→ |f(x + n)|}n∈Zd が C([0, 1]d) において絶対総和可能であるこ
とと単調収束定理より， ∫

Td

G(t) dt =
∫

[0,1]d

∑
n∈Zd

|f(x + n)| dx

=
∑

n∈Zd

∫
[0,1]d

|f(x + n)| dx

=
∑

n∈Zd

∫
[0,1]d+n

|f(x)| dx

=
∫
Rd

|f(x)| dx

が成り立つ．これら 2式より，f ∈ L1(Rd) である．
(3) [0, 1]d 上の連続関数の族 {x 7→ f(x + n)}n∈Zd が C([0, 1]d) において絶対総和可能であることと

Lebesgueの収束定理より，m ∈ Zd に対して

FTdF (m) =
∫
Td

F (t)e−2πimt dt

=
∫

[0,1]d

∑
n∈Zd

f(x + n)e−2πimx dx

=
∑

n∈Zd

∫
[0,1]d

f(x + n)e−2πimx dx

=
∑

n∈Zd

∫
[0,1]d+n

f(x)e−2πimx dx

=
∫
Rd

f(x)e−2πimx dx

= FRdf(m)

が成り立つ．よって，FTdF = (FRdf)|Zd である．

定理 6.2 の仮定は，たとえば，定数 C ≥ 0 と δ > 0 が存在して，任意の x ∈ Rd に対して |f(x)| ≤
C(1 + |x|)−d−δ が成り立つときに満たされる．

系 6.3（Poissonの和公式） f ∈ C(Rd) が条件

[0, 1]d 上の連続関数の族 {x 7→ f(x + n)}n∈Zd は一様ノルムを備えた Banach空間 C([0, 1]d) におい
て絶対総和可能である
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を満たし，（定理 6.2 (2)よりこのとき f ∈ L1(Rd) だが，）さらに (FRdf)|Zd ∈ l1(Zd) であるとする．この
とき，任意の x ∈ Rd に対して ∑

n∈Zd

f(x + n) =
∑

m∈Zd

FRdf(m)e2πimx

が成り立つ．特に， ∑
n∈Zd

f(n) =
∑

m∈Zd

FRdf(m)

が成り立つ．

証明 関数 F : Rd → C を F (x) =
∑

n∈Z f(x + n)（x ∈ Rd）と定める．定理 6.2 (1)より，F ∈ C(Td) の
元とみなせる．系 3.3と定理 6.2 (3)より，x ∈ Rd に対して

F (x) =
∑

m∈Zd

FTdF (m)e2πimx =
∑

m∈Zd

FRdf(m)e2πimx

が成り立つ．よって， ∑
n∈Zd

f(x + n) =
∑

m∈Zd

FRdf(m)e2πimx

である．x = 0 とすれば， ∑
n∈Zd

f(n) =
∑

m∈Zd

FRdf(m)

を得る．

付録 A 局所コンパクト Hausdorff群上の積分論
本節の内容の詳細については，たとえば Cohn [2, ch. 7, 9] や Grafakos [3, sec. 1.2] を参照のこと．

A.1 正則測度
定義 A.1（正則測度） X を Hausdorff空間，µ を X 上の Borel測度とする．

(1) µ が外正則であるとは，任意の Borel集合 A ⊆ X に対して

µ(A) = inf{µ(U) | U は A を含む X の開集合}

であることをいう．
(2) µ が内正則であるとは，任意の開集合 U ⊆ X に対して

µ(U) = sup{µ(K) | K は U に含まれる X のコンパクト集合}

であることをいう．
(3) µ がコンパクト有限であるとは，任意のコンパクト集合 K ⊆ X に対して µ(K) < ∞ であることを
いう．

(4) µ が正則であるとは，外正則，内正則かつコンパクト有限であることをいう．
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命題 A.2 X を局所コンパクト Hausdorff 空間，µ を X 上の正則 Borel 測度とし，1 ≤ p < ∞ とする．
Lp(X, µ) において，コンパクト台をもつ連続関数全体のなす部分線型空間 C0(X) は稠密である．

証明 単関数近似を考えれば，測度有限の Borel 集合 A ⊆ X に対して，A の特性関数 χA が Lp(X, µ) に
おいて C0(X) の元でいくらでもよく近似できることを示せばよい．A ⊆ X を測度有限の Borel 集合とし，
ϵ > 0 を任意にとる．µ の外正則性より，A を含む開集合 U であって µ(U) ≤ µ(A) + ϵ を満たすものがとれ
る．さらに，µ の内正則性より，U に含まれるコンパクト集合 K であって µ(K) ≥ µ(U) − ϵ を満たすもの
がとれる．ここで，X の局所コンパクト Hausdorff性（およびそれから従う完全正則性）より，コンパクト
台をもつ連続関数 f : X → [0, 1] であって f(K) ⊆ {1}，f(X \ U) ⊆ {0} を満たすものがとれる．K ∩ A 上
では f = 1 = χA であり，X \ U 上では f = 0 = χA だから，

‖f − χA‖Lp(X,µ) ≤ µ(U \ K) + µ(K \ A)
≤ µ(U \ K) + µ(U \ A)
≤ 2ϵ

が成り立つ．これで，χA が Lp(X, µ)において C0(X)の元でいくらでもよく近似できることが示された．

A.2 Haar測度
以下，特に断らなくても，群の単位元を e と書く．

定義 A.3（Haar測度） G を局所コンパクト Hausdorff群，µ を G 上の Borel測度とする．任意の x ∈ G と
Borel集合 A ⊆ G に対して

µ(xA) = µ(A)

であるとき，µ は左不変であるという．G 上の 0 でない左不変な正則 Borel測度を，G 上の左 Haar測度，あ
るいは単に Haar測度という．

事実 A.4（Haar測度の存在と一意性） 局所コンパクト Hausdorff群 G に対して，G 上の Haar測度が，正
の定数倍を除いて一意に存在する．

証明については，Cohn [2, sec. 9.2] を参照のこと．

系 A.5 コンパクト Hausdorff群 G に対して，G 上の Haar測度であって全測度が 1 であるものが一意に存
在する．

命題 A.6（平行移動の連続性） G を局所コンパクト Hausdorff群とし，G 上の Haar測度を 1つ固定する．
1 ≤ p < ∞ とする．任意の f ∈ Lp(G) に対して，

lim
y→e

‖τyf − f‖Lp(G) = 0

である．

証明 f ∈ Lp(G) とし，ϵ > 0 を任意にとる．命題 A.2より，‖g − f‖Lp(G) ≤ ϵ なる g ∈ C0(G) がとれる．g

は左一様連続だから，y → eのとき，τyg は g に一様収束する．また，e ∈ Gのコンパクト近傍 U を 1つ固定す
ると，y ∈ U に対する τyg の台はある一定のコンパクト集合に含まれる．よって，limy→e‖τyg − g‖Lp(G) = 0
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だから，e に十分近い任意の y ∈ G に対して ‖τyg − g‖Lp(G) ≤ ϵ となる．この y に対して，

‖τyf − f‖Lp(G) ≤ ‖τyf − τyg‖Lp(G) + ‖τyg − g‖Lp(G) + ‖g − f‖Lp(G) ≤ 3ϵ

が成り立つ．よって，
lim
y→e

‖τyf − f‖Lp(G) = 0

である．

A.3 畳み込み
命題 A.7 (X, µ) を測度空間とする．1 ≤ p < ∞ と可測関数 f , g : X → C に対して，(∫

X

|fg| dµ

)p

≤
(∫

X

|f ||g|p dµ

)(∫
X

|f | dµ

)p−1

が成り立つ．

証明 p の共役指数を q と置き，|fg| = |f |1/p|g| · |f |1/q と考えて Hölderの不等式を適用すると，∫
X

|fg| dµ ≤
(∫

X

|f ||g|p dµ

)1/p(∫
X

|f | dµ

)1/q

,

したがって (∫
X

|fg| dµ

)p

≤
(∫

X

|f ||g|p dµ

)(∫
X

|f | dµ

)p−1

を得る．

定理 A.8 G を局所コンパクト Hausdorff 群とし，G 上の Haar 測度を 1 つ固定する．1 ≤ p ≤ ∞ とし，
f ∈ L1(G)，g ∈ Lp(G) とする．

(1) ほとんどすべての x ∈ G に対して，関数 y 7→ f(y)g(y−1x) は G 上可積分である．また，このような
x ∈ G の全体のなす集合は Borel可測である．

(2) 関数 y 7→ f(y)g(y−1x) が G 上可積分であるような x ∈ G に対して

(f ∗ g)(x) =
∫

G

f(y)g(y−1x) dy

と定めると，これは Lp(G) の元を定める．すなわち，Lp(G) の元であって，その代表元が G 上ほと
んどいたるところ上式で定まる f ∗ g と一致するようなものが存在する．

(3) (2)によって定まる Lp(G) の元を，そのまま f ∗ g と書く．すると，

‖f ∗ g‖Lp(G) ≤ ‖f‖L1(G)‖g‖Lp(G)

が成り立つ．

ここでは，G 上の Haar 測度が σ-有限である場合に限って証明を与える．G が一般の局所コンパクト
Hausdorff群で p = 1 である場合の証明が，Cohn [2, sec. 9.4] にある．その証明と以下に述べる σ-有限であ
る場合の証明を参考にすれば，定理 A.8の完全な証明を与えることは難しくない．
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部分的証明 G 上の Haar測度が σ-有限であるとする．このとき，G 上の Haar測度に関する Tonelliの定理
や Fubiniの定理が使えることに注意する．

p = ∞ の場合，任意の x ∈ G に対して∫
G

|f(y)g(y−1x)| dy ≤ ‖f‖L1(G)‖g‖L∞(G)

だから，f ∗ g は G 上いたるところで定義され，L∞(G) の元を定め，

‖f ∗ g‖L∞(G) ≤ ‖f‖L1(G)‖g‖L∞(G)

を満たす．
次に，1 ≤ p < ∞ とする．Tonelli の定理より関数 x 7→

∫
G

|f(y)g(y−1x)| dy は Borel 可測だから，
y 7→ f(y)g(y−1x) が G 上可積分であるような x ∈ G の全体のなす集合は Borel可測である．また，命題 A.7
より，x ∈ G に対して(∫

G

|f(y)g(y−1x)| dy

)p

≤
(∫

G

|f(y)||g(y−1x)|p dy

)(∫
G

|f(y)| dy

)p−1

が成り立つ．Tonelliの定理より，上式の両辺は x ∈ G の関数として Borel可測だから，x に関して積分する
ことができる．さらに Tonelliの定理を用いることで，∫

G

(∫
G

|f(y)g(y−1x)| dy

)p

dx ≤
(∫

G

∫
G

|f(y)||g(y−1x)|p dy dx

)(∫
G

|f(y)| dy

)p−1

=
(∫

G

|f(y)|
∫

G

|g(y−1x)|p dx dy

)(∫
G

|f(y)| dy

)p−1

=
(∫

G

|f(y)| dy

∫
G

|g(x)|p dx

)(∫
G

|f(y)| dy

)p−1

= ‖f‖L1(G)‖g‖p
Lp(G) · ‖f‖p−1

L1(G)

= (‖f‖L1(G)‖g‖Lp(G))p

< ∞

を得る．上式より，ほとんどすべての x ∈ G に対して (
∫

G
|f(y)g(y−1x)| dy)p < ∞，すなわち関数 y 7→

f(y)g(y−1x) は G 上可積分である．さらに，上式より，f ∗ g は Lp(G) の元を定め，

‖f ∗ g‖Lp(G) ≤ ‖f‖L1(G)‖g‖Lp(G)

を満たす．

定義 A.9（畳み込み） G を局所コンパクトHausdorff群とし，G 上のHaar測度を 1つ固定する．1 ≤ p ≤ ∞
とし，f ∈ L1(G)，g ∈ Lp(G) とする．

(1) 関数 y 7→ f(y)g(y−1x) が G 上可積分であるような x ∈ G に対して，(f ∗ g)(x) を定理 A.8 (2)のと
おり定める．

(2) 定理 A.8 (2)によって定まる Lp(G) の元を，f と g の畳み込みといい，f ∗ g と書く．

命題 A.10 G を局所コンパクト Hausdorff群とし，G 上の Haar測度を 1つ固定する．1 ≤ p ≤ ∞ とする．

(1) 写像 L1(G) × Lp(G) → Lp(G); (f, g) 7→ f ∗ g は双線型である．
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(2) G が可換であるとし，f , g ∈ L1(G) とする．このとき，x ∈ G に対して関数 y 7→ f(y)g(y−1x) が G

上可積分であることと y 7→ g(y)f(y−1x) が G 上可積分であることとは同値であり，これを満たす x

に対して (f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x) が成り立つ．したがって特に，L1(G) の元として f ∗ g = g ∗ f が成
り立つ．

(3) 任意の f , g, h ∈ L1(G) に対して，L1(G) の元として (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) が成り立つ．

(3)については，上と同様に，G 上の Haar測度が σ-有限である場合に限って証明を与える．一般の場合の
証明については，Cohn [2, sec. 9.4] を参照のこと．

部分的証明 (1) 明らかである．
(2) G が可換であるとき，x ∈ G に対して Φx : G → G; y 7→ y−1x は（固定した Haar測度に関して）測
度空間の同型である．関数 y 7→ f(y)g(y−1x) と y 7→ g(y)f(y−1x) とはこの同型 Φx によってうつり合うか
ら，これら 2つの関数の可積分性は同値であり，可積分である場合の積分の値は等しい．これで示された．

(3) G 上の Haar 測度が σ-有限であるとする．このとき，G 上の Haar 測度に関する Tonelli の定理や
Fubiniの定理が使えることに注意する．

f , g, h ∈ L1(G) とする．(f ∗ (g ∗ h))(x) が定義される x ∈ G に対して

(f ∗ (g ∗ h))(x) =
∫

G

f(y)(g ∗ h)(y−1x) dy

=
∫

G

∫
G

f(y)g(z)h(z−1y−1x) dz dy

である．一方で，((f ∗ g) ∗ h)(x) が定義される x ∈ G に対して

((f ∗ g) ∗ h)(x) =
∫

G

(f ∗ g)(z)h(z−1x) dz

=
∫

G

∫
G

f(y)g(y−1z)h(z−1x) dy dz

=
∫

G

∫
G

f(y)g(y−1z)h(z−1x) dz dy

=
∫

G

∫
G

f(y)g(z)h(z−1y−1x) dz dy

である．ここで，f , g, h ∈ L1(G) と Tonelliの定理より (x, y, z) 7→ f(y)g(y−1z)h(z−1x) が G × G × G 上
（積測度に関して）可積分であることに注意して，Fubiniの定理を用いた．よって，ほとんどすべての x ∈ G

に対して (f ∗ (g ∗h))(x) = ((f ∗g)∗h)(x) が成り立ち，したがって L1(G) の元として (f ∗g)∗h = f ∗ (g ∗h)
が成り立つ．

A.4 近似単位元
定義 A.11（近似単位元） G を局所コンパクト Hausdorff群とし，G 上の Haar測度を 1つ固定する．L1(G)
の元の族 {kN }N∈N は，次の 3条件を満たすとき，L1(G) の近似単位元であるという．

(AI1) {kN }N∈N は L1(G) において有界である．すなわち，ある C ≥ 0 が存在し，任意の N ∈ N に対して
‖kN ‖L1(G) ≤ C が成り立つ．

(AI2) 任意の N ∈ N に対して，∫
G

kN (x) dx = 1 である．
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(AI3) 単位元 e ∈ G の任意の近傍 U に対して，N → ∞ のとき ∫
G\U

|kN (x)| dx → 0 となる．

定理 A.12 G を局所コンパクト Hausdorff群とし，G 上の Haar測度を 1つ固定する．{kN }N∈N を L1(G)
の近似単位元とする．このとき，任意の f ∈ Lp(G)（1 ≤ p < ∞）に対して，

lim
N→∞

‖kN ∗ f − f‖Lp(G) = 0

である．

証明 {kN }N∈N は近似単位元だから，任意の N ∈ N に対して ‖kN ‖L1(G) ≤ C であるような C ≥ 0 がとれ
る．これをとっておく．

f ∈ Lp(G) とし，ϵ > 0 を任意にとる．近似単位元 {kN }N∈N は
∫

G
kN (y) dy = 1 を満たすから，ほとんど

すべての x ∈ G に対して

(kN ∗ f)(x) − f(x) =
∫

G

kN (y)(f(y−1x) − f(x)) dy

が成り立つ（f の代表元を 1つとり，これも f と書いた）．一方で，命題 A.7より，任意の x ∈ G に対して(∫
G

|kN (y)(f(y−1x) − f(x))| dy

)p

≤ Cp−1
∫

G

|kN (y)||f(y−1x) − f(x)|p dy

が成り立つ．以上 2式と Tonelliの定理より，

‖(kN ∗ f) − f‖p
Lp(G) ≤

∫
G

(∫
G

|kN (y)(f(y−1x) − f(x))| dy

)p

dx

≤ Cp−1
∫

G

∫
G

|kN (y)||f(y−1x) − f(x)|p dy dx

= Cp−1
∫

G

|kN (y)|
∫

G

|f(y−1x) − f(x)|p dx dy

= Cp−1
∫

G

|kN (y)|‖τyf − f‖p
Lp(G) dy

である．そこで，
lim

N→∞

∫
G

|kN (y)|‖τyf − f‖p
Lp(G) dy = 0 (∗)

を示せばよい．
ϵ > 0 を任意にとる．平行移動の連続性（命題 A.6）より，単位元 e ∈ G の近傍 U であって，任意の y ∈ U

に対して ‖τyf − f‖Lp(G) ≤ ϵ を満たすものがとれる．評価すべき積分の積分範囲を U と G \ U に分割して
考える．まず，U のとり方より，任意の N ∈ N に対して∫

U

|kN (y)|‖τyf − f‖p
Lp(G) dy ≤

∫
U

|kN (y)| · ϵ dy ≤ Cϵ

である．一方で，{kN }N∈N は近似単位元だから，十分大きい任意の N ∈ N に対して ∫
G\U

|kN (y)| dy ≤ ϵ と
なる．このとき，∫

G\U

|kN (y)|‖τyf − f‖p
Lp(G) dy ≤ (2‖f‖Lp(G))p

∫
G\U

|kN (y)| dy ≤ (2‖f‖Lp(G))pϵ

である．よって，十分大きい任意の N ∈ N に対して∫
G

|kN (y)|‖τyf − f‖p
Lp(G) dy ≤ (C + (2‖f‖Lp(G))p)ϵ

が成り立つ．これで，(∗)が示された．
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付録 B Hilbert空間論
本節の内容の詳細については，たとえば Rudin [4, ch. 4] を参照のこと．
Hilbert空間の内積 〈–|–〉 は，第 1変数に関して線型，第 2変数に関して共役線型であるとする．

定義 B.1（正規直交基底） E を Hilbert空間，{ei}i∈I を E の元の族とする．

(1) {ei}i∈I が完全であるとは，E において {ei}i∈I が生成する部分線型空間が稠密であることをいう．
(2) {ei}i∈I が直交系であるとは，任意の異なる 2つの i, j ∈ I に対して ei と ej が直交することをいう．
さらに，任意の i ∈ I に対して ‖ei‖ = 1 であるとき，{ei}i∈I は正規直交系であるという．

(3) {ei}i∈I が E の正規直交基底であるとは，{ei}i∈I が完全な正規直交系であることをいう．

事実 B.2 E を Hilbert空間，{ei}i∈I を E の元の族とする．次の 2条件は同値である．

(a) {ei}i∈I は E の正規直交基底である．
(b) 任意の u ∈ E に対して，{〈u|ei〉ei}i∈I は E において総和可能であり，

u =
∑
i∈I

〈u|ei〉ei

が成り立つ．
(c) 任意の u, v ∈ E に対して，{〈u|ei〉〈v|ei〉}i∈I は C において絶対総和可能であり，

〈u|v〉 =
∑
i∈I

〈u|ei〉〈v|ei〉

が成り立つ．
(d) 任意の u ∈ E に対して，

‖u‖2 =
∑
i∈I

|〈u|ei〉|2

が成り立つ．
(e) u ∈ E に (〈u|ei〉)i∈I を対応させる写像は，E から l2(I) への Hilbert空間の同型である．
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