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概要
ホモロジー論について解説する．最初に，ホモロジー理論を公理的に定義し，公理からさまざまな性質を
導出する．次に，特異ホモロジー群を定義し，これがホモロジー理論の公理を満たしていることを示す．最
後に，（相対）CW複体の胞体ホモロジー群を定義し，その計算例を見る．
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記号と用語
• 自然数，整数，実数，複素数全体の集合を，それぞれ N, Z, R, Cと書く．0は自然数に含める．
• 1点空間を ptと書く．単位閉区間 [0, 1]を Iと書く．n ∈ Nに対して，Rn の原点を中心とする単位閉
球を Dn，単位球面を Sn−1 と書く（S−1 = ∅である）．

• 位相空間 X とその部分空間 A ⊆ X との組 (X,A) を，空間対という．位相空間 X とその部分空間
B ⊆ A ⊆ X からなる組 (X,A,B)を，空間三対という．

• 位相空間 X とその点 ∗との組 (X, ∗)を，点付き空間といい，∗をこの点付き空間の基点という．点付
き空間 (X, ∗)を，しばしば，空間対 (X, {∗})と同一視する．

• (X,A), (Y,B)を空間対とする．連続写像 f : X → Y が f(A) ⊆ Bを満たすとき，f : (X,A)→ (Y,B)
と書く．点付き空間については，このような（すなわち，基点を保つ）連続写像を，点付き連続写像と
いう．

• 位相空間 X の部分集合族 U であって，{U◦ | U ∈ U} が X を被覆するものを，X の本質的開被覆と
いう．

• 射の族 (ϕi)i∈I から積の普遍性によって誘導される射を (ϕi)i∈I と書き，余積の普遍性によって誘導さ
れる射を 〈ϕi〉i∈I と書く．I の元が列挙されている場合には，(ϕ1, . . . , ϕn), 〈ϕ1, . . . , ϕn〉などとも書く．

2



• 本稿を通して，特に断らない限り，Rを可換環とする．

1 公理的ホモロジー
1.1 ホモロジー理論
空間対 (X,A)に対して空間対 (A, ∅)を与え，空間対の間の連続写像 f : (X,A) → (Y,B)に対して連続写
像 f |A : (A, ∅)→ (B, ∅)を与える対応は，空間対の圏 Top(2) から自身への関手であり，また空間対のホモト
ピー圏Ho(Top(2))から自身への関手を誘導する．これらの関手を，J と書く．

定義 1.1（ホモロジー理論） R-係数のホモロジー理論（homology theory）h∗ = ((hn)n∈Z, (∂n)n∈Z)とは，

• 関手 hn : Ho(Top(2))→ R-Mod，
• 自然変換 ∂n : hn ⇒ hn−1 ◦ J

からなる族であって，次の 2条件を満たすものをいう．以下，hn(X, ∅)を単に hn(X)と書く．

(H1) 完全列公理（exact sequence axiom）：任意の空間対 (X,A)に対して，列

· · · ∂n+1−−−→ hn(A) −→ hn(X) −→ hn(X,A)
∂n−−→ hn−1(A) −→ hn−1(X) −→ hn−1(X,A)
∂n−1−−−→ · · ·

は完全である（これを，空間対 (X,A) に対するホモロジー完全列という）．ここで，表示のない矢印
は，包含写像が誘導する準同型を表す．

(H2) 切除公理（excision axiom）：X が位相空間，A, B がその部分空間で B ⊆ A◦ を満たすとき，任意の
n ∈ Zに対して，包含写像が誘導する準同型 hn(X \B,A \B)→ hn(X,A)は同型である．

さらに，

• 各 hn が余積を保つとき，h∗ は加法的（additive）であるという．すなわち，h∗ が加法的であるとは，
任意の n ∈ Zと空間対の族 ((Xλ, Aλ))λ∈Λ に対して，(X,A) =

∐
λ∈Λ(Xλ, Aλ)と置くとき，包含写像

が誘導する準同型を構造射として

hn(X,A) ∼=
⊕
λ∈Λ

hn(Xλ, Aλ)

となることをいう．
• 任意の n ∈ Z \ {0}に対して hn(pt) = 0であるとき，h∗ は次元公理（dimension axiom）を満たすと
いう．次元公理を満たすホモロジー理論を常ホモロジー理論（ordinary homology theory）といい，満
たさないホモロジー理論を超常ホモロジー理論（extraordinary homology theory）という．

ホモロジー理論 h∗を固定するとき，加群 hn(X,A)を，空間対 (X,A)の n次ホモロジー群（n-th homology
group）という．また，各準同型 ∂n : hn(X,A)→ hn−1(A)を，連結準同型（connecting homomorphism）と
いう．
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以下，連続写像 f : (X,A) → (Y,B) の対ホモトピー類 [f ] が誘導するホモロジー群の間の準同型
hn([f ]) : hn(X,A) → hn(Y,B) を，f∗ と書く．また，ホモロジー理論の連結準同型は，特に明示しなく
ても，∂n あるいは単に ∂ と書く．
完全列公理から，次のことがただちに従う．

命題 1.2 h∗ をホモロジー理論とする．空間対 (X,A)について，包含写像 i : A→ X がホモトピー同値なら
ば，任意の n ∈ Zに対して hn(X,A) = 0である．

証明 iがホモトピー同値ならば i∗ は同型だから，ホモロジー完全列

hn(A) i∗−−→ hn(X) −→ hn(X,A) ∂−−→ hn−1(A) i∗−−→ hn−1(X)

より hn(X,A) = 0である．

命題 1.3 h∗ をホモロジー理論とする．f : (X,A) → (Y,B) を空間対の間の連続写像とする．n ∈ Z
とするとき，k = n, n − 1 に対して f∗ : hk(X) → hk(Y ) および f∗ : hk(A) → hk(B) が同型ならば，
f∗ : hn(X,A)→ hn(Y,B)も同型である．

証明 ホモロジー完全列の間の可換図式

hn(A) hn(X) hn(X,A) hn−1(A) hn−1(X)

hn(B) hn(Y ) hn(Y,B) hn−1(A) hn−1(Y )

を考えると，主張は五項補題（命題 B.2）から従う．

注意 1.4 命題 1.3より特に，f が X から Y への連続写像としてホモトピー同値であり，かつ Aから B へ
の連続写像としてホモトピー同値ならば，すべての n ∈ Zに対して f∗ : hn(X,A)→ hn(Y,B)は同型である．
しかし，このとき，f が (X,A)から (Y,B)への連続写像として対ホモトピー同値であるとは限らない（注意
A.5）．

ホモロジー理論が自動的に有限加法的となることを示す．

命題 1.5（ホモロジー理論の有限加法性） 任意のホモロジー理論 h∗ について，各 hn は有限余積を保つ．す
なわち，任意の空間対の有限族 ((Xλ, Aλ))λ∈Λ に対して，(X,A) =

∐
λ∈Λ(Xλ, Aλ)と置くとき，包含写像が

誘導する準同型を構造射として
hn(X,A) ∼=

⊕
λ∈Λ

hn(Xλ, Aλ)

となる．

証明 命題 1.2より，hn(∅) = 0である．あとは，空間対 (X,A), (Y,B)に対して，包含写像が誘導する準同
型を構造射として

hn(X t Y,A tB) ∼= hn(X,A)⊕ hn(Y,B)

であることを示せばよい．
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まず，A = B = ∅とする．包含写像が誘導する準同型がなす可換図式

hn(X) hn(Y )

hn(X t Y )

hn(X t Y, Y ) hn(X t Y,X)

について，切除公理より二つの縦の矢印は同型であり，また完全列公理より左上から右下に向かう列は完全で
ある．よって，和の補題（補題 B.1 (2)）より，包含写像が誘導する準同型を構造射として

hn(X t Y ) ∼= hn(X)⊕ hn(Y )

である．
次に，一般の場合を考える．ホモロジー完全列の間の可換図式

hn(A) ⊕ hn(B) hn(X) ⊕ hn(Y ) hn(X, A) ⊕ hn(Y, B) hn−1(A) ⊕ hn−1(B) hn−1(X) ⊕ hn−1(Y )

hn(A t B) hn(X t Y ) hn(X t Y, A t B) hn−1(A t B) hn−1(X t Y )

において，前段の結果より中央を除く四つの縦の矢印は同型だから，五項補題（命題 B.2）より中央の縦の矢
印も同型である．これで，主張が示された．

1.2 三対のホモロジー完全列
以下，ホモロジー理論 h∗ と空間三対 (X,A,B) に対して，連結準同型 ∂ = ∂n : hn(X,A) → hn−1(A)
と包含写像が誘導する準同型 hn−1(A) → hn−1(A,B) との合成をまた連結準同型といい，これをそのまま
∂ = ∂n : hn(X,A)→ hn−1(A,B)と書く．

命題 1.6（三対のホモロジー完全列） h∗ をホモロジー理論とする．任意の空間三対 (X,A,B)に対して，準
同型の列

· · · ∂−−→ hn(A,B) −→ hn(X,B) −→ hn(X,A)
∂−−→ hn−1(A,B) −→ hn−1(X,B) −→ hn−1(X,A)
∂−−→ · · ·

は完全である．ここで，表示のない矢印は，包含写像が誘導する準同型を表す．

証明 包含写像が誘導する準同型と連結準同型からなる可換図式

hn+1(X) hn+1(X,A) hn(A,B) hn−1(B)

hn+1(A) hn+1(X,B) hn(A) hn(X,B)

hn+1(A,B) hn(B) hn(X)

∂

∂

∂

∂

に組紐の補題（命題 B.4）を適用すればよい．
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1.3 切除対
定義 1.7（切除対） h∗ をホモロジー理論とする．位相空間 X の部分集合 U , V について，包含写像が誘導
する準同型 hn(U,U ∩ V ) → hn(U ∪ V, V ) がすべての n ∈ Z に対して同型であるとき，(U, V ) はホモロ
ジー理論 h∗ に関する切除対（excisive pair）である，あるいは (U ∪ V ;U, V ) はホモロジー理論 h∗ に関す
る切除系（excisive system）であるという．切除対に伴うホモロジー群の間の同型を，切除同型（excisive
isomorphism）という．

ホモロジー理論の定義（定義 1.1）における切除公理は，「X の本質的開被覆 (U, V )は切除対である」とい
いかえられる（U = X \ B，V = Aと対応する）．これを少し一般化したものが次の命題であり，切除対は，
典型的にはこのようにして得られる．

命題 1.8 X を位相空間とする．(U, V ) は X の被覆，(Ũ , Ṽ ) は X の本質的開被覆であり，U ⊆ Ũ かつ
V ⊆ Ṽ を満たし，かつ包含写像 U → Ũ，V → Ṽ，U ∩ V → Ũ ∩ Ṽ はすべてホモトピー同値であるとする．
このとき，(U, V )は，任意のホモロジー理論 h∗ に関する切除対である．

証明 命題 1.3より，包含写像が誘導する準同型 hn(U,U ∩ V )→ hn(Ũ , Ũ ∩ Ṽ )，hn(X,V )→ hn(X, Ṽ )は
同型である．よって，主張は可換図式

hn(U,U ∩ V ) hn(X,V )

hn(Ũ , Ũ ∩ Ṽ ) hn(X, Ṽ )

∼= ∼=

から従う．

命題 1.9 h∗ をホモロジー理論とする．位相空間 X の部分集合 U , V に対して，次の 4条件は同値である．

(a) (U, V )は切除対である．
(b) (V,U)は切除対である．
(c) 任意の n ∈ Z に対して，包含写像が誘導する準同型の組 hn(U,U ∩ V ) → hn(U ∪ V,U ∩ V ) ←

hn(V,U ∩ V )は余積の図式である．
(d) 任意の n ∈ Zに対して，包含写像が誘導する準同型の組 hn(U∪V,U)← hn(U∪V,U∩V )→ hn(X,V )
は積の図式である．

証明 包含写像が誘導する準同型がなす可換図式

hn(U,U ∩ V ) hn(V,U ∩ V )

hn(U ∪ V,U ∩ V )

hn(U ∪ V, V ) hn(U ∪ V,U)

を考える．完全列公理より，左上から右下に向かう列，および右上から左下に向かう列は，それぞれ完全で
ある．

(a)⇐⇒ (b) (U, V )が切除対である，すなわち包含写像 (U,U ∩ V )→ (U ∪ V, V )がすべての次数のホモ
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ロジー群の間に同型を誘導するとする．この包含写像は

(U,U ∩ V ) −→ (U ∪ V,U ∩ V ) −→ (U ∪ V, V )

と分解されるから，包含写像 (U,U ∩ V ) → (U ∪ V,U ∩ V )はすべての次数のホモロジー群の間に単射を誘
導し，包含写像 (U ∪ V,U ∩ V )→ (U ∪ V, V )はすべての次数のホモロジー群の間に全射を誘導する．ホモロ
ジー完全列（命題 1.6）

hn(U ∪ V,U ∩ V ) −→ hn(U ∪ V,U) −→ hn−1(U,U ∩ V ) −→ hn−1(U ∪ V,U ∩ V )

において，第三の準同型は単射だから，第二の準同型は 0であり，したがって第一の準同型は全射である．ま
た，ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn+1(U ∪ V,U ∩ V ) −→ hn+1(U ∪ V, V ) −→ hn(V,U ∩ V ) −→ hn(U ∪ V,U ∩ V )

において，第一の準同型は全射だから，第二の準同型は 0であり，したがって第三の準同型は単射である．こ
れらのことと和の補題（補題 B.1 (1)）より，包含写像が誘導する準同型 hn(V,U ∩ V )→ hn(U ∪ V,U)は同
型である．これが任意の n ∈ Zに対して成り立つから，(V,U)は切除対である．U と V を入れ替えれば，逆
の含意もわかる．

(a)かつ (b) =⇒ (c)かつ (d) 和の補題（補題 B.1 (2)）から従う．
(c) =⇒ (a) (c)が成り立つとする．ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn(U ∪ V,U ∩ V ) −→ hn(U ∪ V, V ) −→ hn(V,U ∩ V ) −→ hn−1(U ∪ V,U ∩ V )

において，仮定より第三の準同型は単射だから，第二の準同型は 0であり，したがって第一の準同型は全射で
ある．よって，和の補題（補題 B.1 (3)）より，包含写像が誘導する準同型 hn(U,U ∩ V )→ hn(U ∪ V, V )は
同型である．これが任意の n ∈ Zに対して成り立つから，(U, V )は切除対である．

(d) =⇒ (a) (d)が成り立つとする．ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn+1(U ∪ V,U ∩ V ) −→ hn+1(U ∪ V,U) −→ hn(U,U ∩ V ) −→ hn(U ∪ V,U ∩ V )

において，仮定より第一の準同型は全射だから，第二の準同型は 0であり，したがって第三の準同型は単射で
ある．よって，和の補題（補題 B.1 (4)）より，包含写像が誘導する準同型 hn(U,U ∩ V )→ hn(U ∪ V, V )は
同型である．これが任意の n ∈ Zに対して成り立つから，(U, V )は切除対である．

例 1.10（懸垂同型） ここまでの結果から，空間対 (Dn, Sn−1)（n ≥ 0）のホモロジー群の間の同型が構成で
きる．これは，懸垂同型（suspension isomorphism）と呼ばれ，4節でも用いられる．以下，h∗ をホモロジー
理論とする．
Sn の二つの部分集合 Dn

+, Dn
− を，

Dn
+ = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≥ 0},

Dn
− = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≤ 0}

と定める．各 k ∈ Zに対して，次の二つのホモロジー群の間の同型が考えられる．

• i(x) = (x,−
√

1− ‖x‖2)（x ∈ Dn）で定まる写像 iは，空間対 (Dn, Sn−1)から (Dn
−, D

n
+ ∩Dn

−)への
同相である．(Dn

+, D
n
−)は切除対だから（命題 1.8），iが誘導する準同型

i∗ : hk(Dn, Sn−1)→ hk(Sn, Dn
+)
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は同型である．
• ホモロジー完全列（命題 1.6）

hk+1(Dn+1, Dn
+) −→ hk+1(Dn+1, Sn) ∂−−→ hk(Sn, Dn

+) −→ hk(Dn+1, Dn
+)

と hk+1(Dn+1, Dn
+) = hk(Dn+1, Dn

+) = 0 より（Dn+1, Dn
− が可縮であることと命題 1.2 から従う），

連結準同型
∂ : hk+1(Dn+1, Sn)→ hk(Sn, Dn

+)

は同型である．

これらを合成して，懸垂同型

σ = ∂−1 ◦ i∗ : hk(Dn, Sn−1)→ hk+1(Dn+1, Sn)

を得る．これを繰り返し用いることで，hk(Dn, Sn−1) ∼= hk−n(D0, S−1) = hk−n(pt)がわかる．特に，h∗ が
常ホモロジー理論で h0(pt) = M ならば，

hk(Dn, Sn−1) ∼=

{
M (k = n)
0 (k 6= n)

である．

1.4 被約ホモロジー
定義 1.11（被約ホモロジー群） h∗ をホモロジー理論とする．位相空間 X と n ∈ Zに対して，1点空間への
唯一の写像 X → ptが誘導する準同型の核を，

h̃n(X) = Ker(hn(X)→ hn(pt))

と書く．加群 h̃n(X)を，X の n次被約ホモロジー群（n-th reduced homology group）という．

hn(pt) = 0ならば，n次被約ホモロジー群 h̃n(X)は n次ホモロジー群 hn(X)に等しい．特に，常ホモロ
ジー理論 h∗ に対しては，任意の整数 n 6= 0に対して h̃n(X) = hn(X)である．
f : X → Y を位相空間の間の連続写像とし，1点空間への唯一の写像を rX : X → pt，rY : Y → ptと書く
と，rX = rY ◦ f より rX∗ = rY ∗ ◦ f∗ だから，f∗(h̃n(X)) ⊆ h̃n(Y )である．よって，n次被約ホモロジー群
を与える対応は，関手

h̃n : Ho(Top)→ R-Mod

をなす．

命題 1.12 h∗ をホモロジー理論とする．

(1) 位相空間 X が可縮ならば，すべての n ∈ Zに対して h̃n(X) = 0である．
(2) 位相空間の間の連続写像 f : X → Y が定値写像にホモトピックならば，すべての n ∈ Zに対して準同
型 f∗ : h̃n(X)→ h̃n(Y )は 0である．
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証明 (1) 明らかに h̃n(pt) = 0だから，X が可縮ならば h̃n(X) ∼= h̃n(pt) = 0である．
(2) 定値写像は 1点空間 ptを経由するから，それが誘導する準同型は h̃n(pt) = 0を経由し，したがって

0である．よって，定値写像にホモトピックな連続写像が誘導する準同型も 0である．

命題 1.13 h∗をホモロジー理論とする．空間対 (X,A)について，AがX のレトラクトならば，任意の n ∈ Z
に対して，包含写像が誘導する準同型の列

0 −→ hn(A) −→ hn(X) −→ hn(X,A) −→ 0

は完全である．さらに，レトラクション r : X → Aが誘導する準同型 r∗ : hn(X)→ hn(A)は，上記の短完全
列の左分裂である．

証明 包含写像を i : A → X，j : X → (X,A) と書く．r : X → A をレトラクションとすると，r∗ ◦ i∗ =
(r ◦ i)∗ = idhn(A) である．特に，i∗ は単射である．ホモロジー完全列

hn(A) i∗−−→ hn(X) j∗−−→ hn(X,A) ∂−−→ hn−1(A) i∗−−→ hn−1(X)

より，i∗ の単射性から ∂ = 0と j∗ の全射性が順にわかる．よって，与えられた列は完全であり，r∗ はその左
分裂である．

系 1.14 h∗ をホモロジー理論とする．(X,x0)を点付き空間とし，写像 i : pt→ X を i(∗) = x0 と定め，1点
空間への唯一の写像を r : X → ptと書く．任意の n ∈ Zに対して，次が成り立つ．

(1) i∗ : hn(pt)→ hn(X)は単射であり，r∗ : hn(X)→ hn(pt)は全射である．
(2) i∗ : hn(pt)→ hn(X)の像は，h̃n(X)の hn(X)における補空間である．
(3) 包含写像 j : X → (X,x0)が誘導する準同型 j∗ : hn(X)→ hn(X,x0)は，同型 h̃n(X) ∼= hn(X,x0)を
誘導する．

証明 X から ptへの唯一の写像を r : X → ptと書く．命題 1.13より

0 −→ hn(pt) i∗−−→ hn(X) j∗−−→ hn(X,A) −→ 0

は短完全列であり，r∗ : hn(X)→ hn(A)はその左分裂である．よって，i∗ は単射，r∗ は全射であり，i∗ の像
は Ker r∗ = h̃n(X)の補空間であり，j∗ は同型 h̃n(X) ∼= hn(X,x0)を与える．

定理 1.15（被約ホモロジー完全列） h∗ をホモロジー理論とする．(X,A) を空間対とし，包含写像を
i : A→ X，j : X → (X,A)と書く．

(1) 任意の n ∈ Zに対して，h̃n(A) = (i∗)−1(h̃n(X))である．
(2) 任意の n ∈ Zに対して，連結準同型 ∂ : hn(X,A)→ hn−1(A)の像は h̃n−1(A)に含まれる．

以下では，さらに，A 6= ∅と仮定する．

(3) 任意の n ∈ Zに対して，j∗(h̃n(X)) = j∗(hn(X))である．
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(4) 準同型の列

· · · ∂−−→ h̃n(A) i∗−−→ h̃n(X) j∗−−→ hn(X,A)
∂−−→ h̃n−1(A) i∗−−→ h̃n−1(X) j∗−−→ hn−1(X,A)
∂−−→ · · ·

は完全である．ここで，連結準同型 ∂ : hn(X,A)→ hn−1(A)の終域を h̃n−1(A)に制限した（(2)より
これは可能である）ものを，そのまま ∂ と書いた．

証明 1点空間への唯一の写像を r : X → pt，r′ : A→ ptと書く．二つのホモロジー完全列がなす可換図式

hn(A) hn(X) hn(X,A) hn−1(A)

hn(pt) hn(pt) hn(pt,pt) hn−1(pt)

r′
∗

i∗

r∗

j∗ ∂

r′
∗

∂

(∗)

に注意する．
(1) (∗)の左側の四角より，(i∗)−1(h̃n(X)) = (i∗)−1(Ker r∗) = Ker r′

∗ = h̃n(A)である．
(2) (∗)の右側の四角と hn(pt,pt) = 0より，Im ∂ ⊆ Ker r′

∗ = h̃n−1(A)である．
(3) u ∈ hn(X) を任意にとる．r∗(u) ∈ hn(pt) であり，A 6= ∅ と系 1.14 (1) より r′

∗ は全射だから，
v ∈ hn(A)を r′

∗(v) = r∗(u)となるようにとれる．このとき，u− i∗(v) ∈ h̃n(X)であり，したがって

j∗(u) = j∗(u− i∗(v)) ∈ j∗(h̃n(X))

である．よって，j∗(h̃n(X)) = j∗(hn(X))が成り立つ．
(4) 完全列公理と (1), (2), (3)から，それぞれ h̃n(X), h̃n−1(A), h̃n(X,A)における完全性が従う．

1.5 Mayer–Vietoris完全列
定理 1.16（Mayer–Vietoris完全列） h∗をホモロジー理論とする．(X;X1, X2)を切除系とし，X12 = X1∩X2

と置き，Aを X12 の部分空間とする．ik : X12 → Xk，jk : Xk → X（k = 1, 2）を包含写像とする．このと
き，準同型の列

· · · MV−−→ hn(X12, A) (i1∗,i2∗)−−−−−→ hn(X1, A)⊕ hn(X2, A) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ hn(X,A)
MV−−→ hn−1(X12, A) (i1∗,i2∗)−−−−−→ hn−1(X1, A)⊕ hn−1(X2, A) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ hn−1(X,A)
MV−−→ · · ·

は完全である．ここで，準同型MVは，包含写像が誘導する準同型，切除同型，連結準同型を用いて

MV: hn(X,A) −→ hn(X,X2)
∼=←−− hn(X1, X12) ∂−−→ hn−1(X12, A)

と定義される．
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証明 ホモロジー完全列（命題 1.6）の間の可換図式

hn(X12, A) hn(X1, A) hn(X1, X12) hn−1(X12, A) hn−1(X1, A)

hn(X2, A) hn(X,A) hn(X,X2) hn−1(X2, A) hn−1(X,A)

∼=

∂

∂

に Barratt–Whiteheadの補題（命題 B.5）を適用すればよい．

系 1.17（被約 Mayer–Vietoris 完全列） h∗ をホモロジー理論とする．(X;X1, X2) を切除系とし，X12 =
X1 ∩X2 は空でないとする．ik : X12 → Xk，jk : Xk → X（k = 1, 2）を包含写像とする．このとき，準同型
の列

· · · MV−−→ h̃n(X12) (i1∗,i2∗)−−−−−→ h̃n(X1)⊕ h̃n(X2) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ h̃n(X)
MV−−→ h̃n−1(X12) (i1∗,i2∗)−−−−−→ h̃n−1(X1)⊕ h̃n−1(X2) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ h̃n−1(X)
MV−−→ · · ·

は完全である．ここで，準同型MVは，包含写像が誘導する準同型，切除同型，連結準同型を用いて

MV: h̃n(X) −→ hn(X,X2)
∼=←−− hn(X1, X12) ∂−−→ h̃n−1(X12)

と定義される．

証明 Mayer–Vietoris完全列（定理 1.16）で Aを X12 の 1点部分集合とし，系 1.14 (3)の同型を用いれば
よい．

注意 1.18 Mayer–Vietoris完全列（定理 1.16）において，準同型MVは包含写像が誘導する準同型，切除同型，
連結準同型を用いて定義されているから，自然性を満たす．すなわち，切除系 (X;X1, X2)とX12 = X1 ∩X2

の部分空間 A，切除系 (Y ;Y1, Y2)と Y12 = Y1 ∩ Y2 の部分空間 B を考えるとき，連続写像 f : X → Y であっ
て X1, X2, Aをそれぞれ Y1, Y2, B の中に移すものについて，図式

hn(X,A) hn−1(X12, A)

hn(Y,B) hn−1(Y12, B)

f∗

MV

f∗

MV

は可換である．被約 Mayer–Vietoris 完全列（系 1.17）においても同様に，切除系 (X;X1, X2) であって
X12 = X1 ∩X2 が空でないもの，切除系 (Y ;Y1, Y2)であって Y12 = Y1 ∩ Y2 が空でないものを考えるとき，
連続写像 f : X → Y であって X1, X2 をそれぞれ Y1, Y2 の中に移すものについて，図式

h̃n(X) h̃n−1(X12)

h̃n(Y ) h̃n−1(Y12)

f∗

MV

f∗

MV

は可換である．
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例 1.19（球面の被約ホモロジー群） 例 1.10と同様に，Sn（n ≥ 0）の二つの部分集合 Dn
+, Dn

− を

Dn
+ = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≥ 0},

Dn
− = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≤ 0}

と定める．埋め込み Sn → Sn+1, x 7→ (x, 0)によって Snを Sn+1の部分空間とみなすと，Dn+1
+ ∩Dn+1

− = Sn

である．そこで，各 k ∈ Zに対して，切除系 (Sn+1;Dn+1
+ , Dn+1

− )（命題 1.8）から被約Mayer–Vietoris完全
列（系 1.17）

h̃k+1(Dn+1
+ )⊕ h̃k+1(Dn+1

− ) −→ h̃k+1(Sn+1) MV−−→ h̃k(Sn) −→ h̃k(Dn+1
+ )⊕ h̃k(Dn+1

− )

が得られるが，Dn+1
+ とDn+1

− は可縮だからその被約ホモロジー群は 0である（命題 1.12 (1)）．よって，MV
は同型

MV: h̃k+1(Sn+1)
∼=−−→ h̃k(Sn)

を与える．これを繰り返し用いることで，h̃k(Sn) ∼= h̃k−n(S0)がわかる．
h∗ が常ホモロジー理論で h0(pt) = M であるとする．すると，k 6= 0 に対しては h̃k(S0) = hk(S0) ∼=

hk(pt)⊕ hk(pt) = 0であり，また容易に確かめられるように h̃0(S0) ∼= M である．よって，前段の結果より，

h̃k(Sn) ∼=

{
M (k = n)
0 (k 6= n)

である．被約でないホモロジー群は，n = 0のとき

hk(S0) ∼=

{
M ⊕M (k = 0)
0 (k 6= 0)

であり，n ≥ 1のとき
hk(Sn) ∼=

{
M (k = 0, n)
0 (otherwise)

である．

上記のMayer–Vietoris完全列における Aを切除系に置き換えた，より一般の形の完全列を構成することも
できる．以下の議論は，Steiner [6] による．なお，特異ホモロジーについては，ホモロジー代数を利用した簡
明な証明がある（定理 2.32）．

補題 1.20 h∗ をホモロジー理論とする．位相空間の包含写像の可換図式

A B

C D

に対して，D × I× Iの部分空間

L = (A× I× I) ∪ (B × {1} × I) ∪ (C × I× {1}) ∪ (D × {1} × {1}),
M = (A× I× {0}) ∪ (A× {0} × I) ∪ (B × {1} × {0}) ∪ (C × {0} × {1})

を考える．
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(1) 準同型の列

· · · −→ hn(B,A) −→ hn(D,C) −→ hn(L,M)
−→ hn−1(B,A) −→ hn−1(D,C) −→ hn−1(L,M)
−→ · · ·

は完全である．ここで，準同型 hn(B,A)→ hn(D,C)は包含写像が誘導するものであり，その他の準
同型は証明の中で構成される．

(2) 準同型の列

· · · −→ hn(C,A) −→ hn(D,B) −→ hn(L,M)
−→ hn−1(C,A) −→ hn−1(D,B) −→ hn−1(L,M)
−→ · · ·

は完全である．ここで，準同型 hn(C,A)→ hn(D,B)は包含写像が誘導するものであり，その他の準
同型は証明の中で構成される．

証明 Lの部分空間 NAB , NAC , NCD を

NAB = (A× I× {0}) ∪ (B × {1} × {0}),
NAC = (A× {0} × I) ∪ (C × {0} × {1}),
NCD = (C × {0} × I) ∪ (D × {1} × {1})

と定める．
(1) ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn+1(L,M) ∂−−→ hn(M,NAC) −→ hn(L,NAC) ∂−−→ hn(L,M)

において，中央の 2項 hn(M,NAC)→ hn(L,NAC)を hn(B,A)→ hn(D,C)に置き換えることを考える．
まず，連続写像 i : (NAB , A×{0}×{0})→ (NCD, C ×{0}×{1})を i(x, 0, 0) = i(x, 0, 1)と定めると，位
相空間の図式

(M,NAC) (L,NAC)

(NAB , A× {0} × {0}) (NCD, C × {0} × {1})i

は対ホモトピー可換だから（表示のない矢印は，包含写像を表す），ホモロジー群の可換図式を誘導する．ここ
で，(NAB , NAC)は切除対（命題 1.8）だから左の包含写像はホモロジー群の間の同型を誘導し，右の包含写像
は対ホモトピー同値だからホモロジー群の間の同型を誘導する．次に，pAB : (NAB , A×{0}×{0})→ (B,A)，
pCD : (NCD, C × {0} × {1})→ (D,C)を射影とすると，位相空間の図式

(NAB , A× {0} × {0}) (NCD, C × {0} × {1})

(B,A) (D,C)

pAB

i

pCD

は可換だから（表示のない矢印は，包含写像を表す），ホモロジー群の可換図式を誘導する．ここで，射影
NAB → B と A × {0} × {0} → Aはともにホモトピー同値だから pAB はホモロジー群の間の同型を誘導し
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（命題 1.3），同様に pCD もホモロジー群の間の同型を誘導する．以上より，可換図式

hn(M,NAC) hn(L,NAC)

hn(NAB , A× {0} × {0}) hn(NCD, C × {0} × {1})

hn(B,A) hn(D,C)

∼=

pAB∗ ∼=

i∗

∼=

pCD∗∼=

が得られ，これによって上記のホモロジー完全列における hn(M,NAC) → hn(L,NAC) を hn(B,A) →
hn(D,C)に置き換えれば，主張の完全列を得る．

(2) (1)と同様である．

注意 1.21 証明の中の構成からわかるように，補題 1.20の完全列は自然性を満たす．

定理 1.22（Mayer–Vietoris完全列） h∗ をホモロジー理論とする．(X;X1, X2), (A;A1, A2)は切除系であっ
て A, A1, A2 はそれぞれ X, X1, X2 の部分空間であるとし，X12 = X1 ∩ X2，A12 = A1 ∩ A2 と置く．
ik : (X12, A12)→ (Xk, Ak)，jk : (Xk, Ak)→ (X,A)（k = 1, 2）を包含写像とする．このとき，準同型の列

· · · MV−−→ hn(X12, A12) (i1∗,i2∗)−−−−−→ hn(X1, A1)⊕ hn(X2, A2) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ hn(X)
MV−−→ hn−1(X12, A12) (i1∗,i2∗)−−−−−→ hn−1(X1, A1)⊕ hn−1(X2, A2) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ hn−1(X,A)
MV−−→ · · ·

は完全である．準同型MVは，証明の中で構成される．

証明 A12, A1, X12, X1 がなす包含写像の可換図式に対して補題 1.20のとおり L, M を定義し，同様に A2,
A, X2, X がなす包含写像の可換図式に対して L′, M ′ を定義する．補題 1.20 (1)と注意 1.21より完全列の間
の可換図式

hn(A1, A12) hn(X1, X12) hn(L,M) hn−1(A1, A12) hn−1(X1, X12)

hn(A,A2) hn(X,X2) hn(L′,M ′) hn−1(A,A2) hn−1(X,X2)

が得られるが，(X;X1, X2)と (A;A1, A2)が切除系であることより中央を除く四つの縦の矢印は同型だから，
五項補題（命題 B.2）より中央の縦の矢印も同型である．そこで，補題 1.20 (2)と注意 1.21より得られる完
全列の間の可換図式

hn(X12, A12) hn(X1, A1) hn(L,M) hn−1(X12, A12) hn−1(X1, A1)

hn(X2, A2) hn(X,A) hn(L′,M ′) hn−1(X2, A2) hn−1(X,A)

∼=

に Barratt–Whiteheadの補題（命題 B.5）を適用すれば，主張の完全列を得る．

注意 1.23 Mayer–Vietoris 完全列（定理 1.22）において，証明の中の構成からわかるように，準同型 MV
は自然性を満たす．すなわち，(X;X1, X2) と (A;A1, A2) の他に同じ仮定を満たす切除系 (Y ;Y1, Y2) と
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(B;B1, B2)を考え，Y12 = Y1 ∩ Y2，B12 = B1 ∩B2 と置くとき，連続写像 f : X → Y であってX1, X2, A,
A1, A2 をそれぞれ Y1, Y2, B, B1, B2 の中に移すものについて，図式

hn(X,A) hn−1(X12, A12)

hn(Y,B) hn−1(Y12, B12)

f∗

MV

f∗

MV

は可換である．

1.6 商空間のホモロジー
本小節では，コファイブレーション対（定義 A.10）(X,A)について，X/Aのホモロジーを調べる．まず，

Aが可縮ならば，次が成り立つ．

補題 1.24 (X,A)がコファイブレーション対であり，Aが可縮ならば，等化写像

p : (X,A)→ (X/A, ∗)

は対ホモトピー同値である．

証明 包含写像を i : A → X と書く．A は可縮だから，1 点 x0 ∈ A を固定すると，idA から定値写像 x0

へのホモトピー F : A × I → A がとれる．さらに，(X,A) はコファイブレーション対だから，連続写像
F̃ : X × I→ X であって図式

A A× I

X

X X × I

i

(–,0)

i◦F

i×idI

idX

(–,0)

F̃

を可換にするものが存在する．F̃ (–, 1) : X → X は Aを 1点 x0 に移すから，連続写像

g : (X/A, ∗)→ (X,x0)→ (X,A)

を誘導する．この g が pの対ホモトピー逆を与えることを示す．まず，F̃ : (X,A)× I→ (X,A)が idX から
g ◦ pへの対ホモトピーを与える．次に，p× idI : X × I→ X/A× Iは沈め込みだから*1，p ◦ F̃ : (X,A)× I→
(X/A, ∗)は連続写像 F : (X/A, ∗)× I→ (X/A, ∗)を誘導する：

X × I X

(X/A)× I X/A.

p×idI

F̃

p

F

この F が，idX/A から p ◦ g への対ホモトピーを与える．

*1 位相空間の間の連続写像 f : X → Y が沈め込みであるとは，X 上の同値関係 ∼ を x ∼ x′ ⇐⇒ f(x) = f(x′) によって定
めるとき，f が商空間 X/∼ から Y への同相写像を誘導することをいう（普及している用語ではないかもしれない）．沈め込み
f : X → Y と局所コンパクト Hausdorff空間 Z に対して，f × idZ : X × Z → Y × Z も沈め込みであることが知られている．
証明は，服部 [12, §3.2, 補助定理 3.10] を参照のこと．
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次に，Aが可縮であるとは限らない場合を考える．
準備として，錐と写像錐を定義する．位相空間Aを底面とする錐（cone）を，Cone(A) = (A× I)/(A×{0})
と定め，その基点を頂点という．どんな位相空間Aに対しても，錐 Cone(A)は可縮である．また，位相空間の
間の連続写像 i : A→ X に対して，iを A×{1}からX への連続写像とみなしたものによってX を Cone(A)
に接着して得られる接着空間を，iの写像錐（mapping cone）といい，Cone(i)と書く．X から Cone(i)へ
の自然な写像は常に埋め込みであり，これにより，X を Cone(i)の部分空間とみなす．i : A → X が埋め込
みならば，Cone(A)から Cone(i)への自然な写像は埋め込みであり，これにより，Cone(A)を Cone(i)の部
分空間とみなす．

命題 1.25（商空間のホモロジー） h∗ をホモロジー理論とする．(X,A)をコファイブレーション対とすると，
任意の n ∈ Zに対して，等化写像 p : (X,A)→ (X/A, ∗)が誘導する準同型

p∗ : hn(X,A)→ hn(X/A, ∗) ∼= h̃n(X/A)

は同型である（右側の同型は，系 1.14 (3)による）．

証明 錐 Cone(A)の頂点を eと書く．等化写像 p : (X,A)→ (X/A, ∗)は，

(X,A) j1−−→ (Cone(i) \ {e},Cone(A) \ {e})
j2−−→ (Cone(i),Cone(A))
p̃−−→ (Cone(i)/Cone(A), ∗)
ϕ−−→ (X/A, ∗)

と分解できる．ここで，j1, j2 は包含写像，p̃は等化写像，ϕは自然な同相写像である．容易に確かめられる
ように j1 は対ホモトピー同値であり，補題 1.24より p̃は対ホモトピー同値であり，ϕは同相だから，これら
はホモロジー群の間に同型を誘導する．また，切除公理より，j2 はホモロジー群の間に同型を誘導する．よっ
て，pはホモロジー群の間に同型を誘導する．

注意 1.26 h∗ をホモロジー理論とする．(X,A), (Y,B) をコファイブレーション対とし，p : (X,A) →
(X/A, ∗)，q : (Y,B) → (Y/B, ∗) を等化写像とする．連続写像 f : (X,A) → (Y,B) は連続写像 f : X/A →
Y/B を誘導するが，これらは f ◦ p = q ◦ f を満たすから，命題 1.25の同型について，図式

hn(X,A) hn(X/A, ∗) h̃n(X/A)

hn(Y,B) hn(Y/B, ∗) h̃n(X/A)

f∗

p∗
∼=

f∗

∼=

f∗

q∗
∼=

∼=

は可換である．

系 1.27 h∗ をホモロジー理論とする．(X,A)はコファイブレーション対，(Y,B)は空間対，Φ : X → Y と
ϕ : A→ B は連続写像であり，

A B

X Y

ϕ

Φ
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は押し出しの図式であるとする（縦の矢印は，包含写像を表す）．このとき，任意の n ∈ Z に対して，
Φ : (X,A)→ (Y,B)が誘導する準同型

Φ∗ : hn(X,A)→ hn(Y,B)

は同型である．

証明 (X,A)と (Y ∪fX,Y )はコファイブレーション対だから（命題A.15），自然な同型 hn(X,A) ∼= h̃n(X/A)
と hn(Y ∪f X,Y ) ∼= h̃n((Y ∪f X)/Y )が得られ（命題 1.25），これらの同型について図式

hn(X,A) hn(Y,B)

h̃n(X/A) h̃n(Y/B)

∼=

Φ∗

∼=

Φ∗

は可換である（注意 1.26）．ここで，Φ : X/A→ (Y ∪f X)/Y は，Φが誘導する連続写像である．容易に確か
められるように，Φは同相だから，上の図式における Φ∗ は同型である．よって，Φ∗ も同型である．

系 1.28 (X,A)を相対 CW複体とし，X1 とX2 をその相対部分複体とする．このとき，(X1, X2)は，任意
のホモロジー理論 h∗ に関する切除対である．

証明 (X1, X1 ∩X2)と (X1 ∪X2, X2)は相対 CW複体はコファイブレーション対だから（命題 A.23，命題
A.20），自然な同型 hn(X1, X1 ∩X2) ∼= h̃n(X/(X1 ∩X2))と hn(X1 ∪X2, X2) ∼= h̃n((X1 ∪X2)/X2)が得
られ（命題 1.25），これらの同型について図式

hn(X1, X1 ∩X2) hn(X1 ∪X2, X2)

h̃n(X1/(X1 ∩X2)) h̃n((X1 ∪X2)/X2)

∼=

i∗

∼=

i∗

は可換である（注意 1.26）．ここで，i : (X1, X1∩X2)→ (X1∪X2, X2)は包含写像であり，i : X1/(X1∩X2)→
(X1 ∪X2)/X2 は iが誘導する連続写像である．iは同相だから（命題 A.24），上の図式における i∗ は同型で
ある．よって，i∗ も同型である．

系 1.29（商空間を用いた被約ホモロジー完全列） h∗ をホモロジー理論とする．(X,A) はコファイブレー
ション対であって Aは空でないとし，i : A → X を包含写像，p : X → X/Aを等化写像とする．このとき，
準同型の列

· · · ∂−−→ h̃n(A) i∗−−→ h̃n(X) p∗−−→ h̃n(X/A)
∂−−→ h̃n−1(A) i∗−−→ h̃n−1(X) p∗−−→ h̃n−1(X/A)
∂−−→ · · ·

は完全である．ここで，命題 1.25 の同型の逆写像 h̃n(X/A) → hn(X,A) と連結準同型 ∂ : hn(X,A) →
hn−1(A)との合成を，そのまま ∂ と書いた．

証明 包含写像 j : X → (X,A)が誘導する準同型 j∗ : h̃n(X)→ hn(X,A)は，命題 1.25の同型 hn(X,A) ∼=
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h̃n(X/A)を通して，等化写像が誘導する準同型 p∗ : h̃n(X)→ h̃n(X/A)に対応する．このことは，可換図式

h̃n(X) hn(X,A)

hn(X/A, ∗)

h̃n(X) h̃n(X/A)

j∗

p∗

p∗

∼=

からわかる．よって，命題 1.25の同型 hn(X,A) ∼= h̃n(X/A)を用いて被約ホモロジー完全列（定理 1.15）に
おける hn(X,A)を h̃n(X/A)に置き換えれば，主張の完全列を得る．

応用として，ウェッジ和のホモロジーについて述べる．

命題 1.30（ウェッジ和のホモロジー） h∗ をホモロジー理論とする．(Xλ)λ∈Λ は点付き空間の族であって，
各 λ ∈ Λに対して，基点からの包含写像 pt→ Xλ はコファイブレーションであるとする．X =

∨
λ∈ΛXλ と

置き，iλ : Xλ → X を包含写像，pλ : X → Xλ を射影とする．h∗ が加法的または Λ が有限ならば，任意の
n ∈ Zに対して，二つの準同型

〈iλ∗〉λ∈Λ :
⊕
λ∈Λ

h̃n(Xλ)→ h̃n(X),

(pλ∗)λ∈Λ : h̃n(X)→
⊕
λ∈Λ

h̃n(Xλ)

は，互いに他の逆を与える同型である．

証明 X̃ =
∐
λ∈ΛXλ と置き，基点全体の集合を A ⊆ X̃ と書き，各 λ ∈ Λに対して ĩλ : Xλ → X̃ を包含写

像とする．各 λ ∈ Λに対して包含写像 pt→ Xλ はコファイブレーションだから，包含写像 A→ X̃ もコファ
イブレーションである（命題 A.14）．したがって，同型 hn(Xλ, ∗) ∼= h̃n(Xλ)，hn(X̃, A) ∼= h̃n(X)が自然に
得られ（命題 1.25），これらの同型について図式

hn(Xλ, ∗) hn(X̃, A)

h̃n(Xλ) h̃n(X)

∼=

ĩλ∗

∼=

iλ∗

は可換である（注意 1.26）．ここから，可換図式
⊕

λ∈Λ hn(Xλ, ∗) hn(X̃, A)

⊕
λ∈Λ h̃n(Xλ) h̃n(X)

∼=

〈̃iλ∗〉λ∈Λ

∼=

〈iλ∗〉λ∈Λ

が得られる．ここで，h∗ の加法性，あるいは Λが有限であることとホモロジー理論の有限加法性（命題 1.5）
より，上記の可換図式における 〈̃iλ∗〉λ∈Λ は同型である．よって，〈iλ∗〉λ∈Λ も同型である．
λ, µ ∈ Λとする．λ = µならば pµ ◦ iλ = idXλ

であり，λ 6= µならば pµ ◦ iλ は 1点空間を経由するから，

pµ∗ ◦ iλ∗ =

{
id
h̃n(Xλ) (λ = µ)

0 (λ 6= µ)
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である．よって，(pλ∗)λ∈Λ は前段の同型 〈iλ∗〉λ∈Λ の逆を与える．

注意 1.31 本小節では，(X,A) がコファイブレーション対であるという仮定の下で，商空間などのホモロ
ジーに関する命題を示した．一方で，A が X の閉集合であり，A の X における近傍 U であって A を変位
レトラクトにもつものが存在するという仮定（このとき，(X,A)を，Hatcher [2, p. 114] では good pair，服
部 [12, p. 93] ではカラー付き空間対と呼んでいる*2）の下でも，これらの命題は成立する．この仮定の下での
命題 1.25の証明が Hatcher [2, Proposition 2.22] にあり，ほかの命題は，ここから本稿と同じ議論で導ける．
なお，Aが X の閉集合であっても，(X,A)がコファイブレーション対であることと Hatcherのいう good

pairであることは，どちらも他を含意しない．詳しくは，Mathematics Stack Exchange [15] を参照のこと．

1.7 ホモロジーと帰納極限
本小節では，一定の良い状況において，ホモロジーが帰納極限を保つことを示す．この結果は，のちに胞体
ホモロジーを扱う際に用いられる（命題 4.2）．なお，特異ホモロジーについては，より一般的な命題をより簡
明に示すことができる（命題 2.33）．

補題 1.32 (X,A)を相対 CW複体とし，(Xn)n∈N を (X,A)の部分複体の増加列であって X を被覆するも
のとする．このとき，

T =
⋃
n∈N

(Xn × [n, n+ 1]) ⊆ X × R≥0

は，X × R≥0 の変位レトラクトである．

証明 各 n ∈ Nに対して，Tn = T ∪ (Xn ×R≥0)と置く．包含写像Xn → Xn+1 はコファイブレーションだ
から，(Xn × I) ∪ (Xn+1 × {0})はXn+1 × Iの変位レトラクトであり，したがって，Tn は Tn+1 の変位レト
ラクトである．Tn+1 から Tn の上への変位レトラクション Rn : Tn+1 × I→ Tn+1 をとる．
各 n ∈ Nに対する連続写像 fn : X ×R≥0 → X ×R≥0 と Fn : X ×R≥0 × I→ X ×R≥0 を，次のように再
帰的に定める．

• f0 = idX×R≥0 と定める．
• fn が定まったとする．容易に確かめられるように，(X,A) × R≥0 にを適当な胞体分割によって相対

CW複体とみなせば，Tn+1 は (X,A)×R≥0 の相対部分複体になるから，Tn+1 からX×R≥0 への包含
写像はコファイブレーションである（命題A.23，命題A.20）．したがって，連続写像 Fn : X×R≥0×I→
X × R≥0 であって

Fn(–, 0) = fn かつ Fn|Tn+1×I = fn ◦Rn

を満たすものがとれる．さらに，fn+1 = Fn(–, 1)と定める．

すると，Fn は fn から fn+1 へのホモトピーであり，任意の整数 m ≥ n と t ∈ I に対して Tn 上では
Fm(–, t) = fn である．そこで，写像 F : X × R≥0 × R≥0 → X × R≥0 を

F (x, s, t) =

{
Fn(x, s, t− n) (t ∈ [n, n+ 1], n ∈ N)
limn→∞ fn(x, s) (t =∞)

*2 正確には，服部では U を Aの開近傍としている．
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と定義できる．次のとおり，この F（正確には，I から R≥0 への単調増加な同相写像を固定して，F を
X ×R≥0 × IからX ×R≥0 への写像とみなしたもの）は，X ×R≥0 から T の上への変位レトラクトである．

• F (–, 0) = f0 = idX×R≥0 である．
• 各 fn は Tn を T の中に移すから，F (–,∞)は X × R≥0 =

⋃
n∈N Tn を T の中に移す．

• 任意の n ∈ Nと t ∈ Iに対して Fn(–, t)は T の点を動かさないから，任意の t ∈ R≥0 に対して F (–, t)
は T の点を動かさない．

• F が連続であることを示す．点 (x, s) ∈ Tn に対して，t ∈ [m,m+ 1]（mは 0以上 n未満の整数）なら
ば F (x, s, t) = Fl(x, s, t−m)であり，t ≥ nならば F (x, s, t) = fn(x, s)だから，F は Tn×R≥0上で連
続である．X×R≥0は (Tn)n∈Nに関して終位相をもち，したがって，X×R≥0×R≥0は (Tn×R≥0)n∈N

に関して終位相をもつから*3，F は全体で連続である．

次の命題において，位相空間X の部分集合族 (Xλ)λ∈Λ が CW的であるとは，ある部分集合 A ⊆ X と空間
対 (X,A)上の相対 CW構造が存在して，すべてのXλ がその相対 CW構造に関して (X,A)の部分複体にな
ることをいう．

命題 1.33 h∗ を加法的ホモロジー理論とする．(X,A)を空間対とし，(Xn)n∈N を X の部分集合の CW的
な増加列であって X を被覆するもの，(An)n∈N を Aの部分集合の CW的な増加列であって Aを被覆するも
のとする．このとき，任意の k ∈ Zに対して，列

hk(X0, A0) i0∗−−→ hn(X1, A1) i1∗−−→ hn(X2, A2) i2∗−−→ · · ·

の帰納極限は，jn∗ たちを構造射として hn(X,A)に同型である．

証明 まず，A = ∅の場合を考える．X × R≥0 の部分集合 T , P , Qを

T =
⋃
n∈N

(Xn × [n, n+ 1]),

P = T \
⋃
n∈2N

(
Xn ×

{
n+ 1

2

})
, Q = T \

⋃
n∈2N+1

(
Xn ×

{
n+ 1

2

})
と定め，iP : P ∩Q→ P，iQ : P ∩Q→ Q，jP : P → T，jQ : Q→ T を包含写像とする．(P,Q)は T の開
被覆であり，特に (T ;P,Q)は切除系だから，Mayer–Vietoris完全列（定理 1.16）

hk(P ∩ Q)
(iP ∗,−iQ∗)
−−−−−−−→ hk(P ) ⊕ hk(Q)

〈jP ∗,jQ∗〉
−−−−−−→ hk(T ) MV−−→ hk−1(P ∩ Q)

(iP ∗,−iQ∗)
−−−−−−−→ hk−1(P ) ⊕ hk−1(Q) (∗)

が得られる．これを，Xn や X のホモロジー群と関連付けよう．h∗ は加法的であり，包含写像∐
n∈N(Xn × {n}) → T はホモトピー同値だから，同型⊕n∈N hk(Xn) ∼= hk(T ) が得られる．同様に，同型⊕
n∈2N hk(Xn) ∼= hk(P )，⊕n∈2N+1 hk(Xn) ∼= hk(Q)が得られる．これらの同型に関して，容易に確かめら

れるように，図式⊕
n∈N hk(Xn)

⊕
n∈2N hk(Xn)

hk(P ∩Q) hk(P ),

∼=

ϕ

∼=
iP ∗

⊕
n∈N hk(Xn)

⊕
n∈2N+1 hk(Xn)

hk(P ∩Q) hk(Q)

∼=

ψ

∼=
iQ∗

*3 脚注*1で述べた事実から従う．
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は可換である．ここで，ϕと ψ は，それぞれ

ϕ(a) =

{
a (nは偶数)
in∗(a) (nは奇数),

ψ(a) =

{
in∗(a) (nは偶数)
a (nは奇数)

(a ∈ hk(Xn))

によって定まる準同型である．これより，可換図式⊕
n∈N hk(Xn)

⊕
n∈N hk(Xn)

hk(P ∩Q) hk(P )⊕ hk(Q)

∼=

(ϕ,−ψ)

∼=
(iP ∗,−iQ∗)

(∗∗)

を得る．一方で，包含写像 T → X ×R≥0 と射影X ×R≥0 → X との合成を p : T → X と書くと，補題 1.32
と命題 A.8より pはホモトピー同値であり，図式⊕

n∈N hk(Xn) hk(X)

hk(P )⊕ hk(Q) hk(T )

∼=

〈jn∗〉n∈N

〈jP ∗,jQ∗〉

p∗∼= (∗∗∗)

は可換である．完全列 (∗)と可換図式 (∗∗), (∗∗∗)から完全列⊕
n∈N

hk(Xn) (ϕ,−ψ)−−−−→
⊕
n∈N

hk(Xn) 〈jn∗〉n∈N−−−−−→ hk(X) −→
⊕
n∈N

hk−1(Xn) (ϕ,−ψ)−−−−→
⊕
n∈N

hk−1(Xn)

を得るが，容易に確かめられるように準同型 (ϕ,−ψ)は単射だから，結局，短完全列

0 −→
⊕
n∈N

hk(Xn) (ϕ,−ψ)−−−−→
⊕
n∈N

hk(Xn) 〈jn∗〉n∈N−−−−−→ hk(X) −→ 0

を得る．したがって，hk(X)は準同型 (ϕ,−ψ) :
⊕

k∈N hk(Xn)→
⊕

n∈N hk(Xn)の余核に自然に同型となる
が，この準同型は各 n ∈ Nに対して a ∈ hk(Xn)を (−1)n(a− in∗(a))に移すものだから，その余核は帰納極
限 lim−→n∈N hk(Xn)に自然に同型である．これで，A = ∅の場合の主張が示された．
次に，一般の場合を考える．ホモロジー完全列とその帰納極限（命題 B.6よりこれも完全である），および

jn∗ たちが誘導する帰納極限からの準同型のなす可換図式

lim−→n∈N hk(An) lim−→n∈N hk(Xn) lim−→n∈N hk(Xn, An) lim−→n∈N hk−1(An) lim−→n∈N hk−1(Xn)

hk(A) hk(X) hk(X,A) hk−1(A) hk−1(X)

において，前段の結果より中央を除く四つの縦の矢印は同型だから，五項補題（命題 B.2）より中央の縦の矢
印も同型である．これで，主張が示された．

2 特異ホモロジー
2.1 細分対
本節の結果を一般的に述べるために，いくつか用語を準備する*4．

*4 本小節で定義する用語は，「細分（する）」を除いて，すべて本稿だけのものである．
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定義 2.1（細分対，細分三対） X を集合とする．

(1) U, Aを X の部分集合族とする．任意の A ∈ Aに対してある U ∈ Uが存在して A ⊆ U となるとき，
A は U を細分する（refine），あるいは A は U の細分（refinement）であるという．また，このとき，
(U,A)を X 上の細分対という．

(2) X の部分集合族の組 (U,A,B)であって，Aが Uを細分し，Bが Aを細分するものを，X 上の細分三
対という．

しばしば，部分集合族 Uを細分対 (U, {∅})と同一視し，細分対 (U,A)を細分三対 (U,A, {∅})と同一視する．

定義 2.2（細分対を細分対の中に移す写像） X, Y を集合，f : X → Y を写像とする．

(1) U, VをそれぞれX, Y の部分集合族とする．f(U) = {f(U) | U ∈ U}がVを細分するとき，f は Uを
Vの中に移すという．

(2) (U,A), (V,B)をそれぞれ X, Y 上の細分対とする．f が Uを Vの中に移し，かつ Aを Bの中に移
すとき，f は (U,A)を (V,B)の中に移すという．

定義 2.3（細分対と整合するホモトピー） X, Y を位相空間，f , g : X → Y を連続写像とする．

(1) U, VをそれぞれX, Y の部分集合族とし，f , gは UをVの中に移すとする．f から gへのホモトピー
ϕ : X × I→ Y は，U× I = {U × I | U ∈ U}を Vの中に移すとき，U, Vと整合するという．U, Vと
整合する f から g へのホモトピーが存在するとき，f と g は U, V と整合的にホモトピックであると
いう．

(2) (U,A), (V,B)をそれぞれX, Y 上の細分対とし，f , g は (U,A)を (V,B)の中に移すとする．f から
g へのホモトピー ϕ : X × I→ Y は，U, Vと整合し，かつ A, Bと整合するとき，(U,A), (V,B)と整
合するという．(U,A), (V,B)と整合する f から g へのホモトピーが存在するとき，f と g は (U,A),
(V,B)と整合的にホモトピックであるという．

2.2 特異チェイン複体と特異ホモロジー群
整数 n ≥ 0に対して，標準 n-単体（standard n-simplex）を，

∆n =

{
n∑
k=0

tkek

∣∣∣∣∣ t0, . . . , tn ≥ 0,
n∑
k=0

tk = 1

}

と定める．ここで，(e0, . . . , en)は Euclid空間 Rn+1 の標準基底である．

定義 2.4（特異単体） X を位相空間とし，Uを X の部分集合族とする．各 n ∈ Zに対して

Singn(U) =

{
{σ : ∆n → X | 連続，像はある U ∈ Uに含まれる} (n ≥ 0)
∅ (n < 0)

と定め，その元を U上の特異 n-単体（singular n-simplex）という．Singn({X})を単に Singn(X)と書き，
その元を X 上の特異 n-単体という．

(U,A)が位相空間 X 上の細分対ならば，Singn(A) ⊆ Singn(U)である．
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定義 2.5（特異チェイン） M を R-加群とする．X を位相空間とし，(U,A)を X 上の細分対とする．

(1) R-加群 Sn(U;M)（n ∈ Z）を

Sn(U;M) = M⊕Singn(U) =

 ∑
σ∈Singn(U)

mσσ

∣∣∣∣∣∣ mσ ∈M，有限個を除き 0


と定め，その元を U上のM -係数の特異 n-チェイン（singular n-chain）という．Sn({X};M)を単に
Sn(X;M)と書き，その元を X 上のM -係数の特異 n-チェインという．

(2) R-加群 Sn(U,A;M)（n ∈ Z）を

Sn(U,A;M) = Sn(U;M)/Sn(A;M)

と定める（Singn(A) ⊆ Singn(U)より Sn(A;M)が Sn(U;M)の部分加群であることに注意する）．A
が X の部分集合であるとき，Sn({X}, {A};M)を単に Sn(X,A;M)と書く．

Sn({∅};M) = 0 だから，Sn(U, {∅};M) は Sn(U;M) と同一視できる．特に，Sn(X, ∅;M) は Sn(X;M)
と同一視できる．

定義 2.6（境界準同型） M を R-加群とする．X を位相空間とする．整数 n ≥ 1 に対して，境界準同型
（boundary homomorphism）と呼ばれる準同型

∂ = ∂n : Sn(X;M)→ Sn−1(X;M)

を，M = Rの場合は σ ∈ Singn(X)に対して

∂n(σ) =
n∑
k=0

(−1)kσ|[0,...,̂k,...,n]

とすることで定め，一般の場合は M = R の場合の準同型と idM とのテンソル積として定める．さらに，
(U,A)が X 上の細分対であるとき，上記の準同型が誘導する準同型をそのまま

∂ = ∂n : Sn(U,A;M)→ Sn−1(U,A;M)

と書き，これも境界準同型という．

命題 2.7 M を R-加群とする．X を位相空間とし，(U,A)を X 上の細分対とすると，

S•(U,A;M) : · · · ∂n+1−−−→ Sn(U,A;M) ∂n−−→ Sn−1(U,A;M) ∂n−1−−−→ · · ·

は R-加群のチェイン複体である．すなわち，任意の n ∈ Zに対して，∂n−1∂n = 0である．

証明 各 n ∈ Zに対して
Sn(X;R) ∂n−−→ Sn−1(X;R) ∂n−1−−−→ Sn−2(X;R)

23



が 0であることを示せば十分である．n ≤ 1ならば明らかだから，n ≥ 2とする．σ ∈ Singn(X)に対して

∂n−1∂n(σ) =
n∑
k=0

(−1)kσ|[0,...,̂k,...,n]

=
n∑
k=0

n−1∑
l=0

(−1)k+lσ|[0,...,̂k,...,n]|[0,...,̂l,...,n−1]

=
∑

0≤l<k≤n

((−1)k+lσ|[0,...,̂l,...,̂k,...,n] + (−1)l+k−1σ|[0,...,̂l,...,̂k,...,n])

= 0

だから，∂n−1∂n = 0である．

定義 2.8（特異チェイン複体，特異ホモロジー群） M を R-加群とする．X を位相空間とし，(U,A)を X 上
の細分対とする．R-加群のチェイン複体

S•(U,A;M) : · · · ∂n+1−−−→ Sn(U,A;M) ∂n−−→ Sn−1(U,A;M) ∂n−1−−−→ · · ·

を，(U,A)のM -係数の特異チェイン複体（singular chain complex）という．また，このチェイン複体の n

次ホモロジー群を，(U,A)のM 係数の n次特異ホモロジー群（n-th singular homology group）といい，
Hn(U,A;M) = Hn(S•(U,A;M))

と書く．A = {∅}ならば Aを省略する．AがX の部分集合であるとき，「({X}, {A})の⋯⋯」の代わりに単
に「(X,A)の⋯⋯」といい，Hn({X}, {A};M)の代わりに単にHn(X,A;M)と書く．A = ∅ならば Aを省
略する．*5

例 2.9（0次特異ホモロジー群） M を R-加群とする．定義から容易に確かめられるように，位相空間 X の
M -係数の 0次特異ホモロジー群 H0(X;M)は，M⊕π0(X) と自然に同一視できる．ここで，π0(X)は，X の
弧状連結成分全体のなす集合である．

例 2.10（1点空間の特異チェイン複体，特異ホモロジー群） M を R-加群とする．整数 n ≥ 0に対して，標
準 n-単体∆n から 1点空間 ptへの唯一の写像を σn と書くと，Singn(pt) = {σn}だから，

Sn(pt;M) ∼=

{
M (n ≥ 0)
0 (n < 0)

である．また，整数 n ≥ 1に対して

∂(σn) =
n∑
k=0

(−1)kσn−1 =

{
σn−1 (nは正の偶数)
0 (nは正の奇数)

だから，連結準同型 ∂ : Sn(pt;M)→ Sn−1(pt;M)は，nが正の偶数ならば同型であり，それ以外ならば 0で
ある．よって，1点空間のM -係数の特異ホモロジー群は，

Hn(pt;M) ∼=

{
M (n = 0)
0 (n 6= 0)

である．

*5 Z-係数の特異チェイン複体・特異ホモロジー群を，単に特異チェイン複体・特異ホモロジー群といい，記号においても単にHn(X)
などと書くことが多い．
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2.3 特異チェイン複体と特異ホモロジー群の関手性
連続写像が特異チェイン複体の間のチェイン準同型を誘導し，したがって，特異ホモロジー群の間の準同型
を誘導することを見る．

定義 2.11（連続写像が誘導するチェイン準同型） M を R-加群とする．X, Y を位相空間とし，f : X → Y

を連続写像とする．n ∈ Zに対して，準同型

f♯ : Sn(X;M)→ Sn(Y ;M)

を，M = R の場合は Singn(X) から Singn(Y ) への写像 σ 7→ f ◦ σ を線型に拡張して定め，一般の場合は
M = Rの場合の準同型と idM とのテンソル積として定める．さらに，(U,A), (V,B)がそれぞれX, Y 上の
細分対で f が (U,A)を (V,B)の中に移すとき，上記の準同型が誘導する準同型をそのまま

f♯ : Sn(U,A;M)→ Sn(V,B;M)

と書く．

命題 2.12 M をR-加群とする．X, Y を位相空間，(U,A), (V,B)をそれぞれX, Y 上の細分対，f : X → Y

を連続写像であって (U,A)を (V,B)の中に移すものとする．このとき，準同型の族

(f♯ : Sn(U,A;M)→ Sn(V,B;M))n∈Z

は，R-加群のチェイン複体 S•(U,A;M)から S•(V,B;M)へのチェイン準同型である．

証明 任意の n ∈ Zに対して図式

Sn(X;R) Sn−1(X;R)

Sn(Y ;R) Sn−1(Y ;R)

f♯

∂

f♯

∂

が可換であることを示せばよいが，これは，定義から容易に確かめられる．

命題 2.12より，S•(–;M)は，細分対の圏から R-加群のチェイン複体の圏 C(R-Mod)への関手となる．

定義 2.13（連続写像が誘導する特異ホモロジー群の間の準同型） M を R-加群とする．X, Y を位相空間，
(U,A), (V,B)をそれぞれX, Y 上の細分対，f : X → Y を連続写像であって (U,A)を (V,B)の中に移すも
のとする．チェイン準同型 f♯ : S•(U,A;M)→ S•(V,B;M)が誘導する特異ホモロジー群の間の準同型を，

f∗ : Hn(U,A;M)→ Hn(V,B;M)

と書く．

各 n ∈ Zに対して，Hn(–;M)は，細分対の圏から R-加群の圏 R-Modへの関手となり，空間対だけを考
えれば，空間対の圏 Top(2) から R-加群の圏 R-Modへの関手となる．
係数加群の間の準同型が特異チェイン複体の間のチェイン準同型を誘導し，したがって，特異ホモロジー群
の間の準同型を誘導することを見る．
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定義 2.14（係数加群の間の準同型が誘導するチェイン準同型） M , N を R-加群とし，ϕ : M → N を準同型
とする．X を位相空間とする．n ∈ Zに対して，準同型 ϕ♯ : Sn(X;M)→ Sn(X;N)を

ϕ♯ = ϕ⊕Singn(X)

と定める．さらに，(U,A) が X 上の細分対であるとき，上記の準同型が誘導する準同型をそのまま
ϕ♯ : Sn(U,A;M)→ Sn(U,A;N)と書く．

命題 2.15 M , N を R-加群とし，ϕ : M → N を準同型とする．X を位相空間とし，(U,A)をその上の細分
対とする．このとき，準同型の族

(ϕ♯ : Sn(U,A;M)→ Sn(U,A;N))n∈Z

は，R-加群のチェイン複体 S•(U,A;M)から S•(U,A;N)へのチェイン準同型である．

証明 任意の n ∈ Zに対して図式

Sn(X;M) Sn−1(X;M)

Sn(X;N) Sn−1(X;N)

ϕ♯

∂

f♯

∂

が可換であることを示せばよいが，これは，定義から容易に確かめられる．

命題 2.15より，S•(U,A; –)は，R-加群の圏 R-Modから R-加群のチェイン複体の圏 C(R-Mod)への関
手となる．

定義 2.16（係数加群の間の準同型が誘導する特異ホモロジー群の間の準同型） M , N を R-加群とし，
ϕ : M → N を準同型とする．X を位相空間とし，(U,A) をその上の細分対とする．チェイン準同型
(ϕ♯ : Sn(U,A;M)→ Sn(U,A;N))n∈Z が誘導する特異ホモロジー群の間の準同型を，

ϕ∗ : Hn(U,A;M)→ Hn(U,A;N)

と書く．

各 n ∈ Zに対して，Hn(U,A; –)は，R-加群の圏 R-Modから自身への関手となる．
特異ホモロジーは弧状連結成分ごとに考えればよいことを見る．

命題 2.17 M を R-加群とする．(X,A)を空間対とし，X は集合として X =
∐
λ∈ΛXλ と分割され，各 Xλ

は X の弧状連結成分のいくつかの合併であるとする．各 λ ∈ Λに対して，Aλ = A ∩Xλ と置く．このとき，
包含写像が誘導するチェイン準同型を構造射としてチェイン複体の同型

S•(X,A;M) ∼=
⊕
λ∈Λ

S•(Xλ, Aλ;M)

が成り立ち，したがって，各 n ∈ Zに対して，包含写像が誘導する準同型を構造射として同型

Hn(X,A;M) ∼=
⊕
λ∈Λ

Hn(Xλ, Aλ;M)

が成り立つ．
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証明 標準 n-単体 ∆n は弧状連結だから，X 上の特異 n-単体はただ一つの Xλ に含まれる．すなわち，
集合としての分割 Singn(X) =

∐
λ∈Λ Singn(Xλ) が成り立つ．同様に，集合としての分割 Singn(A) =∐

λ∈Λ Singn(Aλ)が成り立つ．よって，包含写像が誘導する準同型を構造射として同型

Sn(X,A;M) = Sn(X;M)/Sn(A;M)

∼=

(⊕
λ∈Λ

Sn(Xλ;M)

)/(⊕
λ∈Λ

Sn(Aλ;M)

)
=
⊕
λ∈Λ

Sn(Xλ;M)/Sn(Aλ;M)

=
⊕
λ∈Λ

S•(Xλ, Aλ;M)

が成り立ち，したがって特異チェイン複体に関する主張が成り立つ．ホモロジー群に関する主張は，特異チェ
イン複体に関する主張から従う．

系 2.18（特異ホモロジーの加法性） M を R-加群とする．((Xλ, Aλ))λ∈Λ を空間対の族とし，(X,A) =∐
λ∈Λ(Xλ, Aλ)と置く．このとき，包含写像が誘導するチェイン準同型を構造射としてチェイン複体の同型

S•(X,A;M) ∼=
⊕
λ∈Λ

S•(Xλ, Aλ;M)

が成り立ち，したがって，任意の n ∈ Zに対して，包含写像が誘導する準同型を構造射として同型

Hn(X,A;M) ∼=
⊕
λ∈Λ

Hn(Xλ, Aλ;M)

が成り立つ．

証明 命題 2.17の特別な場合である．

2.4 特異ホモロジー完全列
M を R-加群とし，X を位相空間，(U,A,B)をX 上の細分三対とすると，定義から明らかに，包含写像が
誘導するチェイン準同型の列

0 −→ S•(A,B;M) −→ S•(U,B;M) −→ S•(U,A;M) −→ 0

は完全である．この短完全列から，特異ホモロジー群の間に連結準同型

∂ = ∂n : Hn(U,A;M)→ Hn−1(A,B;M)

が定義される（定義 B.15）．明示的に書けば，∂n は

∂n([a+ Sn(A;M)]) = ∂a+ Sn−1(B;M) (a+ Sn(A;M) ∈ Zn(S•(U,A;M)))

で与えられる準同型である（[–]はホモロジー類を表す）．この連結準同型を用いて，次のホモロジー完全列が
得られる（定理 B.16）．
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定理 2.19（特異ホモロジー完全列） M を R-加群とし，X を位相空間，(U,A,B)をX 上の細分三対とする．
R-加群と準同型の列

· · · ∂n+1−−−→ Hn(A,B;M) −→ Hn(U,B;M) −→ Hn(U,A;M)
∂n−−→ Hn−1(A,B;M) −→ Hn−1(U,B;M) −→ Hn−1(U,A;M)
∂n−1−−−→ · · ·

は完全である．ここで，表示のない矢印は，包含写像が誘導する準同型を表す．

連結準同型の自然性より，各 n ∈ Z に対して，特異ホモロジー群の間の連結準同型 ∂n は，空間対の圏
Top(2) から R-加群の圏 R-Modへの関手 Hn(–;M)から Hn−1(J(–);M)（J : Top(2) → Top(2) は (X,A)
を (A, ∅)に移す関手である）への自然変換をなす．

2.5 特異ホモロジーのホモトピー不変性
定理 2.20（特異ホモロジーのホモトピー不変性） M を R-加群とし，X, Y を位相空間，(U,A), (V,B)を
それぞれX, Y 上の細分対，f : X → Y を連続写像であって (U,A)を (V,B)の中に移すものとする．f と g

が細分対 (U,A), (V,B)と整合的にホモトピックならば，チェイン写像

f♯, g♯ : S•(U,A;M)→ S•(V,B;M)

はチェインホモトピックであり，したがって各 n ∈ Zに対して

f∗ = g∗ : Hn(U,A;M)→ Hn(V,B;M)

である．

証明 後半は前半から従うから（命題 B.13），前半を示す．M = R の場合に示せば十分である．f と g が
(U,A), (V,B) と整合的にホモトピックであるとして，(U,A), (V,B) と整合する f から g へのホモトピー
F : X × I→ Y をとる．すると，F は (U× I,A,×I)を (V,B)の中に移すから，チェイン準同型

F♯ : S•(U× I,A× I;R)→ S•(V,B;R)

を誘導する．また，t ∈ I に対して写像 it : X → X × I を it(x) = (x, t) と定めると，これは (U,A) を
(U× I,A× I)の中に移す連続写像だから，チェイン準同型

it♯ : S•(U,A;R)→ S•(U× I,A× I;R)

を誘導する．チェイン準同型 f♯, g♯ は，これらを用いて f♯ = F♯ ◦ i0♯，g♯ = F♯ ◦ i1♯ と書ける．そこで，i0♯ と
i1♯ がチェインホモトピックであることを示せばよい．
まず，

i0♯, i1♯ : S•(X;R)→ S•(X × I;R)

がチェインホモトピックであることを示す．そのために，i0♯ から i1♯ へのチェインホモトピーを構成す
る．σ ∈ Singn(X) に対して σ̃ = σ × idI : ∆n × I → X × I と書くことにする．各 n ∈ Z に対して準同型
Pn : Sn(X;R)→ Sn+1(X × I;R)を，σ ∈ Singn(X)に対して

Pn(σ) =
n∑
k=0

(−1)kσ̃|[0,...,k,k,...n]
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として定める*6．すると，任意の σ ∈ Singn(X)に対して，

∂Pn(σ) = ∂

(
n∑
l=0

(−1)lσ̃|[0,...,l,l,...,n]

)

=
n∑
l=0

(−1)l
(

l∑
k=0

(−1)kσ̃|[0,...,̂k,...,l,l,...,n] +
n∑
k=l

(−1)k+1σ̃|
[0,...,l,l,...,̂k,...,n]

)
=

∑
0≤k≤l≤n

(−1)k+lσ̃|[0,...,̂k,...,l,l,...,n] −
∑

0≤l≤k≤n

(−1)k+lσ̃|
[0,...,l,l,...,̂k,...,n]

,

Pn∂(σ) = Pn

(
n∑
k=0

(−1)kσ|[0,...,̂k,...,n]

)

=
n∑
k=0

(−1)k
(
k−1∑
l=0

(−1)lσ̃|
[0,...,l,l,...,̂k,...,n]

+
n∑

l=k+1

(−1)l−1σ̃|[0,...,̂k,...,l,l,...,n]

)
=

∑
0≤l<k≤n

(−1)k+lσ̃|
[0,...,l,l,...,̂k,...,n]

−
∑

0≤k<l≤n

(−1)k+lσ̃|[0,...,̂k,...,l,l,...,n]

より

∂Pn(σ) + Pn∂(σ) =
n∑
k=0

σ̃|[0,...,k−1,k,...,n] −
n∑
k=0

σ̃|[0,...,k,k+1,...,n]

= σ̃|[0,...,n] − σ̃|[0,...,n]

= i1♯(σ)− i0♯(σ)

である．よって，(Pn)n∈Z は i0♯ から i1♯ へのチェインホモトピーである．
前段で構成した準同型 Pn : Sn(X;R) → Sn+1(X × I;R) は任意の A ⊆ X に対して Pn(Sn(A;R)) ⊆

Sn+1(A× I;R)を満たすから，Sn(U,A;R)から Sn+1(U× I,A× I;R)への準同型を誘導し，これは一般の場
合の i0♯ から i1♯ へのチェインホモトピーを与える．これで，主張が示された．

2.6 重心細分と切除定理
X を実位相線型空間の凸集合とするとき，点 x ∈ X と σ ∈ Singn(X)に対して，x · σ ∈ Singn+1(X)を

(x · σ)(t0, t1, . . . , tn+1) = t0x+ (1− t0)σ
(

t1
1− t0

, . . . ,
tn+1

1− t0

)
((t0, . . . , tn+1) ∈ ∆n+1)

と定める（t0 = 1のとき，右辺の第二項は 0とみなす）．さらに，M を R-加群とするとき，上で定まる写像
σ 7→ x · σ（n < 0のときは空写像である）を線型に拡張して idM とのテンソル積をとることで，準同型

Sn(X;M)→ Sn+1(X;M), a 7→ x · a

が定まる．本小節では，この準同型を用いる．

*6 この準同型 Pn : Sn(X; R) → Sn+1(X × I; R)を，プリズム作用素（prism operator）という．
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補題 2.21 M を R-加群とする．X を実位相線型空間の凸集合とすると，点 x ∈ X と a ∈ Sn(X;M)に対
して，

∂(x · a) =


0 (n < 0)
a− ϵ(a)x (n = 0)
a− x · ∂a (n > 0)

である．ここで，ϵは S0(X;M)からM への準同型であり，

ϵ

 ∑
σ∈Sing0(X)

mσσ

 =
∑

σ∈Sing0(X)

mσ

と定義される*7．

証明 M = Rの場合に，a = σ ∈ Singn(X)に対して主張を示せば十分である．n = 0ならば

∂(x · σ) = (x · σ)(1)− (x · σ)(0) = σ − x

であり，n > 0ならば

∂(x · σ) =
n+1∑
k=0

(−1)k(x · σ)|[0,...,̂k,...,n+1]

= σ +
n+1∑
k=1

(−1)kx · (σ|[0,...,k̂−1,...,n])

= σ −
n∑
k=0

(−1)kx · (σ|[0,...,̂k,...,n])

= σ − x · ∂(σ)

だから，主張は成り立つ．

標準 n-単体∆n 上の恒等写像は ∆n 上の特異 n-単体だが，これを ιn と書く．また，∆n の重心を

bn =
(

1
n+ 1

, . . . ,
1

n+ 1

)
∈ ∆n

と書く．本小節の以下の部分では，これらの記号を用いる．

定義 2.22（重心細分） M を R-加群とする．X を位相空間とする．各 n ∈ Z に対して，X 上の重心細分
（barycentric subdivision）と呼ばれる準同型

Sdn : Sn(X;M)→ Sn(X;M)

を，次のように定める．M = Rの場合は，n < 0については Sdn = 0とし，n ≥ 0については σ ∈ Singn(X)
に対して

Sdn(σ) =

{
σ (n = 0)
σ♯(bn · Sdn−1∂(ιn)) (n > 0)

として nに関して再帰的に定める．一般の場合は，M = Rの場合の準同型と idM とのテンソル積を Sdn と
定める．

*7 この準同型 ϵ : S0(X; M) → M を，添加写像（augmentation map）という．
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容易にわかるように，重心細分は連続写像が誘導する準同型と可換である．すなわち，f : X → Y を位相空
間の間の連続写像とすると，任意の n ∈ Zに対して，図式

Sn(X;M) Sn(Y ;M)

Sn(X;M) Sn(Y ;M)

Sdn

f♯

Sdn

f♯

は可換である．

定理 2.23 M を R-加群とする．位相空間 X 上の重心細分 Sd• は，S•(X;M)から自身へのチェイン写像で
あり，idS•(X;M) にチェインホモトピックである．

証明 M = R の場合に示せば十分である．まず，Sd• が S•(X;R) から自身へのチェイン写像であること，
すなわち任意の n ∈ Zに対して

∂Sdn = Sdn−1∂ (∗)

であることを，n に関する帰納法で示す．n ≤ 0 のとき，(∗) の両辺はともに 0 である．n = 1 のとき，
σ ∈ Sing1(X)に対して

∂Sd1(σ) = ∂σ♯(b1 · ∂(ι1))
= σ♯∂(b1 · ∂(ι1))
= σ♯∂(ι1)
= ∂(σ)
= Sd0∂(σ)

だから，(∗)は成り立つ．n ≥ 2とし，(∗)は n− 1まで成り立つとする．σ ∈ Singn(X)に対して

∂Sdn(σ) = ∂σ♯(bn · Sdn−1∂(ιn))
= σ♯∂(bn · Sdn−1∂(ιn))
= σ♯(Sdn−1∂(ιn)− bn · ∂Sdn−1∂(ιn))

だが（最後の等号で補題 2.21を用いた），帰納法の仮定より ∂Sdn−1∂(ιn) = Sdn−1∂∂(ιn) = 0だから，

∂Sdn(σ) = σ♯Sdn−1∂(ιn) = Sdn−1∂(σ)

である．よって，(∗)は nのときも成り立つ．これで，帰納法が完成した．
次に，Sd• から idS•(X;R) へのチェインホモトピーを構成する．n ∈ Zに対する準同型

Tn : Sn(X;R)→ Sn+1(X;R)

を，σ ∈ Singn(X)に対して

Tn(σ) =

{
0 (n ≤ 0)
σ♯(bn · (ιn − Tn−1∂(ιn))) (n > 0)

として，nに関して再帰的に定める．容易にわかるように，Tn は連続写像が誘導する準同型と可換である．
以下，この (Tn)n∈Z が Sd• から idS•(X;M) へのチェインホモトピーであること，すなわち任意の n ∈ Zに
対して

∂Tn + Tn−1∂ = idSn(X;R) − Sdn (∗∗)
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であることを，n に関する帰納法で示す．n < 0 のとき，(∗∗) の両辺はともに 0 である．n = 0 のとき，
x ∈ X = Sing0(X)に対して T0(x) = x♯(b0 · ι0)は xに値をとる定値写像だから ∂T0(x) = 0であり，(∗∗)の
両辺はともに 0である．n ≥ 1とし，(∗∗)は n− 1まで成り立つとする．σ ∈ Singn(X)に対して

∂Tn(σ) = ∂σ♯(bn · (ιn − Tn−1∂(ιn)))
= σ♯∂(bn · (ιn − Tn−1∂(ιn)))
= σ♯(ιn − Tn−1∂(ιn)− bn · (∂(ιn)− ∂Tn−1∂(ιn)))

だが（最後の等号で補題 2.21を用いた），帰納法の仮定より

∂(ιn)− ∂Tn−1∂(ιn) = (id− ∂Tn−1)∂(ιn)
= (Sdn−1 + Tn−2∂)∂(ιn)
= Sdn−1∂(ιn)

だから，

∂Tn(σ) = σ♯(ιn − Tn−1∂(ιn)− bn · Sdn−1∂(ιn))
= σ♯(ιn − Tn−1∂(ιn)− Sdn(ιn))
= σ − Tn−1∂(σ)− Sdn(σ)

である．よって，(∗∗)は nのときも成り立つ．これで，帰納法が完成した．

注意 2.24 定理 2.23 の証明において，Sd• から idS•(X;R) へのチェインホモトピー (Tn : Sn(X;R) →
Sn+1(X;R))n∈Z を構成した．ここから，m ∈ N に対して，Sdm• から idS•(X;R) へのチェインホモトピー
(T (m)
n : Sn(X;R)→ Sn+1(X;R))n∈Z が，

T (m)
n = Tn + TnSdn + · · ·+ TnSdm−1

n

として得られる．すぐ下で述べる定理 2.26の証明で，この T
(m)
n を用いる．

補題を一つ準備する．実位相線型空間の凸集合X 上の特異 n-単体 σのうち，任意の∑n
i=0 tiei ∈ ∆n（Rn+1

の標準基底を (e0, . . . , en)と書いた）に対して σ(
∑n
i=0 tiei) =

∑n
i=0 tiσ(ei)を満たすものを，X 上のアフィ

ン n-単体という．nに関する帰納法で容易に確かめられるように，アフィン n-単体 σの重心細分 Sdn(σ)（Z-
係数で考える）に現れる特異 n-単体 τ は，またアフィン n-単体である．

補題 2.25 σを RN 上のアフィン n-単体とし，τ を重心細分 Sdn(σ)（Z-係数で考える）に現れるアフィン n-
単体とすると，

diam(τ) ≤ n

n+ 1
diam(σ)

である．ここで，記号 diamは，特異単体の像の Euclid距離に関する直径を表す．

証明 n ≥ 0に関する帰納法で主張を示す．n = 0のとき，主張は明らかである．n ≥ 1とし，n− 1のとき
は主張が成り立つとする．τ はアフィン n-単体だから，τ の任意の 2頂点の間の距離が (n/(n+ 1)) diam(σ)
以下であることを示せばよい．重心細分の定義より，σ のある面 σ′ = σ|[0,...,̂i,...,n] の重心細分 Sdn−1(σ′)に
現れるアフィン (n− 1)-単体 τ ′ が存在して，τ = σ(bn) · τ ′ となっている．τ ′ の 2頂点 v, w に対しては，帰
納法の仮定より

‖v − w‖ ≤ diam(τ ′) ≤ n− 1
n

diam(σ′) ≤ n− 1
n

diam(σ)
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である．一方で，p ∈ ∆n と bn = (1/(n+ 1), . . . , 1/(n+ 1))より

− 1
n
v + n+ 1

n
σ(bn) = σ

(
− 1
n
p+ n+ 1

n
bn

)
∈ σ(∆n)

であることに注意すれば，τ ′ の頂点 v = σ(p)と σ(bn)との距離は

‖v − σ(bn)‖ = n

n+ 1

∥∥∥∥v − (− 1
n
v + n+ 1

n
σ(bn)

)∥∥∥∥ ≤ n

n+ 1
diam(σ)

と評価できる．これで，帰納法が完成した．

定理 2.26 M を R-加群とする．X を位相空間とし，Uを X の本質的開被覆とする．このとき，包含写像が
誘導するチェイン写像

i♯ : S•(U;M)→ S•(X;M)

は，チェインホモトピー同値である．

証明 M = Rの場合に示せば十分である．各 n ∈ Zに対して，準同型

Dn : Sn(X;R)→ Sn+1(X;R)

を，次のように定める．

• n < 0のとき，Dn = 0とする．
• n ≥ 0のとき，σ ∈ Singn(X)に対して，

m(σ) = min{m ∈ N | Sdmn (σ) ∈ Sn(U;R)}

と置く．σ−1(U) = {σ−1(U) | U ∈ U}は∆nの本質的開被覆だから，補題 2.25と Lebesgueの被覆補題
より，十分大きいm ∈ Nに対しては Sdmn (ιn) ∈ Sn(σ−1(U);R)であり，このとき Sdmn (σ) ∈ Sn(U;R)
である．したがって，m(σ) <∞である．これを用いて，

Dn(σ) = T (m(σ))
n (σ)

と定める．ここで，T (m)
n : Sn(X;R)→ Sn+1(X;R)は注意 2.24で定義した準同型である．

これを用いて，
ψn = idSn(X;R) − ∂Dn −Dn−1∂ : Sn(X;R)→ Sn(X;R)

と定める．任意の n ∈ Zに対して

∂ψn = ∂ − ∂∂Dn − ∂Dn−1∂

= ∂ − ∂Dn−1∂

= ∂ − ∂Dn−1∂ −Dn−2∂∂

= ψn−1∂

だから，ψ• は S•(X;R)から自身へのチェイン写像である．
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任意の n ∈ Zに対して ψn(Sn(X;R)) ⊆ Sn(U;R)であり，したがって ψ• が S•(X;R)から S•(U;R)への
チェイン写像とみなせることを示す．n ≤ 0ならば明らかだから，n > 0とする．σ ∈ Singn(X)に対して，

ψn(σ) = σ − ∂Dn(σ)−Dn−1∂(σ)

= σ − ∂T (m(σ))
n (σ)−Dn−1∂(σ)

= (idSn(X;R) − ∂T (m(σ))
n )(σ)−Dn−1∂(σ)

= (Sdm(σ)
n + T

(m(σ))
n−1 ∂)(σ)−Dn−1∂(σ)

= Sdm(σ)
n (σ) + T

(m(σ))
n−1 ∂(σ)−Dn−1∂(σ)

である．m(σ) の定義より，Sdm(σ)(σ) ∈ Sn(U;R) である．また，各 i に対して σi = σ|[0,...,̂i,...,n] と置き，
m(σi) ≤ m(σ)であることに注意すると，

T
(m(σ))
n−1 ∂(σ)−Dn−1∂(σ)

=
m∑
i=0

(−1)i(T (m(σ))
n−1 (σi)− Tm(σi)

n−1 (σi))

=
m∑
i=0

(−1)i(Tn−1Sdm(σi)
n−1 (σi) + Tn−1Sdm(σi)+1

n−1 (σi) + · · ·+ Tn−1Sdm(σ)
n−1 (σi))

を得る．m ≥ m(σi)ならば Sdmn−1(σi) ∈ Sn−1(U;R)であり，Tn−1 が連続写像が誘導する準同型と可換であ
ることからわかるように Tn−1(Sn−1(U;R)) ⊆ Sn−1(U;R)だから，

T
(m(σ))
n−1 ∂(σ)−Dn−1∂(σ) ∈ Sn−1(U;R)

である．よって，ψn(σ) ∈ Sn−1(U;R)である．これで，ψn(Sn(X;R)) ⊆ Sn(U;R)が示された．
ψ• を S•(X;R)から S•(U;R)へのチェイン写像とみなす．σ ∈ Singn(U)に対してはm(σ) = 0だから，

ψ•i♯ = idS•(U;R)

である．また，任意の n ∈ Zに対して

∂Dn +Dn−1∂ = idSn(X;R) − i♯ψn

だから，(Dn)n∈Z は i♯ψ• から idS•(U;R) へのチェインホモトピーである．よって，ψ• は i♯ のチェインホモト
ピー逆である．これで，主張が示された．

系 2.27 M を R-加群とする．(X,A)を空間対，(U,A)を X 上の細分対とし，U, Aはそれぞれ X, Aの本
質的開被覆であるとする．このとき，包含写像が誘導する準同型

i∗ : Hn(U,A;M)→ Hn(X,A;M)

は，同型である．

証明 A = {∅}（したがって A = ∅）の場合は，定理 2.26とチェインホモトピー同値がホモロジー群の同型
を誘導すること（系 B.14）との結果である．一般の場合は，ホモロジー完全列（定理 2.19）の間の可換図式

Hn(A;M) Hn(U;M) Hn(U,A;M) Hn−1(A;M) Hn−1(U;M)

Hn(A;M) Hn(X;M) Hn(X,A;M) Hn−1(A;M) Hn−1(X;M)
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を考えると，先の場合の結果と五項補題（命題 B.2）から従う．

系 2.28（切除定理） M を R-加群とする．X を位相空間，A, B を X の部分空間とし，B ⊆ A◦ を満たすと
する．このとき，任意の n ∈ Zに対して，包含写像が誘導する準同型

i∗ : Hn(X \B,A \B;M)→ Hn(X,A;M)

は，同型である．

証明 (U, V )が X の本質的開被覆であるとして，包含写像が誘導する準同型

i∗ : Hn(U,U ∩ V ;M)→ Hn(X,V ;M)

が同型であることを示せばよい（U = X \B，V = Aと対応する）．Sn(U ;M), Sn(V ;M), Sn(U ∩V ;M)を
Sn(X;M)の部分加群とみなすと Sn(U∩V ;M) = Sn(U ;M)∩Sn(V ;M)かつ Sn({U, V };M) = Sn(U ;M)+
Sn(V ;M)だから，第二同型定理と合わせて同型

Sn(U,U ∩ V ;M) = Sn(U ;M)/(Sn(U ;M) ∩ Sn(V ;M))
∼= (Sn(U ;M) + Sn(V ;M))/Sn(V ;M)
= Sn({U, V }, V ;M)

を得るが，これは包含写像が誘導するものである．これより，包含写像はチェイン同型 S•(U,U ∩ V ;M) ∼=
S•({U, V }, V ;M)を誘導し，したがって同型

Hn(U,U ∩ V ;M) ∼= Hn({U, V }, V ;M)

を誘導する．また，定理 2.26より，包含写像は同型

Hn({U, V }, V ;M) ∼= Hn(X,V ;M)

を誘導する．これら二つを合わせて，主張を得る．

以上で，次のことが証明できた．

定理 2.29 M を R-加群とする．M -係数の特異ホモロジー群を与える関手の族 (Hn(–;M))n∈Z と連結準同
型を与える自然変換の族 (∂n)n∈Z との組は，加法的な R-係数の常ホモロジー理論である．

証明 特異ホモロジーがホモトピー不変性，完全列公理，切除公理，加法性，次元公理を満たすことを，それ
ぞれ，定理 2.20，定理 2.19，系 2.28，系 2.18，例 2.10で見た．

定理 2.29より，1節の結果はすべて，特異ホモロジーに対しても成り立つ．特異ホモロジーから定義され
る被約ホモロジー群を，H̃n(X;M)のように書く．

例 2.30 M を R-加群とする．例 1.10と例 1.19より，(Dn, Sn−1)（整数 n ≥ 0）の特異ホモロジー群および
球面 Sn の被約特異ホモロジー群は，

Hk(Dn, Sn−1;M) ∼= H̃k(Sn;M) ∼=

{
M (k = n)
0 (k 6= n)
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である．また，球面 Sn の特異ホモロジー群は，n = 0のとき

Hk(S0;M) ∼=

{
M ⊕M (k = 0)
0 (k 6= 0)

であり，n ≥ 1のとき
Hk(Sn;M) ∼=

{
M (k = 0, n)
0 (k 6= 0, n)

である．

例 2.31 空間対 (∆n, ∂∆n)（整数 n ≥ 0）は (Dn, Sn−1)に同相だから，例 2.30より，

Hk(∆n, ∂∆n;R) ∼=

{
R (k = n)
0 (k 6= n)

である．
Hn(∆n, ∂∆n;R) ∼= Rの生成元を具体的に与えよう．標準 n-単体 ∆n 上の恒等写像は ∆n 上の特異 n-単体
だが，これを ιn と書く．ιn + Sn(∂∆n;R)は特異チェイン複体 S•(∆n, ∂∆n;R)の n次サイクルであり，ホ
モロジー類

en = [ιn + Sn(∂∆n;R)] ∈ Hn(∆n, ∂∆n;R)

を定める．
上記のホモロジー類 en が Hn(∆n, ∂∆n;R)の生成元であることを，nに関する帰納法で示す．n = 0のと
きは明らかである．次に，n ≥ 0として，

An+1 = ∂∆n+1 \

{
(t0, . . . , tn, 0)

∣∣∣∣∣ t0, . . . , tn > 0,
n∑
k=0

tk = 1

}
と置く．空間三対 (∆n+1, ∂∆n+1, An+1)のホモロジー完全列（定理 2.19）

Hn+1(∆n+1, An+1;R) −→ Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1;R) ∂−−→ Hn(∂∆n+1, An+1;R) −→ Hn(∆n+1, An+1;R)

を考える．∆n+1 と An+1 は可縮だから空間対 (∆n+1, An+1) のホモロジー群はすべて 0 であり（命題
1.2），したがって境界準同型 ∂ : Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1;R) → Hn(∂∆n+1, An+1;R) は同型である．また，写
像 i : (∆n, ∂∆n)→ (∂∆n+1, An+1), x 7→ (x, 0)は空間対の埋め込みであり，すべてのホモロジー群の間に切
除同型を誘導する（命題 1.8）．これらを合わせて同型

Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1;R) ∂−−→∼= Hn(∂∆n+1, An+1;R) i∗←−−∼= Hn(∆n, ∂∆n;R)

を得るが，境界準同型の定義（2.4節）より
∂(en+1) = [∂(ιn+1) + Sn(An+1;R)]

=

[
n+1∑
k=0

(−1)kιn+1|[0,...,̂k,...,n+1] + Sn(An+1;R)

]
= (−1)n+1[ιn+1|[0,...,n] + Sn(An+1;R)]
= (−1)n+1i∗(en)

だから（k ∈ {0, . . . , n} に対して ιn+1|[0,...,̂k,...,n+1] ∈ Sn(An+1;R) であることを用いた），この同型を
通して en+1 と en は符号を除いて対応する．よって，en が Hn(∆n, ∂∆n;R) の生成元ならば，en+1 は
Hn+1(∆n+1, ∂∆n+1;R)の生成元である．これで，帰納法が完成した．
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2.7 特異ホモロジーのMayer–Vietoris完全列
定理 1.22で一般のホモロジー理論に対するMayer–Vietoris完全列の一般形を証明したが，特異ホモロジー
については，ホモロジー代数を利用した簡明な証明がある．本小節では，それを紹介する．

定理 2.32（特異ホモロジーのMayer–Vietoris完全列） M を R-加群とする．(X;X1, X2), (A;A1, A2)は切
除系であって，A, A1, A2 はそれぞれ X, X1, X2 の部分空間であるとし，X12 = X1 ∩X2，A12 = A1 ∩ A2

と置く．ik : (X12, A12) → (Xk, Ak)，jk : (Xk, Ak) → (X,A)（k = 0, 1）を包含写像とする．このとき，準
同型の列

· · · MV−−→ Hn(X12, A12;M) (i1∗,i2∗)−−−−−→ Hn(X1, A1;M)⊕Hn(X2, A2;M) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ Hn(X,A;M)
MV−−→ Hn−1(X12, A12;M) (i1∗,i2∗)−−−−−→ Hn−1(X1, A1;M)⊕Hn−1(X2, A2;M) 〈j1∗,−j2∗〉−−−−−−→ Hn−1(X,A;M)
MV−−→ · · ·

は完全である．準同型MVは，証明の中で構成される．*8

証明 R-加群のチェイン複体の可換図式
0 0 0

0 S•(A12; M) S•(A1; M) ⊕ S•(A2; M) S•({A1, A2}; M) 0

0 S•(X12; M) S•(X1; M) ⊕ S•(X2; M) S•({X1, X2}; M) 0

0 S•(X12, A12; M) S•(X1, A1; M) ⊕ S•(X2, A2; M) S•({X1, X2}, {A1, A2}; M) 0

0 0 0

(i1∗,i2∗) 〈j1∗,−j2∗〉

(i1∗,i2∗) 〈j1∗,−j2∗〉

(i1∗,i2∗) 〈j1∗,−j2∗〉

を考えると，三つの列は定義より完全であり，上と中央の行が完全であることも容易に確かめられる．した
がって，九項補題（命題 B.3）より，下の行も完全である．このチェイン複体の短完全列から得られるホモロ
ジー完全列は，Hn(X,A;M)の代わりに Hn({X1, X2}, {A1, A2};M)が現れること以外は主張の完全列と一
致する．さらに，ホモロジー完全列（定理 2.19）の間の可換図式

Hn({A1, A2}; M) Hn({X1, X2}; M) Hn({X1, X2}, {A1, A2}; M) Hn−1({A1, A2}; M) Hn−1({X1, X2}; M)

Hn(A; M) Hn(X; M) Hn(X, A; M) Hn−1(A; M) Hn−1(X; M)

において，(X;X1, X2)と (A;A1, A2)が切除系であることより中央を除く四つの縦の矢印は同型だから，五
項補題（命題 B.2）より中央の縦の矢印も同型である．よって，上記のホモロジー完全列にこの同型を組み合
わせることで，主張の完全列を得る．

*8 定理 1.22 と定理 2.32 の証明でそれぞれ構成した準同型MV が（少なくとも符号を除いて）一致することは，確かめるべきこと
だが，面倒くさくて考えていない．誰かわかったら教えてください．
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2.8 特異ホモロジーと帰納極限
本小節では，X を位相空間とするとき，有向集合 Λで添字付けられたX の被覆 (Xλ)λ∈Λ であって，λ ≤ µ
ならば Xλ ⊆ Xµ であり，任意のコンパクト集合 K ⊆ X に対してある λ ∈ Λが存在して K ⊆ Xλ となるも
のを，X の強被覆ということにする．たとえば，開被覆は強被覆である．

命題 2.33 M を R-加群とする．(X,A)を空間対とし，(Xλ)λ∈Λ, (Aλ)λ∈Λ（Λは有向集合）をそれぞれ X,
Aの強被覆とする．iµλ : (Xλ, Aλ)→ (Xµ, Aµ)（λ ≤ µ），jλ : (Xλ, Aλ)→ (X,A)を包含写像とする．

(1) 包含写像が誘導するチェイン準同型 iµλ♯ : S•(Xλ, Aλ;M) → S•(Xµ, Aµ;M) たちによって
(S•(Xλ, Aλ;M))λ∈Λ を R-加群のチェイン複体の帰納系とみなすとき，その帰納極限は，包含写像が
誘導するチェイン準同型 jλ♯ : S•(Xλ, Aλ;M) → S•(X,A;M)たちを構造射として S•(X,A;M)に同
型である．

(2) n ∈ Z とする．包含写像が誘導する準同型 iµλ∗ : Hn(Xλ, Aλ;M) → Hn(Xµ, Aµ;M) たちによって
(Hn(Xλ, Aλ;M))λ∈Λ を R-加群の帰納系とみなすとき，その帰納極限は，包含写像が誘導する準同型
jλ∗ : Hn(Xλ, Aλ;M)→ Hn(X,A;M)たちを構造射として Hn(X,A;M)に同型である．

証明 (1) まず，A = ∅の場合を考える．このとき，各 λ ∈ Λに対して S•(Xλ;M)は S•(X;M)の部分チェ
イン複体とみなせる．さらに，(Xλ)λ∈Λ が X の強被覆であることより，X 上の任意の特異 n-単体 σ に対し
てある λ ∈ Λが存在して σ(∆n) ⊆ Xλ となるから，Sn(X;M) =

∑
λ∈Λ Sn(Xλ;M)である．よって，帰納

極限 lim−→λ∈Λ S•(Xλ;M)は jλ♯ たちを構造射として S•(X;M)に同型である．
次に，一般の場合を考える．包含写像が誘導する準同型からなる可換図式

0 lim−→λ∈Λ S•(Aλ;M) lim−→λ∈Λ S•(Xλ;M) lim−→λ∈Λ S•(Xλ, Aλ;M) 0

0 S•(A;M) S•(X;M) S•(X,A;M) 0

において，二つの行はともに完全である（命題 B.6）．前段の結果より左と中央の縦の矢印は同型だから，右
の矢印も同型である．これで，主張が示された．

(2) (1)と命題 B.10から従う．

命題 2.33の例を見るために，補題を準備する．

補題 2.34 位相空間と埋め込みの列

X0
i0−−→ X1

i1−−→ X2
i2−−→ · · ·

を考え，X = lim−→k∈NXk と置く．各 k ∈ Nに対して，jk : Xk → X を自然な写像とする．

(1) 各 jk : Xk → X は埋め込みである．
(2) 各 Xk が T1 空間であるとする．このとき，(jk(Xk))k∈N は X の強被覆である．

証明 (1) jk が単射連続写像であることは明らかである．Uk をXk の開集合として，jk(Uk)が jk(Xk)の開
集合であることを示す．各 il は埋め込みだから，l > k に対して再帰的に Xl の開集合 Ul をとって，任意の
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l ≥ k に対して il(Ul) = Ul+1 ∩ il(Xl)となるようにできる．これを用いて

U =
∞⋃
l=k

jl(Ul) ⊆ X

と置くと，任意の l ≥ k に対して j−1
l (U) = Ul は Xl の開集合だから U は X の開集合であり，また

U ∩ jk(Xk) = jk(Uk)である．よって，jk(Uk)は jk(Xk)の開集合である．
(2) 埋め込み jk によって，Xk をX の部分空間とみなす．任意のコンパクト集合K ⊆ X があるXk に含
まれることを示せばよい．K がどの Xk にも含まれないとすると，各 k ≥ 0に対して点 xk ∈ K \Xk がとれ
る．S = {xk | k ≥ 0}と置く．S′ ⊆ S とすると，任意の k ≥ 0に対して S′ ∩Xk は有限だから Xk の閉集合
であり（Xk の T1 性を用いた），これは S′ がX の（したがってK の）閉集合であることを意味する．特に，
S はK の離散閉集合である．ところが，S は無限だから，これはK のコンパクト性に矛盾する．よって，背
理法より，K はある Xk に含まれる．

以下，補題 2.34の状況で，各 jk : Xk → X を自然な埋め込みという．

系 2.35 T1 空間と埋め込みの列
X0

i0−−→ X1
i1−−→ X2

i2−−→ · · ·

を考え，X = lim−→k∈NXk と置く．各 k ∈ Nに対して，jk : Xk → X を自然な埋め込みとする．

(1) R-加群のチェイン複体とチェイン準同型の列

S•(X0;M) i0♯−−→ S•(X1;M) i1♯−−→ S•(X2;M) i2♯−−→ · · ·

の帰納極限は，自然な埋め込みが誘導するチェイン準同型 jk♯ : S•(Xk;M)→ S•(X;M)たちを構造射
として S•(X;M)に同型である．

(2) n ∈ Zとする．R-加群と準同型の列

Hn(X0;M) i0∗−−→ Hn(X1;M) i1∗−−→ Hn(X2;M) i2∗−−→ · · ·

の帰納極限は，自然な埋め込みが誘導する準同型 jk∗ : Hn(Xk;M)→ Hn(X;M)たちを構造射として
Hn(X;M)に同型である．

証明 命題 2.33と補題 2.34から従う．

2.9 普遍係数定理
定理 2.36（特異ホモロジーに対する普遍係数定理） Rを単項イデアル整域とし，M を R-加群とする．位相
空間 X 上の細分対 (U,A)と任意の n ∈ Zに対して，自然に構成される準同型の列

0 −→ Hn(U,A;R)⊗RM −→ Hn(U,A;M) −→ TorR1 (Hn−1(U,A;R),M) −→ 0

は分裂短完全列である．特に，Hn−1(U,A;R)またはM が平坦ならば，自然な準同型

Hn(U,A;R)⊗RM → Hn(U,A;M)

は同型である．
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証明 ホモロジー代数における普遍係数定理（定理 B.17）で N• = S•(U,A;R)としたものである．

系 2.37（被約特異ホモロジーに対する普遍係数定理） Rを単項イデアル整域とし，M を R-加群とする．空
でない位相空間 X に対して，自然に構成される準同型の列

0 −→ H̃n(X;R)⊗RM −→ H̃n(X;M) −→ TorR1 (H̃n−1(X;R),M) −→ 0

は分裂短完全列である．特に，H̃n−1(X;R)またはM が平坦ならば，自然な準同型

H̃n(X;R)⊗RM → H̃n(X;M)

は同型である．

証明 1 点 x0 ∈ X を固定すると，包含写像 j : X → (X,x0) が誘導する準同型 j∗ : Hn(X;M) →
Hn(X,x0;M)は，同型 Hn(X;M) ∼= Hn(X,x0;M)を誘導する（系 1.14）．図式

0 H̃n(X;R)⊗RM H̃n(X;M) TorR1 (H̃n−1(X;R),M) 0

0 Hn(X,x0;R)⊗RM Hn(X,x0;M) TorR1 (Hn−1(X,x0;R),M) 0

j∗⊗RidM j∗ TorR
1 (j∗,M)

は可換であり，定理 2.36より下の行は分裂短完全列だから，上の行も分裂短完全列である．

2.10 Euler標数
本小節では，特異ホモロジーを用いて，位相空間（あるいは空間対）の不変量である Euler標数を定義する．
第一の準備として，整域上の加群の階数の定義と性質を確認しておく．整域 R上の加群M の階数（rank）
は，Rの分数体 Frac(R)への係数拡大を用いて，

rankRM = dimFrac(R)(M ⊗R Frac(R))

と定義される．明らかに，有限生成 R-加群の階数は有限である*9．また，R-加群の短完全列

0 −→ L −→M −→ N −→ 0

は Frac(R)に係数拡大してもなお短完全列をなすから（局所化をとる操作が完全であることによる．松村 [14,
定理 4.5] を参照のこと），このとき，基数の等式

rankRM = rankR L+ rankRN

が成り立つ．
第二の準備として，チェイン複体の有限性に関する定義を確認しておく．一般に，可換環 R 上の加群の
族 (Mλ)λ∈Λ が有限型（of finite type）であるとは各Mλ が有限生成であることをいい，有限生成（finitely
generated）であるとは直和⊕λ∈ΛMλ が有限生成である（あるいは同値だが，有限型であり，かつ有限個を
除いてMλ = 0である）ことをいう．R-加群のチェイン複体M• が有限型・有限生成であるとは，それぞれ，

*9 この逆は成り立たない．すなわち，整域 R上の加群M が有限階数であっても有限生成とは限らない．たとえば，Λを無限集合と
すると，R = Z上の加群M = (Z/2Z)⊕Λ は階数 0だが有限生成でない．
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R-加群の族 (Mn)n∈Z が有限型・有限生成であることをいう．また，M• が有限型・有限生成のホモロジーを
もつとは，それぞれ，R-加群の族 (Hn(M•))n∈Z が有限型・有限生成であることをいう．
第三の準備として，チェイン複体の Euler標数を定義して，その性質を見る．

定義 2.38（チェイン複体の Euler標数） 整域 R上の有限生成のホモロジーをもつチェイン複体M• の Euler
標数（Euler characteristic）を，

χ(M•) =
∑
n∈Z

(−1)n rankRHn(M•)

と定める．

補題 2.39 Noether整域 R上の加群の有限生成なチェイン複体M• は，有限生成のホモロジーをもち，その
Euler標数について

χ(M•) =
∑
n∈Z

(−1)n rankRMn

が成り立つ．

証明 各 n ∈ Z に対して，Mn が有限生成ならば Hn(M•) も有限生成であり（R の Noether 性を用いた），
Mn = 0ならば Hn(M•) = 0となる．したがって，R-加群のチェイン複体M• が有限生成ならば，M• は有
限生成のホモロジーをもつ．
各 n ∈ Zに対して，短完全列 0→ Bn(M•)→ Zn(M•)→ Hn(M•)→ 0より

rankRHn(M•) = rankR Zn(M•)− rankRBn(M•)

だから，交代和をとって

χ(M•) =
∑
n∈Z

(−1)n rankRHn(M•) =
∑
n∈Z

(−1)n(rankR Zn(M•)− rankRBn(M•)) (∗)

を得る．一方で，各 n ∈ Zに対して，短完全列 0→ Zn(M•)→Mn → Bn+1(M•)→ 0より

rankRMn = rankR Zn(M•) + rankRBn+1(M•)

だから，交代和をとって∑
n∈Z

(−1)n rankRMn =
∑
n∈Z

(−1)n(rankR Zn(M•) + rankRBn+1(M•)) (∗∗)

を得る．(∗)と (∗∗)の右辺は等しいから，主張の等式を得る．

系 2.40 Noether整域 R上の加群の完全列

· · · −→ Ln −→Mn −→ Nn

−→ Ln−1 −→Mn−1 −→ Nn−1

−→ · · ·

について，R-加群の三つの族 (Ln)n∈Z, (Mn)n∈Z, (Nn)n∈Z のうち二つが有限生成ならば，残りの一つも有限
生成であり， ∑

n∈Z

(−1)n rankRMn =
∑
n∈Z

(−1)n rankR Ln +
∑
n∈Z

(−1)n rankRNn

が成り立つ．
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証明 一般に，R-加群の完全列A→ B → C について，Aと C が 0ならばBもそうであり，Aと C が有限生
成ならば B もそうである（Rの Noether性を用いた）．したがって，R-加群の三つの族 (Ln)n∈Z, (Mn)n∈Z,
(Nn)n∈Z のうち二つが有限生成ならば，残りの一つも有限生成である．さらに，与えられた完全列を（すべて
のホモロジー群が 0の）チェイン複体とみなして補題 2.39を適用すれば

0 =
∑
n∈Z

(−1)3n rankR Ln +
∑
n∈Z

(−1)3n+1 rankRMn +
∑
n∈Z

(−1)3n+2 rankRNn

が得られ，これを移項すれば主張の等式となる．

以上を踏まえて，位相空間（あるいは空間対）の Euler標数を定義する．以下，空間対 (X,A)が有限型・
有限生成の R-係数の特異ホモロジーをもつとは，それぞれ，特異チェイン複体 S•(X,A;R)が有限型・有限
生成のホモロジーをもつことをいう．空間対 (X, ∅)が有限型・有限生成のホモロジーをもつとき，それぞれ，
位相空間 X は有限型・有限生成の R-係数の特異ホモロジーをもつという．

定義 2.41（位相空間の Euler 標数） R を整域とする．有限生成の R-係数の特異ホモロジーをもつ空間対
(X,A)の R-係数の Euler標数（Euler characteristic）を，

χ(X,A;R) = χ(S•(X,A;R)) =
∞∑
n=0

(−1)n rankRHn(X,A;R)

と定める．空間対 (X, ∅)の R-係数の Euler標数を，位相空間 X の R-係数の Euler標数といい，χ(X;R)と
書く．*10

命題 2.42 R を Noether整域とする．空間三対 (X,A,B)について，三つの空間対 (X,B), (A,B), (X,A)
のうち二つが有限生成の R-係数の特異ホモロジーをもつならば，残りの一つも有限生成の R-係数の特異ホモ
ロジーをもち，

χ(X,B;R) = χ(X,A;R) + χ(A,B;R)

が成り立つ．

証明 ホモロジー完全列（定理 2.19）に系 2.40を適用すればよい．

命題 2.43 (X;X1, X2), (A;A1, A2)は切除系であって，A, A1, A2 はそれぞれ X, X1, X2 の部分空間であ
るとし，X12 = X1 ∩X2，A12 = A1 ∩ A2 と置く．四つの空間対 (X,A), (X1, A2), (X2, A2), (X12, A12)の
うち，(X,A)と (X12, A12)の二つか，(X1, A1)と (X2, A2)を含む三つが有限生成のホモロジーをもつなら
ば，残りも有限生成のホモロジーをもち，

χ(X,A;R) = χ(X1, A1;R) + χ(X2, A2;R)− χ(X12, A12;R)

が成り立つ．

証明 Mayer–Vietoris完全列（定理 2.32）に系 2.40を適用すればよい．

係数環 Rのとりかえに関する命題を述べる．そのために，ホモロジー代数の補題を一つ準備する．

*10 Z-係数の Euler標数を，単に Euler標数といい，記号においても単に χ(X)などと書くことが多い．
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補題 2.44 Rを単項イデアル整域とする．自由 R-加群のチェイン複体M• が有限型のホモロジーをもつなら
ば，自由 R-加群の有限型の複体M ′

• であって，M• とチェインホモトピー同値であるものが存在する．さら
に，M• が有限生成のホモロジーをもつならば，M ′

• は有限生成にとれる．

証明 中岡 [11, §2.5, 補題 2] を参照のこと．

命題 2.45 R を単項イデアル整域，R′ を整域とし，ϕ : R → R′ を環準同型とする．空間対 (X,A) が有限
生成の R-係数の特異ホモロジーをもつならば，有限生成の R′-係数の特異ホモロジーをもち，χ(X,A;R) =
χ(X,A;R′)である．

証明 空間対 (X,A)が有限生成の R-係数の特異ホモロジーをもつとすると，自由 R-加群の有限生成なチェ
イン複体 F• であって S•(X,A;R) にチェインホモトピー同値であるものがとれる（補題 2.44）．これに環
準同型 ϕ : R → R′ による係数拡大を施して得られる自由 R′-加群の有限生成なチェイン複体 F• ⊗R R′ は，
S•(X,A;R′)にチェインホモトピー同値である．よって，補題 2.39より，(X,A)は有限生成の R′-係数の特
異ホモロジーをもち，

χ(X,A;R′) =
∞∑
n=0

(−1)n rankR′(Fn ⊗R R′)

=
∞∑
n=0

(−1)n rankR Fn

= χ(X,A;R)

が成り立つ（自由加群の階数が係数拡大によって保たれることを用いた*11）．

系 2.46 空間対 (X,A)が有限生成の Z-係数の特異ホモロジーをもつならば，(X,A)はすべての整域 R′ に
対して有限生成の R′-係数の特異ホモロジーをもち，その Euler標数 χ(X,A;R′)は R′ によらない．

証明 命題 2.45で R = Zとすればよい．

2.11 応用：レトラクションの非存在，Brouwerの不動点定理
定理 2.47 Dn（整数 n ≥ 0）は Sn−1 をレトラクトにもたない．

証明 i : Sn−1 → Dn を包含写像とする．レトラクション r : Dn → Sn−1 が存在するとすると，iと r が誘導
する準同型について r∗ ◦ i∗ = (r ◦ i)∗ = idであり，特に i∗ : H̃n(Sn−1;Z)→ H̃n(Dn;Z)は単射となる．とこ
ろが，H̃n(Sn−1;Z) ∼= Z（例 2.30）かつ H̃n(Dn;Z) = 0（命題 1.12 (1)）だから，これは不可能である．よっ
て，背理法より，Dn は Sn−1 をレトラクトにもたない．

後に，写像度を用いて定理 2.47の別証明を与える（定理 3.20）．

定理 2.48（Brouwer の不動点定理） X を Dn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とすると，任意の連続写像
f : X → X は不動点をもつ．

*11 ϕ : R → R′ を整域の間の環準同型とするとき，自由でない R-加群M に対しては，rankR M = rankR′ (M ⊗R R′)が成り立つ
とは限らない．たとえば，R = Z，R′ = Z/2Z，M = Z/2Z のとき，Z/2Z の Z 上の階数は 0 だが，Z/2Z ⊗Z Z/2Z ∼= Z/2Z
の Z/2Z上の階数は 1である．
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証明 任意の連続写像 f : Dn → Dn が不動点をもつことを示せばよい．n = 0 ならば明らかだから，n ≥ 1
とする．f が不動点をもたないとすると，各点 x ∈ Dn に対して r(x) ∈ Sn−1 を「f(x)から xに向かって引
いた半直線が ∂Dn = Sn−1 と交わる点」と定めることで，レトラクト r : Dn → Sn−1 が得られる．ところが，
これは定理 2.47に反する．よって，背理法より，f は不動点をもつ．

2.12 応用：連結成分定理，Jordanの分離定理，領域不変性定理
補題 2.49 h∗ をホモロジー理論とする．Rn（整数 n ≥ 0）の閉集合 Aと任意の k ∈ Zに対して，

hk(Rn,Rn \A) ∼= hk+1(Rn+1,Rn+1 \ (A× {0}))

である．

証明 Rn+1 の開集合 U+, U− を
U+ = (A× (0,∞)) ∪ ((Rn \A)× (−1,∞)),
U+ = (A× (−∞, 0)) ∪ ((Rn \A)× (−∞, 1))

と定めると，
U+ ∩ U− = (Rn \A)× (−1, 1),
U+ ∪ U− = Rn+1 \ (A× {0})

である．これより，同型
hk(Rn,Rn \A) ∼= hk(U+, U+ ∩ U−)

∼= hk(U+ ∪ U−, U−)
∼= hk+1(Rn+1, U+ ∪ U−)
= hk+1(Rn+1,Rn+1 \ (A× {0}))

を得る．ここで，第一の同型はホモトピー不変性から，第二の同型は切除公理から，第三の同型はホモロジー
完全列（命題 1.6）

hk+1(Rn+1, U−) −→ hk+1(Rn+1, U+ ∪ U−) ∂−−→ hk(U+ ∪ U−, U−) −→ hk(Rn+1, U−)

と hk+1(Rn+1, U−), hk(Rn+1, U−) = 0（Rn+1 と U− は可縮だから命題 1.2から従う）から得られる．

補題 2.50 A, B をそれぞれ Rm, Rn（整数m, n ≥ 0）の閉集合とし，ϕ : Rm → Rn を同相写像とする．こ
のとき，同相写像 Φ : Rm × Rn → Rm × Rn であって，ϕを A× {0}から {0} ×B への同相写像とみなした
ものの拡張であるものが存在する．

証明 Tietze の拡張定理より，ϕ : A → B の連続な拡張 ϕ̃ : Rm → Rn，および ψ = ϕ−1 : B → A の
連続な拡張 ψ̃ : Rn → Rm がとれる．Rm × Rn から自身への二つの同相写像 (x, y) 7→ (x, y + ϕ̃(x)) と
(x′, y′) 7→ (x′ − ψ̃(y′), y′)をこの順で合成したものを Φと置けばよい．

命題 2.51 h∗ をホモロジー理論とする．Rn（n ≥ 0）の閉集合 Aと B が同相ならば，
hk(Rn,Rn \A) ∼= hk(Rn,Rn \B)

である．
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証明 Aと B が同相であるとすると，補題 2.50より (R2n,R2n \ (A× {0}))と (R2n,R2n \ ({0} ×B))は同
相だから，

hk+n(R2n,R2n \ (A× {0})) ∼= hk+n(R2n,R2n \ ({0} ×B))

である．この式の両辺に補題 2.49をそれぞれ n回用いれば，主張を得る．

定理 2.52（連結成分定理） Rn（整数 n ≥ 0）の真の閉集合 Aと B が同相ならば，Rn \Aと Rn \B の連結
成分の個数（を表す基数）は等しい．*12

証明 Rn \Aと Rn \B はともに Rn の開集合だから，これらの空間については連結成分と弧状連結成分が一
致することに注意する．
ホモロジー完全列（定理 2.19）

H1(Rn;Z) −→ H1(Rn,Rn \A;Z) −→ H0(Rn \A;Z) −→ H0(Rn;Z)

において，H1(Rn;Z) = 0かつ H0(Rn;Z) ∼= Zであり，Rn \ A 6= ∅より H0(Rn \ A;Z)→ H0(Rn;Z)は全
射だから，短完全列

0 −→ H1(Rn,Rn \A;Z) −→ H0(Rn \A;Z) −→ Z −→ 0

を得る．Aを B に置き換えても同様である．したがって，

rankZH0(Rn \A;Z) = rankZH1(Rn,Rn \A;Z) + 1,
rankZH0(Rn \B;Z) = rankZH1(Rn,Rn \B;Z) + 1

だが，命題 2.51より H1(Rn,Rn \A;Z) ∼= H1(Rn,Rn \B;Z)だから

rankZH0(Rn \A;Z) = rankZH0(Rn \B;Z)

が成り立つ．これは，Rn \Aと Rn \B の弧状連結成分の個数が等しいことを示している（例 2.9）．

定理 2.53（Jordanの分離定理） S ⊆ Rn（整数 n ≥ 1）は Sn−1 に同相であるとする．このとき，次が成り
立つ．

(1) Rn \ S の連結成分はちょうど二つである．
(2) Rn \ S の二つの連結成分のうち，一方は有界であり，他方は非有界である．
(3) Rn \ S の各連結成分の Rn における境界は S である．

証明 (1) 連結成分定理（定理 2.52）より，Rn \ S の連結成分の個数は Rn \ Sn−1 の連結成分の個数に等し
く，ちょうど二つである．

(2) S はコンパクトだから，S を含む閉球 B が存在する．Rn \ B は Rn \ S に含まれる連結集合だから，
Rn \ S の二つの連結成分のうちどちらか一方のみに含まれる．Rn \B を含む連結成分は非有界であり，含ま
ない連結成分は有界である．

(3) U を Rn \ S の連結成分の一つとして，その Rn における境界 ∂U が S に等しいことを示す．まず，V
は Rn の開集合だから U ⊆ Rn \ V であり，したがって

∂U = U \ U ⊆ Rn \ (U ∪ V ) = S

*12 すぐ下で示す領域不変性定理（定理 2.54）より，Rn の真の閉集合が Rn と同相になることはない．よって，定理 2.52 において
「真の閉集合」を「閉集合」で置き換えても，主張はなお正しい．
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である．次に，S ⊆ ∂U を示す．S ∩U = ∅は明らかだから，S ⊆ U をいえばよい．もしこれが成り立たない
とすると，開集合W ⊆ Rn を S と交わるが U とは交わらないようにとれる．W ∩S 6= ∅より S \W は Sn−1

の真の閉集合に同相だから，連結成分定理（定理 2.52）より Rn \ (S \W )は連結である．一方で，W ∩U = ∅
より Rn \ (S \W )は二つの空でない開集合 U と V ∪W に分割される．これらは矛盾する．よって，背理法
より，S ⊆ U が成り立つ．これで，S = ∂U が示された．

定理 2.54（領域不変性定理） Rn（n ≥ 0）の開集合 U から Rn への写像 f : U → Rn が単射かつ連続なら
ば，f(U)は Rn の開集合であり，f は U から f(U)への同相を与える．

証明 与えられた状況で，f が開写像であることを示せばよい．U の各点において U に含まれる閉球の全体が
近傍基をなすことから，そのためには，単射連続写像 f : Dn → Rn について，f(Dn)が f(0)を内点にもつこ
とをいえばよい．以下，この状況を考える．Sn−1 ⊆ Dn はコンパクトで f は単射かつ連続だから，f は Sn−1

から f(Sn−1)への同相を与える．したがって，Jordanの分離定理（定理 2.53）より，Rn \ f(Sn−1)はちょう
ど二つの連結成分 U , V をもつ．intDn は連結だから f(intDn)も連結であり，したがって U または V に含
まれる．また，上と同じ理由で f(Dn)は Dn に同相だから，連結成分定理（定理 2.52）より Rn \ f(Dn)は連
結であり，したがって U または V に含まれる．ところが，Rn は集合として f(Sn−1), f(intDn), Rn \ f(Dn)
の三つに分割されるから，f(intDn) と Rn \ f(Dn) の一方が U，他方が V でなければならない．よって，
f(intDn)は開集合だから，f(Dn)は f(0)を内点にもつ．これで，主張が示された．

系 2.55 m, n ≥ 0を整数とする．空でない開集合 U ⊆ Rmと空でない開集合 V ⊆ Rnが同相ならば，m = n

である．

証明 一般性を失わず m ≥ nと仮定し，0を補う写像 x 7→ (x, 0)によって Rn を Rm の部分空間とみなす．
空でない開集合 U ⊆ Rm から空でない開集合 V ⊆ Rn への同相写像が存在したとすると，これに包含写像
V → Rn → Rm を合成することで単射連続写像 f : U → Rn が得られ，領域不変性定理（定理 2.54）より f

は開写像である．特に，f(U) ⊆ Rm は Rn の空でない開集合だから，m = nでなければならない．

3 写像度
3.1 特異ホモロジーによる写像度の定義
定義 3.1（写像度） X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とする．連続写像 f : X → X に対して，
H̃n(X;Z) ∼= Z（例 2.30）の自己準同型 f∗ の倍率（すなわち，f∗ が a倍写像であるような整数 a）を，f の写
像度（mapping degree）といい，deg f と書く．

命題 3.2 X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とする．

(1) 連続写像 f , g : X → X がホモトピックならば，deg f = deg g である．
(2) deg idX = 1である．
(3) 連続写像 f , g : X → X について，deg(g ◦ f) = (deg g)(deg f)である．

証明 (1) 特異ホモロジーのホモトピー不変性（定理 2.20）の結果である．
(2), (3) 特異ホモロジーの関手性の結果である．
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写像度の計算例を示す．

例 3.3 S0 の 2点 +1, −1に対応する 0次特異チェインをそれぞれ σ+, σ− と書くと，定義から確かめられる
ように，

H0(S0;Z) = Zσ+ ⊕ Zσ−, H̃0(S0;Z) = Z(σ+ − σ−)

である．よって，写像 f : S0 → S0 に対して，

deg f =


1 (f(±1) = ±1)
−1 (f(±1) = ∓1)
0 (otherwise)

である．

例 3.4 X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とする．連続写像 f : X → X が全射でないとして，f の像
に属さない点 x ∈ X をとると，準同型 f∗ : H̃n(X;Z)→ H̃n(X;Z)は H̃n(X \ {x}) = 0（命題 1.12 (1)）を
経由するから，deg f = 0である．

次の計算例を見るため，補題を一つ準備する．

補題 3.5 Sn+1（整数 n ≥ 0）の二つの部分集合 Dn
+, Dn

− を

Dn
+ = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≥ 0},

Dn
− = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≤ 0}

と定め，埋め込み x 7→ (x, 0) によって Sn を Dn
+ ∩Dn

− ⊆ Sn+1 と同一視する．連続写像 F : Sn+1 → Sn+1

と f : Sn → Sn が，F |Sn = f を満たし，F が Dn
+, Dn

− をそれぞれ自身の中に移すならば，degF = deg f で
ある．

証明 切除系 (Sn+1;Dn
+, D

n
−)の被約Mayer–Vietoris完全列から得られる球面の被約ホモロジー群の間の同

型（例 1.19）とその自然性（注意 1.18）より，可換図式

H̃n+1(Sn+1;Z) H̃n(Sn;Z)

H̃n+1(Sn+1;Z) H̃n(Sn;Z)

F∗

MV
∼=

f∗

MV
∼=

を得る．主張はここから従う．

例 3.6 直交行列 A ∈ O(n + 1)（整数 n ≥ 0）が定める Sn の自己同相写像 fA : Sn → Sn の写像度が detA
に等しいことを示す．
A と B が O(n + 1) の同じ連結成分に属するならば，fA と fB の自己同相写像はホモトピックだから，

deg fA = deg fB である（命題 3.2 (1)）．O(n + 1) の連結成分は行列式 1 の部分と行列式 −1 の部分の
二つであり，単位行列 In が定める自己同相写像 idSn の写像度は 1 である．次に，行列式 −1 の直交行列
diag(−1, 1, . . . , 1)が定める自己同相写像

rn : Sn → Sn, (x0, x1, . . . , xn) 7→ (−x0, x1, . . . , xn)
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を考える．r0 は S0 の 2点を入れ替える写像だから，deg r0 = −1である（例 3.3）．また，整数 n ≥ 0に対し
て，補題 3.5の記号と同一視で，rn+1 はDn

+, Dn
− をそれぞれ自身の中に移し rn+1|Sn = rn を満たすから，同

命題より deg rn+1 = deg rn である．よって，すべての整数 n ≥ 0に対して，deg rn = −1である．これで，
主張が示された．

例 3.7 U を点 0 ∈ Rn（整数 n ≥ 0）の開近傍とし，f : U → Rn を U から Rn の開集合への C1 級同相写像
であって f(0) = 0を満たすものとする．このとき，切除同型と f が誘導する準同型との合成

Hn(Rn,Rn \ {0};Z) ∼= Hn(U,U \ {0};Z) f∗−−→ Hn(Rn,Rn \ {0};Z) (∗)

が，det f ′(0) > 0ならば恒等写像であり，det f ′(0) < 0ならば −1倍写像であることを示す．
まず，正則行列 A ∈ GL(n,R)が定める写像 fA : Rn → Rn, x 7→ Axについて示す．n = 0の場合は明ら
かだから，n ≥ 1とする．Aと B が GL(n)の同じ連結成分に属するならば，これらが定める (Rn,Rn \ {0})
の自己同相写像は対ホモトピックであり，これらが誘導する Hn(Rn,Rn \ {0};Z)の自己準同型は等しい．そ
こで，一般性を失わず，A ∈ O(n)と仮定する．簡約ホモロジー完全列（定理 1.15）

H̃n(Rn;Z) −→ Hn(Rn,Rn \ {0};Z) ∂−−→ H̃n−1(Rn \ {0};Z) −→ H̃n−1(Rn;Z)

において，Rn が可縮であることより H̃n(Rn;Z) と H̃n−1(Rn;Z) は 0 だから（命題 1.12 (1)），連結準同型
∂ : Hn(Rn,Rn \ {0};Z)→ H̃n−1(Rn \ {0};Z)は同型である．また，包含写像 i : Sn−1 → Rn \ {0}はホモト
ピー同値だから，ホモロジー群の間に同型を誘導する．図式

Hn(Rn,Rn \ {0};Z) H̃n−1(Rn \ {0};Z) H̃n−1(Sn−1;Z)

Hn(Rn,Rn \ {0};Z) H̃n−1(Rn \ {0};Z) H̃n−1(Sn−1;Z)

fA∗

∂
∼=

fA∗

i∗
∼=

fA∗

∂
∼=

i∗
∼=

は可換であり，いちばん右の fA∗ は detA倍写像だから（例 3.6），いちばん左の fA∗ も detA倍写像である．
次に，一般の場合に示す．A = f ′(0) ∈ GL(n,R)と置き，写像 F : U×R→ Rnを F (x, t) = (1−t)fA(x)+

tf(x)（x ∈ U，t ∈ R）と定めると，微分係数 F ′(0, t)は(
f ′(0) ∗

0 1

)
という形の正則行列だから，逆写像定理より，F は各点 (0, t)において局所 C1 級同相である．特に，任意の
t ∈ Rに対して，ある ϵt > 0と点 0 ∈ Rn の開近傍 Vt ⊆ U が存在して，任意の s ∈ [t− ϵt, t+ ϵt]に対して，
F (–, s)は Vt から Rn の開集合への C1 級微分同相を与える．Iのコンパクト性より，ここから，点 0 ∈ Rn の
開近傍 V ⊆ U が存在して，任意の t ∈ Iに対して，F (–, t)が V から Rn の開集合への C1 級微分同相を与え
ることがわかる．特に，F ((V \ {0})× I) ⊆ Rn \ {0}だから，F は fA : (V, V \ {0})→ (Rn,Rn \ {0})から
f : (V, V \ {0}) → (Rn,Rn \ {0}) への対ホモトピーを与える．よって，前段の結果より，準同型例 3.7 は，
detA > 0ならば恒等写像であり，detA < 0ならば −1倍写像である．

注意 3.8 命題 3.10や定理 3.19を踏まえて例 3.7と同じ議論をすることで，任意の R-加群M を係数とする
特異ホモロジー群Hn(Rn,Rn \ {0};M)や任意のホモロジー理論 h∗ に関するホモロジー群 hn(Rn,Rn \ {0})
についても，同じ結論が得られる．
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例 3.9 X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とするとき，不動点をもたない連続写像 f : X → X につい
て，deg f = (−1)n+1 であることを示す．X = Sn としてよい．連続写像 f : Sn → Sn が不動点をもたなけれ
ば，連続写像

Sn × I→ Sn, (x, t) 7→ (1− t)f(x)− tx
‖(1− t)f(x)− tx‖

が定義でき，これは f から対蹠写像 x 7→ −x へのホモトピーである．例 3.6 より，対蹠写像の写像度は
(−1)n+1 だから，f の写像度も (−1)n+1 である．

X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とし，f : X → X を連続写像とする．写像度の定義より，準同型
f∗ : H̃n(X;Z)→ H̃n(X;Z)は deg f 倍写像だが，次に述べるとおり，このことは任意の係数で成り立つ．な
お，任意のホモロジー理論に対してもこれがいえることを，定理 3.19で示す．

命題 3.10 X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とし，f : X → X を連続写像とする．任意の R-加群M

に対して，f が誘導する準同型 f∗ : H̃n(X;M)→ H̃n(X;M)は，deg f 倍写像である．

証明 M を Z-加群とみなす．H̃n−1(X;Z) = 0だから（例 2.30），被約特異ホモロジーに対する普遍係数定
理（系 2.37）より，H̃n(X;Z)⊗Z M から H̃n(X;M)への自然な準同型は，同型である．図式

H̃n(X;Z)⊗Z M H̃n(X;M)

H̃n(X;Z)⊗Z M H̃n(X;M)

f∗⊗ZidM

∼=

f∗

∼=

は可換であり，写像度の定義より f∗ : H̃n(X;Z) → H̃n(X;Z) は deg f 倍写像だから，f∗ : H̃n(X;M) →
H̃n(X;M)もそうである．

3.2 余 Hopf空間とホモロジー
定義 3.11（余 Hopf 空間） (S, ∗) とし，ウェッジ和 S ∨ S を考え，p1, p2 : S ∨ S → S をそれぞれ左，右
の成分への射影とする．点付き空間 (S, ∗) 上の余 Hopf 構造（co-Hopf structure）とは，点付き連続写像
µ : (S, ∗)→ (S ∨ S, ∗)であって，図式

(S, ∗)

(S, ∗) (S ∨ S, ∗) (S, ∗)

idS µ
idS

p1 p2

が点付きホモトピー可換（すなわち，p1 ◦ µと p2 ◦ µが idS に点付きホモトピック）であるものをいう．点付
き空間とその上の余 Hopf構造との組 ((S, ∗), µ)を，余 Hopf空間（co-Hopf space）という．

定義 3.12（余 Hopf構造が定める演算） ((S, ∗), µ)を余 Hopf空間，(X, ∗)を点付き空間とする．点付き連続
写像全体のなす集合 C((S, ∗); (X, ∗))上の 2項演算 ∗を，f , g ∈ C((S, ∗); (X, ∗))に対して

f ∗ g : (S, ∗) µ−−→ (S ∨ S, ∗) 〈f,g〉−−−→ (X, ∗)

と定める．また，[(S, ∗), (X, ∗)]上の 2項演算 ·を，[f ], [g] ∈ [(S, ∗), (X, ∗)]に対して
[f ] · [g] = [f ∗ g]
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と定める．

例 3.13 写像 µ : In/∂In → In/∂In ∨ In/∂In（整数 n ≥ 1）を

µ(t0, t1, . . . , tn−1) =

{
i1(2t0, t1, . . . , tn−1) (0 ≤ t0 ≤ 1/2)
i0(2t0 − 1, t1, . . . , tn−1) (1/2 ≤ t0 ≤ 1)

と定めると，これは点付き空間 (In/∂In, ∗)上の余 Hopf構造である．さらに，(X, ∗)を点付き空間とすると，
余 Hopf構造 µが定める 2項演算によって，点付きホモトピー集合 [(In/∂In, ∗), (X, ∗)]は群をなす．この群
を，X の n次ホモトピー群（n-th homotopy group）といい，πn(X, ∗)と書く．

(S, ∗)が Sn に同相な（したがって In/∂In にも同相な）点付き空間ならば，(In/∂In, ∗)から (S, ∗)への点
付き同相写像を一つ固定することで上記の余 Hopf構造を (S, ∗)上に移すことができ，これが定める 2項演算
によって，点付き空間 (X, ∗)に対して点付きホモトピー集合 [(S, ∗), (X, ∗)]は群をなす．

命題 3.14 h∗ を R-係数のホモロジー理論とする．((S, ∗), µ) を余 Hopf 空間であって基点からの包含写像
pt → S がコファイブレーションであるものとし，(X, ∗) を点付き空間とする．このとき，各 n ∈ Z に対し
て，写像

h̃n : [(S, ∗), (X, ∗)]→ HomR(h̃n(S), h̃n(X)), [f ] 7→ f∗

は，[(S, ∗), (X, ∗)]の基点（常にX の基点 ∗に値をとる定値写像の点付きホモトピー類）を 0に，余 Hopf構
造が定める [(S, ∗), (X, ∗)]の 2項演算を HomR(h̃n(S), h̃n(X))の加法に移す．

証明 前半は明らかだから，後半を示す．i1, i2 : S → S ∨ S をそれぞれ左，右の成分への包含写像，j1,
j2 : X → X ∨X をそれぞれ左，右の成分への包含写像 p1, p2 : S ∨ S → S をそれぞれ左，右の成分への射影
とする．点付き連続写像 f , g : (S, ∗)→ (X, ∗)に対して，

(f ∗ g)∗ = f∗ + g∗ : h̃n(S)→ h̃n(X)

を示したい．δ = 〈idX , idX〉 : (X ∨X, ∗)→ (X, ∗)と定めると

f ∗ g : (S, ∗) µ−−→ (S ∨ S, ∗) f∨g−−→ (X ∨X, ∗) δ−−→ (X, ∗)

だから，図式
h̃n(S) h̃n(S ∨ S) h̃n(X ∨X) h̃n(X)

h̃n(S)⊕ h̃n(S) h̃n(X)⊕ h̃n(X)
diag

µ∗

(p1∗,p2∗)

(f∨g)∗ δ∗

f∗⊕g∗

〈j1∗,j2∗〉
+

の可換性をいえばよい．余 Hopf構造の定義より pk ◦ µは idS にホモトピックだから pk∗ ◦ µ∗ = id
h̃n(S) であ

り（k = 1, 2），したがって，左側の三角は可換である．δ ◦ jk = idX より δ∗ ◦ jk∗ = id
h̃n(X) だから（k = 1,

2），右側の三角は可換である．(p1∗, p2∗)は同型でその逆は 〈i1∗, i2∗〉だから（命題 1.30），中央の四角の可換
性を示すためには，図式

h̃n(S ∨ S) h̃n(X ∨X)

h̃n(S)⊕ h̃n(S) h̃n(X)⊕ h̃n(X)

(f∨g)∗

〈i1∗,i2∗〉

f∗⊕g∗

〈j1∗,j2∗〉

の可換性をいえばよいが，これは，(f ∨ g) ◦ i1 = j1 ◦ f かつ (f ∨ g) ◦ i2 = j2 ◦ g であることから従う．
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例 3.15（写像度と回転数） (I/∂I, ∗) から (S1, (1, 0)) への点付き同相写像 [t] 7→ (cos 2πt, sin 2πt) を通して
(S1, (1, 0)) 上の余 Hopf 構造を考え，点付きホモトピー集合 [(S1, (1, 0)), (S1, (1, 0))] に群構造を入れる（例
3.13）．各 k ∈ Zに対して点付き連続写像 fk : (S1, (1, 0))→ (S1, (1, 0))を

fk(cos t, sin t) = (cos kt, sin kt)

と定めると，容易に確かめられるように，[(S1, (1, 0)), (S1, (1, 0))] の群演算に関して [f1]k = [fk] である．
deg f1 = deg idS1 = 1だから，命題 3.14より deg fk = k である．
S1 の普遍被覆空間を用いた議論でわかるように，連続写像 f : S1 → S1 は，ただ一つの k ∈ Zに対する fk

とホモトピックである．この k を，f の回転数（winding number）という．前段の結果より，f の写像度と
回転数は等しい．

3.3 公理的ホモロジーと写像度
補題 3.16 (X, ∗)を Sn（整数 n ≥ 1）に同相な点付き空間とすると，点付きホモトピー集合からホモトピー
集合への基点の忘却写像 [(X, ∗), (X, ∗)]→ [X,X]は全単射である．

証明 (X, ∗) = (Sn, e0)（e0 = (1, 0, . . . , 0)）の場合に示せばよい．
基点の忘却写像 [(Sn, e0), (Sn, e0)] → [Sn, Sn] が全射であることを示す．f : Sn → Sn を連続写像とする．
連続写像 A : I→ SO(n+ 1)を A(0) = In+1（単位行列）かつ A(1)f(e0) = e0 となるようにとると，Sn × I
から Sn への連続写像 (x, t) 7→ A(t)f(x)は t = 0のとき f となり，t = 1のとき (Sn, e0)から自身への点付き
連続写像となる．よって，基点の忘却写像は全射である．
基点の忘却写像 [(Sn, e0), (Sn, e0)] → [Sn, Sn]が単射であることを示す．f , g : (Sn, e0) → (Sn, e0)を点付
き連続写像とし，H : Sn × I → Sn を f から g への（点付きとは限らない）ホモトピーとする．連続写像
A : I→ SO(n+ 1)を，A(0) = A(1) = In+1（単位行列）かつ A(t)H(e0, t) = e0（t ∈ I）となるようにとる
と，Sn × Iから Sn への連続写像 (x, t) 7→ A(t)H(x, t)は，f から g への点付きホモトピーである．よって，
基点の忘却写像は単射である．

注意 3.17 補題 3.16を，より一般的な視点から説明する．
(S, ∗)を点付き空間であって基点からの包含写像 pt→ S がコファイブレーションであるものとする．この
とき，任意の位相空間 X に対して，基本亜群 Π(X)が点付きホモトピー集合の族 ([(S, ∗), (X,x)])x∈X に作
用し（すなわち，Π(X)の対象 xに対して点付き集合の圏 Set∗ の対象 [(S, ∗), (X,x)]を対応させる関手が自
然に定まり），連続写像 f , g : S → X に対して

f と g が（点付きとは限らない）ホモトピック ⇐⇒ f(∗)から g(∗)へのある道 lが存在して [l] · [f ] = [g]

となる*13．したがって，X の基点 ∗を固定するとき，基本群 π1(X, ∗)が点付きホモトピー集合 [(S, ∗), (X, ∗)]
に作用し，基点の忘却写像は [S,X]から軌道空間 [(S, ∗), (X, ∗)]/π1(X, ∗)への単射を誘導する．X が弧状連
結ならば，これは全単射になる．

(S, ∗) = (X, ∗)が Sn（整数 n ≥ 1）に同相な点付き空間であるとする．n ≥ 2ならば X は単連結だから，
上記の群作用は自明である．n = 1ならば，上記の群作用は基本群 π1(S1, e0)の自身への共役作用と同型であ

*13 基本群 π1(X, x) の点付きホモトピー集合 [(S, ∗), (X, x)] への作用については，Kammeyer [3, Remark 5.43] に説明がある．
基本亜群の作用も，基本群の作用と同様に定義される
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ることが確かめられ，π1(X, e0) ∼= Zは可換だから，この場合も群作用は自明である．よって，いずれにして
も，補題 3.16のとおり基点の忘却写像は全単射である．

定理 3.18（Hopf の定理） X を Sn（整数 n ≥ 1）に同相な位相空間とする．連続写像のホモトピー類
[f ] ∈ [X,X]に対して写像度 deg f を与える写像

deg : [X,X]→ Z

は，全単射である．

証明 [(X, ∗), (X, ∗)]から [X,X]への基点の忘却写像は全単射であり（補題 3.16），図式

[(X, ∗), (X, ∗)]

EndZ(H̃n(X;Z))

[X,X]

H̃n

H̃n

は可換である．例 3.13で述べたとおり [(X, ∗), (X, ∗)]には適当な群構造が入り，命題 3.14より，この群構造
に関して写像 H̃n : [(X, ∗), (X, ∗)]→ EndZ(H̃n(X;Z))は群準同型である．したがって，[(X, ∗), (X, ∗)]の群
構造を基点の忘却写像によって [X,X]に移すと，写像 H̃n : [X,X] → EndZ(H̃n(X;Z))は群準同型である．
また，恒等写像を 1に対応させることで，群同型 EndZ(H̃n(X;Z)) ∼= EndZ(Z) ∼= Zを得る．これら二つを合
成したものが，写像度を与える写像 deg : [X,X]→ Zであり，これも群準同型となる．

deg idX = 1だから，この群準同型 degは全射である．単射性を示すためには，写像度が 0である連続写像
f : X → X が定値写像にホモトピックであることをいえばよい．これについては，次の文献を参照のこと．

• Hatcher [2, Corollary 4.25]：ホモトピー論的な証明．
• Kammeyer [3, Corollary 5.42]：単体近似定理を用いた証明．
• Milnor [5, p. 51]：微分トポロジー的な証明．この本では，写像度が微分トポロジー的に定義されてい
る．

定理 3.19 X を Sn（整数 n ≥ 0）に同相な位相空間とし，f : X → X を連続写像とする．任意のホモロジー
理論 h∗ に対して，f が誘導する準同型 f∗ : h̃n(X)→ h̃n(X)は，deg f 倍写像である．

証明 [(X, ∗), (X, ∗)]から [X,X]への基点の忘却写像は全単射であり（補題 3.16），図式

[(X, ∗), (X, ∗)]

EndR(h̃n(X))

[X,X]

h̃n

h̃n

は可換である．例 3.13で述べたとおり [(X, ∗), (X, ∗)]には適当な群構造が入り，命題 3.14より，この群構造
に関して写像 h̃n : [(X, ∗), (X, ∗)] → EndR(h̃n(X)) は群準同型である．したがって，[(X, ∗), (X, ∗)] の群構
造を基点の忘却写像によって [X,X] に移すと，写像 h̃n : [X,X] → EndR(h̃n(X)) は群準同型である．一方
で，Hopfの定理（定理 3.18）の証明で見たように，この群構造に関して写像 deg : [X,X]→ Zは群同型であ
る．群の生成元 1 ∈ Zには恒等写像のホモトピー同値類 [idX ]が対応し，h̃n([idX ]) = idX∗ は 1倍写像だか
ら，準同型性から主張が従う．
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3.4 応用：レトラクションの非存在，代数学の基本定理，つむじの定理
定理 3.20（定理 2.47と同じ） Dn（整数 n ≥ 0）は Sn−1 をレトラクトにもたない．

証明 レトラクション r : Dn → Sn−1 が存在するとすると，Sn−1 × Iから Sn−1 への写像 (x, t) 7→ r(tx)は，
定値写像 r(0)から r|Sn−1 = idSn−1 へのホモトピーである．ところが，定値写像の写像度は 0，恒等写像の写
像度は 1だから，これは写像度のホモトピー不変性に矛盾する．よって，背理法より，Dn は Sn−1 をレトラ
クトにもたない．

定理 3.21（代数学の基本定理） 定数でない 1変数複素係数多項式は，必ず複素数根をもつ．

証明 d次の 1変数複素係数多項式 P (z) = zd + a1z
d−1 + · · ·+ ad（a1, . . . , ad ∈ C）が複素数根をもたない

として，d = 0を示す．S1 を {z ∈ C | |z| = 1}と同一視して，連続写像 F : S1 × R≥0 → S1 を

F (z, t) = P (tz)
|P (tz)|

と定める．t > 0に対して

F (z, t−1) = tdP (t−1z)
td|P (t−1z)|

= zd + ta1z
d−1 + · · ·+ tdad

|zd + ta1zd−1 + · · ·+ tdad|

だから，F (z,∞) = zd と定めることで，F は S1 × R≥0 から S1 への連続関数に拡張される．F (–, 0)は定値
写像 P (0)/|P (0)|でその写像度は 0であり，F (–,∞)は写像 z 7→ zd でその写像度は dだから（例 3.15），写
像度のホモトピー不変性（命題 3.2 (1)）より d = 0である．

定理 3.22（つむじの定理） Sn（整数 n ≥ 0）上にいたるところで消えない連続接ベクトル場が存在するため
の必要十分条件は，nが奇数であることである．

証明 規格化することで，Sn 上にいたるところノルム 1の連続接ベクトル場，すなわち連続写像 f : Sn → Sn

であって任意の x ∈ Sn に対して x ⊥ f(x)を満たすもの，が存在するための必要十分条件を考えればよい．n
が奇数 2m− 1ならば，

f(x0, x1, x2, x3, . . . , x2m−2, x2m−1) = (−x1, x0,−x3, x2, . . . ,−x2m−1, x2m−2)

で定まる写像 f が条件を満たす．逆に，条件を満たす f が存在したとすると，写像

Sn × I→ Sn, (x, t) 7→ (cosπt)x+ (sin πt)f(x)

は idSn から −idSn へのホモトピーになる．したがって，写像度のホモトピー不変性（命題 3.2 (1)）と例 3.6
より

1 = deg idSn = deg(−idSn) = (−1)n+1

だから，nは奇数である．これで，主張が示された．
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4 胞体ホモロジー
4.1 胞体の接着とホモロジー
命題 4.1 h∗ を加法的ホモロジー理論とする．(X,A)は空間対，(Φλ : Dn → X)λ∈Λ と (ϕλ : Sn−1 → X)λ∈Λ

（n ∈ N）は連続写像の族であり， ∐
λ∈Λ Sn−1 A

∐
λ∈Λ Dn−1 X

〈ϕλ〉λ∈Λ

〈Φλ〉λ∈Λ

は押し出しの図式であるとする（縦の矢印は，包含写像を表す）．各 λ ∈ Λに対して，eλ = Φλ(intDn)と置
く．このとき，任意の k ∈ Zに対して，次が成り立つ．

(1) Φλ たちが誘導する準同型
〈Φλ∗〉λ∈Λ : hk(Dn, Sn−1)⊕Λ → hk(X,A)

は同型である．
(2) 各 λ ∈ Λに対して，

Φλ∗ : hk(Dn, Sn−1)→ hk(X,X \ eλ)

は同型である．
(3) (1) の同型の逆写像 hk(X,A) →

⊕
λ∈Λ hk(Dn, Sn−1) の λ-成分は，包含写像が誘導する準同型と (2)

の同型 Φλ∗ の逆写像との合成

hk(X,A) −→ hk(X,X \ eλ) (Φλ∗)−1

−−−−−→ hk(Dn, Sn−1)

に等しい．

証明 (1) h∗ の加法性と系 1.27から同型

hk(Dn, Sn−1)⊕Λ ∼= hk

(∐
λ∈Λ

Dn,
∐
λ∈Λ

Sn−1

)
∼= hk(X,A)

が得られ，これが主張の同型に他ならない．
(2) 容易に確かめられるように，

Sn−1 X \ eλ

Dn X

ϕλ

Φλ

は押し出しの図式である．よって，主張は (1)から従う．
(3) 包含写像が誘導する準同型 hk(X,A) → hk(X,X \ eλ) と (Φλ∗)−1 : hk(X,X \ eλ) → hk(Dn, Sn−1)
との合成を αλ と書く．µ ∈ Λに対して

αµ ◦ Φλ∗ =

{
idhk(Dn,Sn−1) (λ = µ)
0 (λ 6= µ)
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を示せばよいが，これらはそれぞれ可換図式

hk(Dn, Sn−1) hk(X,A)

hk(X,X \ eλ),
Φλ∗

Φλ∗ hk(Dn, Sn−1) hk(X,A)

hk(Dn,Dn) = 0 hk(X,X \ eµ),

Φλ∗

Φλ∗

から従う．

命題 4.2 h∗ を加法的な常ホモロジー理論とする．(X,A)を相対 CW複体とし，その胞体の次元として現れ
る整数全体の集合を S と置く．このとき，任意の k ∈ Z \ S に対して，hk(X,A) = 0である．

証明 命題 1.33より hk(X,A) ∼= lim−→n
hk(X(n), A)だから，任意の整数 n ≥ −1に対して hk(X(n), A) = 0

であることを示せばよい．
帰納法で示す．まず，hk(X(−1), A) = hk(A,A) = 0である．次に，n ≥ 0とする．(X,A)の n次元胞体
の個数（を表す濃度）を qn と置くと，命題 4.1より

hk(X(n), X(n−1)) ∼= hk(Dn, Sn−1)⊕qn

である．ところが，n 6= k のとき hk(Dn, Sn−1) = 0 であり（例 1.10．ここで次元公理が必要である），
n = k /∈ S のとき qn = 0だから，いずれにしても hk(X(n), X(n−1)) = 0である．したがって，ホモロジー完
全列（命題 1.6）

hk(X(n−1), A) −→ hk(X(n), A) −→ hk(X(n), X(n−1)) = 0

より包含写像が誘導する準同型 hk(X(n−1), A) → hk(X(n), A) は全射だから，hk(X(n−1), A) = 0 ならば
hk(X(n), A) = 0である．これで，帰納法が完成した．

系 4.3 h∗ を加法的な常ホモロジー理論とする．(X,A) を相対 CW 複体とし，その胞体の次元として現れ
る整数全体の集合を S と置く．このとき，任意の部分集合 B ⊆ A に対して，包含写像が誘導する準同型
hk(A,B)→ hk(X,B)は，k /∈ S ならば全射であり，k + 1 /∈ S ならば単射である．

証明 ホモロジー完全列（命題 1.6）

hk+1(X,A) −→ hk(A,B) −→ hk(X,B) −→ hk(X,A)

と命題 4.2から従う．

4.2 ホモロジー群のなすチェイン複体
命題 4.4 h∗をホモロジー理論とする．Xを位相空間とし，(Xn)n∈ZをXの部分空間の増加列とする．各 n ∈
Zに対して三対 (Xn, Xn−1, Xn−2)のホモロジー完全列（命題 1.6）における連結準同型 ∂n : hn(Xn, Xn−1)→
hn−1(Xn−1, Xn−2)を考えるとき，列

h•(X•, X•−1) : · · · ∂n+1−−−→ hn(Xn, Xn−1) ∂n−−→ hn−1(Xn−1, Xn−2) ∂n−1−−−→ · · ·

は R-加群のチェイン複体である．
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証明 ∂n−1∂n は

hn(Xn, Xn−1) ∂n−−→ hn−1(Xn−1) −→ hn−1(Xn−1, Xn−2)
∂n−1−−−→ hn−2(Xn−2) −→ hn−2(Xn−2, Xn−3)

と分解できるが，第二・第三の準同型は空間対 (Xn−1, Xn−2)に対するホモロジー完全列の一部だから，それ
らの合成は 0である．よって，主張の列は，チェイン複体である．

定理 4.5 h∗ を加法的な常ホモロジー理論とする．(X,A)を相対 CW複体とし，命題 4.4の方法でチェイン
複体 h•(X(•), X(•−1))を考える．各 n ∈ Zに対して，次が成り立つ．

(1) 包含写像が誘導する準同型 hn(X(n), A)→ hn(X(n), X(n−1))は，同型

hn(X(n), A) ∼= Zn(h•(X(•), X(•−1)))

を与える．
(2) 包含写像が誘導する準同型 hn(X(n), A) → hn(X,A) は全射であり，これによって hn(X,A) を

hn(X(n))の商加群とみなすと，(1)の同型は，同型

hn(X,A) ∼= Hn(h•(X(•), X(•−1)))

を誘導する．

証明 (1) ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn(X(n−1), A) −→ hn(X(n), A) −→ hn(X(n), X(n−1)) ∂−−→ hn−1(X(n−1), A)

と hn(X(n−1), A) = 0（命題 4.2）より，包含写像が誘導する準同型 hn(X(n), A) → hn(X(n), X(n−1))は単
射でその像は ∂ : hn(X(n), X(n−1))→ hn−1(X(n−1), A)の核に等しい．また，ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn−1(X(n−2), A) −→ hn−1(X(n−1), A) −→ hn−1(X(n−1), X(n−2))

と hn−1(X(n−2), A) = 0（命題 4.2）より，包含写像が誘導する準同型 hn−1(X(n−1), A)→ hn−1(X(n−1), X(n−2))
は単射である．以上より，同型

hn(X(n)) ∼= Ker(∂ : hn(X(n), X(n−1))→ hn−1(X(n−1), A))

= Ker(∂ : hn(X(n), X(n−1))→ hn−1(X(n−1), X(n−2)))

= Zn(h•(X(•), X(•−1)))

を得る．
(2) ホモロジー完全列（命題 1.6）

hn+1(X(n+1), X(n)) ∂−−→ hn(X(n), A) −→ hn(X(n+1), A) −→ hn(X(n+1), X(n))

と hn(X(n+1), X(n)) = 0（命題 4.2）より，包含写像が誘導する準同型 hn(X(n), A) → hn(X(n+1), A) は
全射でその核は ∂ : hn+1(X(n+1), X(n)) → hn(X(n), A) の像に等しい．また，包含写像が誘導する準同型
hn(X(n+1), A)→ hn(X,A)は同型である（系 4.3）．したがって，包含写像が誘導する準同型 hn(X(n), A)→
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hn(X,A) は全射でその核は ∂ : hn+1(X(n+1), X(n)) → hn(X(n), A) の像に等しいが，この像は (1) の同型
を通して ∂ : hn+1(X(n+1), X(n)) → hn(X(n), X(n+1)) の像，すなわち Bn(h•(X(•), X(•−1))) に対応する．
よって，(1)の同型は同型

hn(X,A) ∼= Zn(h•(X(•), X(•−1)))/Bn(h•(X(•), X(•−1)))

= Hn(h•(X(•), X(•−1)))

を誘導する．

定理 4.6 h∗ を加法的な常ホモロジー理論とする．(X,A), (Y,B)を相対 CW複体とし，命題 4.4の方法で
チェイン複体 h•(X(•), X(•−1)), h•(Y (•), Y (•−1)) を考える．相対胞体写像 f : (X,A) → (Y,B) と各 n ∈ Z
に対して，図式

hn(X,A) hn(Y,B)

Hn(h•(X(•), X(•−1))) Hn(h•(Y (•), Y (•−1)))

∼=

f∗

∼=

Hn(f∗)

は可換である．ここで，縦の矢印は，定理 4.5 (2)の同型を表す．

証明 定理 4.5 (2)の同型は包含写像が誘導する準同型 hn(X(n), A)→ hn(X(n), X(n−1))と hn(X(n), A)→
hn(X,A)を用いて定義されているから，主張は図式

hn(X(n), A) hn(Y (n), B)

hn(X(n), X(n−1)) hn(Y (n), Y (n−1)),

f∗

f∗

hn(X(n), A) hn(Y (n), B)

hn(X,A) hn(Y,B)

f∗

f∗

の可換性から従う．

4.3 胞体チェイン複体と胞体ホモロジー群
各 n ∈ Nに対して，同相写像 κ : Dn/Sn−1 → Sn を，

κ([x]) = (2
√

1− |x|2 x, 2|x|2 − 1)

と定める（[x]は点 x ∈ Dn の同値類を表す）．

補題 4.7 h∗ をホモロジー理論とする．n ∈ Nと k ∈ Zに対して，図式

hk(Dn, Sn−1) h̃k(Dn/Sn−1)

hk(Dn+1, Sn) h̃k(Sn)

σ ∼=

∼=

κ∗∼=

∂
∼=

は可換である．ここで，

• 上の行の矢印は命題 1.25による同型を，
• σ は懸垂同型（例 1.10）を，
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• κ∗ は上記の同相写像 κが誘導する同型を，
• ∂ は空間対 (Dn+1, Sn)の被約ホモロジー完全列（定理 1.15）の境界準同型（被約ホモロジー完全列，お
よび Dn+1 が可縮であることと命題 1.12 (1)より，これは同型である）を

表す．

証明 例 1.10 と同様に，Dn
+ = {(x0, . . . , xn) ∈ Sn | xn ≥ 0} と置く．懸垂同型 σ は，埋め込み

i : (Dn, Sn−1)→ (Sn, Dn
+)が誘導する同型と境界準同型を用いて

σ : hk(Dn, Sn−1) i∗−−→∼= hk(Sn, Dn
+) ∂←−−∼= hk(Dn+1, Sn)

と書けるが，後者は境界準同型 ∂ : hk(Dn+1, Sn) → h̃k(Sn) と包含写像が誘導する準同型 h̃k(Sn) →
hk(Sn, Dn

+)とに分解できる．したがって，主張の図式における ∂ ◦ σ は，可換図式

hk(Dn, Sn−1) hk(Sn, Dn
+) h̃k(Sn)

h̃k(Dn/Sn−1) h̃k(Sn/Dn
+) h̃k(Sn)

∼=

i∗

∼=

i∗ q∗

の上の列に等しい．ここで，縦の矢印は命題 1.25による同型を表し，i : Dn/Sn−1 → Sn/Dn
+ は iが誘導する

同相写像であり，q : Sn → Sn/Dn
+ は等化写像である．ところが，容易にわかるように κ : Dn/Sn−1 → Sn は

i
−1 ◦ p : Sn → Dn/Sn−1 のホモトピー逆だから，κ∗ は上記の可換図式の下の列に等しい．これで，主張が示
された．

h∗ を加法的ホモロジー理論とし，M = h0(pt)と置く．(X,A)を相対 CW複体とし，その相対胞体分割を
((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn

と書く．整数 n ≥ 0に対して，懸垂同型 σn : M = h0(D0, S−1)→ hn(Dn, Sn−1)と命題
4.1から，同型

M⊕Λn = h0(D0, S−1)⊕Λn ∼= hn(Dn, Sn−1)⊕Λn ∼= hn(X(n), X(n−1)) (∗)

が得られる．整数 n < 0に対しても，Λn = ∅と置けば，hn(X(n), X(n−1)) = 0 = M⊕Λn となる．

命題 4.8 上記の状況で，連結準同型

∂n : hn(X(n), X(n−1))→ hn−1(X(n−1), X(n−2))

の，(∗)で示した同型 hn(X(n), X(n−1)) ∼= M⊕Λn と hn−1(X(n−1), X(n−2)) ∼= M⊕Λn−1 に関する (λ′, λ)-成
分（λ ∈ Λn，λ′ ∈ Λn−1）

∂n,λ′λ : M →M

は，
deg
(
Dn−1/Sn−2 κ−−→ Sn−1 ϕλ−−→ X(n−1) q−−→ X(n−1)/(X(n−1) \ eλ′)

Φ
−1
λ′−−→ Dn−1/Sn−2

)
(∗∗)

倍写像である．ここで，

• κ : Dn−1/Sn−2 → Sn−1 は上記の同相写像，
• ϕλ : Sn−1 → X(n−1) は Φλ の制限，
• q : X(n−1) → X(n−1)/(X(n−1) \ eλ′)は等化写像，
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• Φλ′ : Dn−1/Sn−2 → X(n−1)/(X(n−1) \ eλ′)は Φλ′ : (Dn−1, Sn−2)→ (X(n−1), X(n−1) \ eλ′)が誘導す
る同相写像

である．

証明 n ≤ 0 ならば Λn−1 = ∅ だから，示すべきことは何もない．n > 0 のとき，∂n,λ′λ は懸垂同型と命題
4.1を用いて

∂n,λ′λ : M σn

−−→ hn(Dn, Sn−1) Φλ∗−−→ hn(X(n), X(n−1)) ∂−−→ hn(X(n−1), X(n−2))

−→ hn(X(n−1), X(n−1) \ eλ′) (Φλ′∗)−1

−−−−−−→ hn(Dn−1, Sn−2) (σn−1)−1

−−−−−−→M

と定義される準同型である（表示のない矢印は，包含写像が誘導する準同型を表す）．よって，主張は可換図式

M hn−1(Dn−1, Sn−2) h̃n−1(Dn−1/Sn−2)

hn(Dn, Sn−1) h̃n−1(Sn−1)

hn(X(n), X(n−1))

h̃n−1(X(n−1)) h̃n−1(X(n−1))

hn−1(X(n−1), X(n−1) \ eλ′) h̃n−1(X(n−1)/(X(n−1) \ eλ′))

M hn−1(Dn−1, Sn−2) h̃n−1(Dn−1/Sn−2)

∂n,λ′λ

σn−1

σ

∼=

κ∗

Φλ∗

∂

ϕλ∗

∂

q∗

(Φλ′∗)−1

∼=

(Φ−1
λ′ )∗

σn−1 ∼=

から従う．ここで，矢印 hn(X(n−1))→ hn(X(n−1), X(n−1) \ eλ′)は包含写像が誘導する準同型を表し，2列
目から 3列目に伸びる横向きの矢印のうち ∼=と表示のあるものは命題 1.25による同型を表す．また，右側の
四つの四角の可換性は，上から一つ目は補題 4.7から，上から二つ目は連結準同型の自然性から，残りの二つ
は注意 1.26から従う．

命題 4.8における整数 (∗∗)は，特性写像にはよるが，ホモロジー理論にはよらない．これを踏まえて，次
のように定義する．

定義 4.9（結合係数） (X,A)を相対 CW複体とし，その相対胞体分割を ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn
と書く．n ∈ Z

と λ ∈ Λn，λ′ ∈ Λn−1 に対して，命題 4.8 における整数 (∗∗) を結合係数（incidence number）といい，
[eλ′ : eλ]と書く．すなわち，

[eλ′ : eλ] = deg
(
Dn−1/Sn−2 κ−−→ Sn−1 ϕλ−−→ X(n−1) q−−→ X(n−1)/(X(n−1) \ eλ′)

Φ
−1
λ′−−→ Dn−1/Sn−2

)
である．
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注意 4.10 位相空間の可換図式

Dn−1/Sn−2 Dn−1/Sn−2

Sn−1 Sn−1

Φ
−1
λ′ ◦q◦ϕλ◦κ

κ κ

κ◦Φ−1
λ′ ◦q◦ϕλ

から Z-加群の可換図式

Hn−1(Dn−1/Sn−2;Z) Hn−1(Dn−1/Sn−2;Z)

Hn−1(Sn−1;Z) Hn−1(Sn−1;Z)

(Φ−1
λ′ ◦q◦ϕλ◦κ)∗

κ∗ κ∗

(κ◦Φ−1
λ′ ◦q◦ϕλ)∗

が誘導されるが，κは同相だから κ∗ は同型である．よって，結合係数は，

[eλ′ : eλ] = deg
(
Sn−1 ϕλ−−→ X(n−1) q−−→ X(n−1)/(X(n−1) \ eλ′)

Φ
−1
λ′−−→ Dn−1/Sn−2 κ−−→ Sn−1

)
とも書ける．

Λ, Λ′ を集合とするとき，Λ′ ×Λで添字付けられた可換環 Rの元の族 (rλ′λ)(λ′,λ)∈Λ′×Λ を，R上の (Λ′, Λ)
型の行列という．rλ′λ を，この行列の (λ′, λ)-成分という．任意の λ ∈ Λ に対して rλ′λ 6= 0 となる λ′ ∈ Λ′

が有限個であるとき，この行列は有限型であるという．R上の (Λ′, Λ)型の有限型行列と R⊕Λ から R⊕Λ′ へ
の R-加群の準同型とは一対一に対応する．R-加群の準同型 ϕ : R⊕Λ → R⊕Λ′ に対応する行列を，ϕの行列表
示という．
Λ, Λ′, Λ′′ を集合とし，(rλ′λ)(λ′,λ)∈Λ′×Λ, (sλ′′λ′)(λ′′,λ′)∈Λ′′×Λ′ をそれぞれ R上の (Λ′, Λ)型，(Λ′′, Λ′)型
の有限型行列とするとき，これらの行列の積を

(sλ′′λ′)(λ′′,λ′)∈Λ′′×Λ′(rλ′λ)(λ′,λ)∈Λ′×Λ =

(∑
λ′∈Λ′

sλ′′λ′rλ′λ

)
(λ′′,λ)∈Λ′′×Λ

と定義する．これは，R上の (Λ′′, Λ)型の有限型行列である．行列の積は，R-加群の準同型の合成に対応する．

命題 4.11 (X,A) を相対 CW 複体とし，その相対胞体分割を (eλ)n∈N, λ∈Λn
と書く（整数 n < 0 に対して

は，Λn = ∅とする）．各 n ∈ Zに対して，次が成り立つ．

(1) Z上の行列 ([eλ′ : eλ])(λ′,λ)∈Λn−1×Λn
は有限型である．

(2) Z上の行列の等式

([eλ′′ : eλ′ ])(λ′′,λ′)∈Λn−2×Λn−1([eλ′ : eλ])(λ′,λ)∈Λn−1×Λn
= 0

が成り立つ（右辺は，すべての成分が 0である (Λ′′, Λ)型の行列である）．

証明 Z-係数の特異ホモロジーを考える．命題 4.8より，連結準同型

Z⊕Λn ∼= Hn(X(n), X(n−1);Z) ∂n−−→ Hn−1(X(n−1), X(n−2);Z) ∼= Z⊕Λn−1

の行列表示は，([eλ′ : eλ])(λ′,λ)∈Λn−1×Λn
である．よって，主張は命題 4.4から従う．
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命題 4.11を踏まえて，次のように定義する．

定義 4.12（胞体チェイン複体，胞体ホモロジー群） M を R-加群とする．(X,A)を相対 CW複体とし，そ
の相対胞体分割を (eλ)n∈N, λ∈Λn

と書く（整数 n < 0に対しては，Λn = ∅とする）．

(1) 各 n ∈ Zに対して，R-加群 Cn(X,A;M)を

Cn(X,A;M) = M⊕Λn =

{∑
λ∈Λn

mλeλ

∣∣∣∣∣ mλ ∈M，有限個を除き 0

}

と定める（n < 0に対しては Cn(X,A;M) = 0である）．
(2) 各 n ∈ Zに対して，R-加群の準同型

∂ = ∂n : Cn(X,A;M)→ Cn−1(X,A;M)

を，M = Rの場合は ([eλ′ : eλ])(λ′,λ)∈Λn−1×Λn
（命題 4.11 (1)よりこれは Z上の有限型行列であり，

したがって R上の有限型行列とみなせる）を行列表示にもつ準同型として定め，一般の場合はM = R

の場合の準同型と idM とのテンソル積として定める．
(3) 命題 4.11 (2)より，(2)の準同型は R-加群のチェイン複体

C•(X,A;M) : · · · ∂n+1−−−→ Cn(X,A;M) ∂n−−→ Cn−1(X,A;M) ∂n−1−−−→ · · ·

を定める．このチェイン複体を X のM -係数の胞体チェイン複体（cellular chain complex）といい，
その n 次ホモロジー群 Hn(C•(X,A;M)) を X の M -係数の n 次胞体ホモロジー群（n-th cellular
homology group）という．

定理 4.5より，h∗ が加法的な常ホモロジー理論であって h0(pt) = M を満たすとすると，任意の相対 CW
複体 (X,A)に対して，同型

hn(X,A) ∼= Hn(C•(X,A;M)) (∗∗∗)

が成り立つ．

4.4 胞体写像が誘導する準同型
命題 4.13 h∗ を加法的ホモロジー理論とし，M = h0(pt)と置く．(X,A), (Y,B)を相対 CW複体とし，そ
れらの相対胞体分割をそれぞれ ((eXλ , ΦXλ ))n∈N, λ∈Λn

, ((eYµ , ΦYµ ))n∈N, µ∈Mn
と書く（整数 n < 0に対しては，

Λn, Mn = ∅とする）．相対胞体写像 f : (X,A)→ (Y,B)が誘導する準同型

f∗ : hn(X(n), X(n−1))→ hn−1(Y (n), Y (n−1))

の，(∗)で示した同型 hn(X(n), X(n−1)) ∼= M⊕Λn，hn(Y (n), Y (n−1)) ∼= M⊕Mn に関する (µ, λ)-成分（λ ∈ Λn，
µ ∈Mn）

f∗,µλ : M →M

は，

deg

(
Dn/Sn−1 Φ

X

λ−−→ X(n)/X(n−1) f−−→ Y (n)/Y (n−1) q−−→ Y (n)/(Y (n) \ eYµ )
(ΦY

µ )−1

−−−−−→ Dn/Sn−1

)
(∗∗∗∗)

倍写像である．ここで，
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• Φ
X

λ : Dn/Sn−1 → X(n)/X(n−1) は ΦXλ : (Dn, Sn−1)→ (X(n), X(n−1))が誘導する連続写像，
• f : X(n)/X(n−1) → Y (n)/Y (n−1) は f : (X(n), X(n−1))→ (Y (n), Y (n−1))が誘導する連続写像，
• q : Y (n)/Y (n−1) → Y (n)/(Y (n) \ eYµ )は等化写像，
• Φ

Y

µ : Dn/Sn−1 → Y (n)/(Y (n) \ eYµ )は ΦYµ : (Dn, Sn−1)→ (Y (n), Y (n) \ eYµ )が誘導する同相写像

である．

証明 n < 0の場合は明らかだから，n ≥ 0とする．このとき，準同型 f∗,µλ : M → M は，懸垂同型と命題
4.1を用いて

f∗,µλ : M σn

−−→ hn(Dn, Sn−1)
ΦX

λ∗−−→ hn(X(n), X(n−1)) f∗−−→ hn(Y (n), Y (n−1))

−→ hn(Y (n), Y (n) \ eYµ )
(ΦY

µ∗)−1

−−−−−→ hn(Dn, Sn−1) (σn)−1

−−−−→M

と定義される（表示のない矢印は，包含写像が誘導する準同型を表す）．よって，主張は可換図式

M hn(Dn, Sn−1) h̃n(Dn/Sn−1)

hn(X(n), X(n−1)) h̃n(X(n)/X(n−1))

hn(Y (n), Y (n−1)) h̃n(Y (n)/Y (n−1))

hn(Y (n), Y (n) \ eYµ ) h̃n(Y (n)/(Y (n) \ eYµ ))

M hn(Dn, Sn−1) h̃n(Dn−1/Sn−2)

f∗,µλ

σn

ΦX
λ∗

∼=

Φ
X

λ∗

f∗

∼=

f∗

∼=

q∗

(ΦY
µ∗)−1

∼=

((ΦY

µ )−1)∗

σn ∼=

から従う．ここで，矢印 hn(Y (n), Y (n−1))→ hn(Y (n), Y (n) \ eYµ )は包含写像が誘導する準同型を表し，2列
目から 3列目に伸びる横向きの矢印は命題 1.25による同型を表す．また，右側の四つの四角の可換性は注意
1.26から従う．

命題 4.13における整数 (∗∗∗∗)は，特性写像にはよるが，ホモロジー理論にはよらない．これを踏まえて，
次のように定義する．

定義 4.14 (X,A), (Y,B) を相対 CW 複体とし，それらの相対胞体分割をそれぞれ ((eXλ , ΦXλ ))n∈N, λ∈Λn
,

((eYµ , ΦYµ ))n∈N, µ∈Mn
と書く．f : (X,A) → (Y,B)を相対胞体写像とする．n ∈ Zと λ ∈ Λn，µ ∈ Mn に対

して，命題 4.13における整数 (∗∗∗∗)を，[f ]eY
µ ,e

X
λ
あるいは単に [f ]µλ と書く*14．すなわち，

[f ]eY
µ ,e

X
λ

= [f ]µλ = deg

(
Dn/Sn−1 Φ

X

λ−−→ X(n)/X(n−1) f−−→ Y (n)/Y (n−1) q−−→ Y (n)/(Y (n) \ eYµ )
(ΦY

µ )−1

−−−−−→ Dn/Sn−1

)

である．

*14 「[f ]eY
µ ,eX

λ
」や「[f ]µλ」は，本稿だけの記号である．
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命題 4.15 (X,A), (Y,B), (Z,C)を相対 CW複体とし，それらの相対胞体分割をそれぞれ (eXλ )n∈N, λ∈Λn ,
(eYµ )n∈N, µ∈Mn

, (eZν )n∈N, ν∈Nn
と書く（整数 n < 0 に対しては，Λn, Mn, Nn = ∅ とする）．f : (X,A) →

(Y,B)と g : (Y,B)→ (Z,C)を相対胞体写像とすると，各 n ∈ Zに対して，次が成り立つ．

(1) Z上の行列 ([f ]µλ)(µ,λ)∈Mn×Λn
は有限型である．

(2) Z上の行列の等式

([f ]µ′λ′)(µ′,λ′)∈Mn−1×Λn−1([eXλ′ : eXλ ])(λ′,λ)∈Λn−1×Λn

= ([eYµ′ : eYµ ])(µ′,µ)∈Mn−1×Mn
([f ]µλ)(µ,λ)∈Mn×Λn

が成り立つ．
(3) Z上の行列の等式

([g]νµ)(ν,µ)∈Nn×Mn
([f ]µλ)(µ,λ)∈Mn×Λn

= ([g ◦ f ]νλ)(ν,λ)∈Nn×Λn

が成り立つ．

証明 Z-係数の特異ホモロジーを考える．整数 n ≥ 0に対して，命題 4.13より，相対胞体写像が誘導する準
同型

Z⊕Λn ∼= Hn(X(n), X(n−1);Z) f∗−−→ Hn(Y (n), Y (n−1);Z) ∼= Z⊕Mn ,

Z⊕Mn ∼= Hn(Y (n), Y (n−1);Z) g∗−−→ Hn(Z(n), Z(n−1);Z) ∼= Z⊕Nn

の行列表示は，それぞれ ([f ]µλ)(µ,λ)∈Mn×Λn
, ([g]νµ)(ν,µ)∈Nn×Mn

である．主張はここから従う．

命題 4.15を踏まえて，次のように定義する．

定義 4.16（胞体写像が誘導する準同型） M を R-加群とする．(X,A), (Y,B)を相対 CW複体とし，それら
の相対胞体分割をそれぞれ (eXλ )n∈N, λ∈Λn

, (eYµ )n∈N, µ∈Mn
と書く（整数 n < 0に対しては，Λn, Mn = ∅と

する）．f : (X,A)→ (Y,B)を相対胞体写像とする．

(1) n ∈ Zに対して，R-加群の準同型

f♯ : Cn(X,A;M)→ Cn(Y,B;M)

を，M = Rの場合は，([f ]µλ)(µ,λ)∈Mn×Λn
（命題 4.15 (1)よりこれは Z上の有限型行列であり，した

がって，R上の有限型行列とみなせる）を行列表示にもつ準同型として定め，一般の場合は，M = R

の場合の準同型と idM とのテンソル積として定める．命題 4.15 (2)より，これは，チェイン準同型

f♯ : C•(X,A;M)→ C•(Y,B;M)

を定める．
(2) (1)のチェイン準同型が誘導する胞体ホモロジー群の間の準同型を，

f∗ : Hn(C•(X,A;M))→ Hn(C•(Y,B;M))

と書く．

命題 4.17 相対 CW 複体の間の相対胞体写像 f , g : (X,A) → (Y,B) が対ホモトピックならば，f と g が
（任意の係数の）胞体ホモロジー群の間に誘導する準同型は等しい．
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証明 命題 4.13と特異ホモロジーのホモトピー不変性（定理 2.20）から従う．

M を R-加群とし，(X,A), (Y,B), (Z,C) を相対 CW 複体，f : (X,A) → (Y,B) と g : (Y,B) → (Z,C)
を相対胞体写像とすると，命題 4.15 (3)より

(g ◦ f)♯ = g♯ ◦ f♯ : C•(X,A;M)→ C•(Z,C;M)

であり，したがって，

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗ : Hn(C•(X,A;M))→ Hn(C•(Z,C;M))

である．すなわち，胞体チェイン複体をとる操作 C•(–;M)は相対 CW複体と相対胞体写像のなす圏から R-
加群のチェイン複体の圏 C(R-Mod) への関手をなし，胞体ホモロジー群をとる操作 Hn(C•(–;M)) は相対
CW複体と相対胞体写像のなす圏から R-加群の圏 R-Modへの関手をなす．
定理 4.6より，同型 (∗∗∗)は，相対CW複体 (X,A)に関する自然性を満たす．すなわち，f : (X,A)→ (Y,B)
を相対 CW複体の間の相対胞体写像とすると，f が誘導する h∗ に関するホモロジー群の間の準同型と胞体ホ
モロジー群の間の準同型が，同型 (∗∗∗)を通して対応する．

4.5 有限胞体複体の Euler標数
有限（相対）胞体複体の Euler標数は，その各次元の胞体の個数から簡単に計算できる．

命題 4.18 有限相対胞体複体 (X,A)は，任意の整域 Rに対して，有限生成の R-係数の特異ホモロジーをも
つ．(X,A)の n次元胞体の個数を qn と書くと，Euler標数について

χ(X,A;R) =
∞∑
n=0

(−1)nqn

が成り立つ．

証明 特異ホモロジー群 Hn(X,A;R)は胞体ホモロジー群 Hn(C•(X,A;R))に同型であり，Cn(X,A;R)は
階数 qn の自由 R-加群である．よって，補題 2.39 より，(X,A) は有限生成の R-係数の特異ホモロジーを
もち，

χ(X,A;R) = χ(C•(X,A;R))

=
∞∑
n=0

(−1)n rankR Cn(X,A;R)

=
∞∑
n=0

(−1)nqn

が成り立つ．

4.6 胞体ホモロジー群の計算例
本小節では，M を R-加群とする．
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例 4.19（球面の胞体ホモロジー群） n ≥ 0を整数とする．Sn の開集合と Sn への連続写像を

ept = {(0, . . . , 0, 1)}, Φpt : D0 → Sn, 0 7→ (0, . . . , 0, 1),

en = Sn \ ept, Φn : Dn → Sn, x 7→ (2
√

1− |x|2 x, 2|x|2 − 1)

と定めると，(ept, Φpt)は Sn 上の 0次元胞体，(en, Φn)は Sn 上の n次元胞体であり，Sn はこれらによって
有限胞体複体をなす．特に，命題 4.18より，Sn の Euler標数は，nが偶数のとき 2，奇数のとき 0である．
胞体チェイン複体は，n = 0のとき

Ck(S0;M) =

{
Mept ⊕Me0 (k = 0)
0 (k 6= 0)

であり，n ≥ 1のとき

Ck(Sn;M) =


Mept (k = 0)
Men (k = n)
0 (otherwise)

である．胞体チェイン複体の境界準同型のうち，その定義域も終域も 0 でないのは，n = 1 のときの
∂ : C1(S1;M) → C0(S1;M) だけだが，容易に確かめられるように，これは 0 である．よって，胞体ホモロ
ジー群は，n = 0のとき

Hk(C•(S0;M)) ∼=

{
M ⊕M (k = 0)
0 (k 6= 0)

であり，n ≥ 1のとき
Hk(C•(Sn;M)) ∼=

{
M (k = 0, n)
0 (otherwise)

である．この結果は，例 1.19（一般の常ホモロジー理論 h∗に関する球面のホモロジー群 hk(Sn)）と整合する．

例 4.20（向き付け可能な閉曲面の胞体ホモロジー群） g ≥ 1を整数とする．閉円板 D2 の周を等分して 4g 個
の辺を作り，正の向き（反時計回り）の順に各辺に記号 a1, b1, a−1

1 , b−1
1 , . . . , ag, bg, a−1

g , b−1
g を割り当て

る．x = a1, b1, . . . , ag, bg のそれぞれについて，記号 xと x−1 が割り当てられた辺を逆向きに貼り合わせる
ことで，D2 の商空間を得る．この商空間を，種数 g の向き付け可能な閉曲面といい，Σg と書く．Σ1 は 2次
元トーラスに同相である．
D2 から Σg への等化写像は，Σg 上の 2次元胞体 (e2, Φ2)を定める．また，x = a1, b1, . . . , ag, bg のそれ
ぞれについて，記号 xが割り当てられた辺を正の向きになぞることで，Σg 上の 1次元胞体 (e1

x, Φ
1
x)が得られ

る．最後に，円周を区切る 4g個の点は上記の貼り合わせによって 1点に潰れ，Σg 上の 0次元胞体 (e0, Φ0)を
定める．Σg はこれらによって有限胞体複体をなす．特に，命題 4.18より，Σg の Euler標数は 2−2gである．
胞体チェイン複体は，

Ck(Σg;M) =


Me0 (k = 0)
Me1

a1
⊕Me1

b1
⊕ · · · ⊕Me1

ag
⊕Me1

bg
(k = 1)

Me2 (k = 2)
0 (otherwise)
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である．結合係数を計算すると [e2 : e1
x] = 0，[e1

x : e0] = 0となるから，胞体チェイン複体の境界準同型はす
べて 0である．よって，胞体ホモロジー群は，

Hk(C•(Σg;M)) ∼=


M (k = 0)
M⊕2g (k = 1)
M (k = 2)
0 (otherwise)

である．

例 4.21（向き付け不可能な閉曲面の胞体ホモロジー群） g ≥ 1を整数とする．閉円板 D2 の周を等分して 2g
個の辺を作り，正の向き（反時計回り）の順に各辺に記号 a1, a1, . . . , ag, ag を割り当てる．x = a1, . . . , ag
のそれぞれについて，記号 xが割り当てられた二つの辺を同じ向きに貼り合わせることで，D2 の商空間を得
る．この商空間を，種数 g の向き付け不可能な閉曲面といい，Ng と書く．N1 は実射影平面 P2(R)に，N2 は
Kleinの壺に同相である．
商写像 D2 → Ng は，Ng 上の 2次元胞体 (e2, Φ2)を定める．また，x = a1, . . . , ag のそれぞれについて，
記号 xが割り当てられた辺を正の向きになぞることで，Ng 上の 1次元胞体 (e1

x, Φ
1
x)が得られる．最後に，円

周を区切る 2g 個の点は上記の貼り合わせによって 1点に潰れ，Ng 上の 0次元胞体 (e0, Φ0)を定める．Ng は
これらによって有限胞体複体をなす．特に，命題 4.18より，Ng の Euler標数は 2− g である．
胞体チェイン複体は，

Ck(Ng;M) =


Me0 (k = 0)
Me1

a1
⊕ · · · ⊕Me1

ag
(k = 1)

Me2 (k = 2)
0 (otherwise)

である．結合係数を計算すると [e2 : e1
x] = 2，[e1

x : e0] = 0となるから，胞体チェイン複体の境界準同型は，

∂(e2) = 2(e1
a1

+ · · ·+ e1
ag

), ∂(e1
x) = 0

で与えられる．よって，胞体ホモロジー群は，

Hk(C•(Ng;M)) ∼=


M (k = 0)
M⊕(g−1) ⊕M/2M (k = 1)
{m ∈M | 2m = 0} (k = 2)
0 (otherwise)

である．

注意 4.22 例 1.19，例 4.20，例 4.21で計算したホモロジー群が同型でないことから，

• 球面 S2，
• 種数 g ≥ 1の向き付け可能な閉曲面 Σg，
• 種数 g ≥ 1の向き付け不可能な閉曲面 Ng

のうちどの二つも同相でないことがわかる．実は，任意の閉曲面（境界をもたない 2次元コンパクト位相多様
体）がこれらのいずれかに同相であることが知られている（閉曲面の分類定理）．証明は，次の文献を参照の
こと．
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• Lee [4, Theorem 6.15]：閉曲面が単体分割可能であることを認めて証明している．
• Thomassen [7]：閉曲面が単体分割可能であることまで含めて証明している．

例 4.23（複素射影空間の胞体ホモロジー群） n ≥ 0を整数とする．各 k ∈ {0, . . . , n}に対して Pn(C)の開
集合と Pn(C)への連続写像を

e2k = {[z0 : · · · : zk : 0 : · · · : 0] ∈ Pn(C) | zk 6= 0},

Φ2k : D2k → Pn(C), z = (z0, . . . , zk−1) 7→ [z0 : · · · : zk−1 :
√

1− |z|2 : 0 : · · · : 0]

と定めると，各 (e2k, Φ2k)は Pn(C)上の 2k 次元胞体であり，Pn(C)はこれらによって有限胞体複体をなす．
特に，命題 4.18より，Pn(C)の Euler標数は n+ 1である．
胞体チェイン複体は，

Cl(Pn(C);M) =

{
Mel (l = 0, 2, . . . , 2n)
0 (otherwise)

であり，したがって，胞体ホモロジー群は

Hl(C•(Pn(C);M)) ∼=

{
M (l = 0, 2, . . . , 2n)
0 (otherwise)

である．

例 4.24（四元射影空間の胞体ホモロジー群） n ≥ 0を整数とする．複素射影空間の場合（例 4.23）と同様に
して，各 k ∈ {0, . . . , n}に対して Pn(H)上の 4k 次元胞体 (e4k, Φ4k)が定義でき，Pn(H)はこれらによって
有限胞体複体をなす．特に，命題 4.18より，Pn(H)の Euler標数は n+ 1である．
胞体チェイン複体は

Cl(Pn(H);M) =

{
Me4k (l = 0, 4, . . . , 4n)
0 (otherwise)

であり，したがって，胞体ホモロジー群は

Hl(C•(Pn(H);M)) ∼=

{
M (l = 0, 4, . . . , 4n)
0 (otherwise)

である．

例 4.25（実射影空間の胞体ホモロジー群） n ≥ 0を整数とする．実射影空間 Pn(R)についても，複素・四元
射影空間の場合（例 4.23，例 4.24）と同様にして胞体分割が得られるが，実の場合は胞体ホモロジー群を計算
するために結合係数について考える必要がある．
準備として，Pn(R)の 2重被覆空間である Sn の，例 4.19とは別の胞体分割を与える．各 k ∈ {0, . . . , n}
に対して Sn の開集合と Sn への連続写像を，複号同順で

ek± = {(x0, . . . , xk−1,±
√

1− |x|2, 0, . . . , 0) ∈ Pn(R) | x = (x0, . . . , xk−1) ∈ intDk},

Φk± : Dk → Sn, x = (x0, . . . , xk−1) 7→ (x0, . . . , xk−1,±
√

1− |x|2, 0, . . . , 0)

と定めると，各 (ek±, Φk±)は Sn 上の k 次元胞体であり，Sn はこれらによって有限胞体複体をなす．
胞体チェイン複体は，

Ck(Sn;M) =

{
Mek+ ⊕Mek− (0 ≤ k ≤ n)
0 (otherwise)
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である．各 k ∈ {1, . . . , n} に対して，結合係数 [ek−1
± : ek+] と [ek−1

± : ek−] を，符号を除いて求めよう．二
つの連続写像 Φk± : Dk → Sn の Sk−1 への制限はどちらも埋め込み ik−1 : Sk−1 → Sn, (x0, . . . , xk−1) 7→
(x0, . . . , xk−1, 0, . . . , 0)だから，結合定数の定義より [ek−1

± : ek+] = [ek−1
± : ek−]（複合同順）である．そこで，

a = [ek−1
+ : ek+] = [ek−1

+ : ek−], b = [ek−1
− : ek+] = [ek−1

− : ek−]

と置くと，Z-係数の胞体チェイン複体において

∂(ek+) = ∂(ek−) = aek−1
+ + bek−1

− (∗)

である．結合定数の定義より

a = deg

(
Dk−1/Sk−2 κ−−→ Sk−1 ik−1−−−→ (Sn)(k−1) q−−→ (Sn)(k−1)

/((Sn)(k−1) \ ek−1
+ )

(Φm−1
+ )−1

−−−−−−→ Dk−1/Sk−2

)

だが（各写像の定義については，命題 4.8を参照のこと），κ, ik−1, (Φk−1
+ )−1 は同相であり，補題 1.24より q

はホモトピー同値だから，これらの合成はホモトピー同値である．したがって，aは ±1のいずれかである．
また，T : Sn → Sn を対蹠写像 x 7→ −xとすると，例 3.6からわかるように，各整数 l ∈ {0, . . . , n}に対して

T♯(el±) = (−1)lel∓ (複合同順) (∗∗)

である．(∗)と (∗∗)より

T♯∂(ek+) = T♯(aek−1
+ + bek−1

− ) = (−1)k−1(bek−1
+ + aek−1

− ),

∂T♯(ek+) = (−1)k∂(ek−) = (−1)k(aek−1
+ + bek−1

− )

だが，T♯ がチェイン写像であることよりこれらは等しいから，b = −a である．よって，(a, b) は (±1,∓1)
（複号同順）のいずれかである．
以上を踏まえて，実射影空間 Pn(R)の胞体ホモロジー群を計算する．p : Sn → Pn(R)を等化写像とする．
各 k ∈ {0, . . . , n}に対して Pn(R)の開集合と Pn(R)への連続写像を

ek = p(ek+) = p(ek−), Φk = p ◦ Φk+ : Dk → Pn(R)

と定めると，各 (ek, Φk)は Pn(R)上の k 次元胞体であり，Pn(R)はこれらによって有限胞体複体をなす．特
に，命題 4.18より，Pn(R)の Euler標数は，nが偶数のとき −1，nが奇数のとき 0である．
胞体チェイン複体は，

Ck(Pn(R);M) =

{
Mek (0 ≤ k ≤ n)
0 (otherwise)

である．各 k ∈ {1, . . . , n}に対して，結合係数 [ek−1 : ek]を，符号を除いて求めよう．上で与えた Snと Pn(R)
の CW 構造に関して，p : Sn → Pn(R) は胞体写像である．これが誘導するチェイン写像 p♯ : C•(Sn;Z) →
C•(Pn(R);Z)について，各 l ∈ {0, . . . , k}に対して，明らかに

p♯(el+) = el (∗∗∗)

であり，(∗∗), (∗∗∗)と p ◦ T = pであることより，

p♯(el−) = (−1)lp♯T♯(el+) = (−1)lp♯(el+) = (−1)lel (∗∗∗∗)
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である．(∗∗∗), (∗∗∗∗)と p♯ がチェイン写像であること，および前段の結果より

∂(ek) = ∂p♯(ek+) = p♯∂(ek+) = ±p♯(ek−1
+ − ek−1

− ) = ±(1 + (−1)k)ek−1

だから，結合係数は
[ek−1 : ek] =

{
±2 (k は偶数)
0 (k は奇数)

である．よって，胞体ホモロジー群は，nが偶数のとき

Hk(C•(Pn(R);M)) ∼=


M (k = 0, n)
M/2M (k = 1, 3, . . . , n− 1)
{m ∈M | 2m = 0} (k = 2, 4, . . . , n− 2)
0 (otherwise)

であり，nが奇数のとき

Hk(C•(Pn(R);M)) ∼=


M (k = 0)
M/2M (k = 1, 3, . . . , n)
{m ∈M | 2m = 0} (k = 2, 4, . . . , n− 1)
0 (otherwise)

である．

付録 A ホモトピー論からの準備
A.1 ホモトピー
定義 A.1（ホモトピー） X, Y を位相空間とし，f , g : X → Y を連続写像とする．連続写像 σ : X × I→ Y

であって，σ(–, 0) = f かつ σ(–, 1) = g を満たすものを，f から g へのホモトピー（homotopy）という．f
から g へのホモトピーが存在するとき，f と g はホモトピック（homotopic）であるという．
容易に確かめられるように，「ホモトピックである」という関係は，同値関係である．この同値関係に関す
る連続写像 f の同値類を，f のホモトピー類（homotopy class）といい，[f ]と書く．位相空間 X から Y へ
の連続写像のホモトピー類全体のなす集合を，ホモトピー集合（homotopy set）といい，[X,Y ]と書く．

位相空間を対象とし，連続写像のホモトピー同値類を射とする圏Ho(Top)が自然に定まる．

定義 A.2（ホモトピー同値） 位相空間の間の連続写像 f : X → Y と g : Y → X について，g ◦ f が idX にホ
モトピックであり，f ◦ g が idY にホモトピックであるとき，f と g は互いに他のホモトピー逆（homotopy
inverse）であるという．ホモトピー逆をもつ連続写像を，ホモトピー同値写像（homotopy equivalence）と
いう．位相空間 X から Y へのホモトピー同値写像が存在するとき，X と Y はホモトピー同値（homotopy
equivalent）であるという．

位相空間の間の連続写像 f : X → Y がホモトピー同値写像であるとは，ホモトピー類 [f ]が Ho(Top)の
同型射であるということにほかならない．
次に，以上の概念の「空間対版」を定義する*15．

*15 本小節の以下の部分で定義する用語は，すべて本稿だけのものである．
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定義 A.3（対ホモトピー） (X,A), (Y,B)を空間対とし，f , g : (X,A)→ (Y,B)を連続写像とする．連続写
像 σ : (X,A) × I → (Y,B)であって，σ(–, 0) = f かつ σ(–, 1) = g を満たすものを，f から g への対ホモト
ピーという．f から g への対ホモトピーが存在するとき，f と g は対ホモトピックであるという．
容易に確かめられるように，「対ホモトピックである」という関係は，同値関係である．この同値関係に関
する連続写像 f の同値類を，f の対ホモトピー類といい，[f ]と書く*16．空間対 (X,A)から (Y,B)への連続
写像の対ホモトピー類全体のなす集合を，対ホモトピー集合といい，[(X,A), (Y,B)]と書く．
点付き空間 (X, ∗)から (Y, ∗)への点付き連続写像の間の対ホモトピーを扱うときには，対ホモトピーの代
わりに点付きホモトピー，対ホモトピックの代わりに点付きホモトピック，対ホモトピー類の代わりに点付き
ホモトピー類，対ホモトピー集合の代わりに点付きホモトピー集合という．

空間対を対象とし，連続写像の対ホモトピー同値類を射とする圏Ho(Top(2))が自然に定まる．

定義 A.4（対ホモトピー同値） 空間対の間の連続写像 f : (X,A)→ (Y,B)と g : (Y,B)→ (X,A)について，
g ◦ f が idX に対ホモトピックであり，f ◦ gが idY に対ホモトピックであるとき，f と gは互いに他の対ホモ
トピー逆であるという．対ホモトピー逆をもつ連続写像を，対ホモトピー同値写像という．空間対 (X,A)か
ら (Y,B)への対ホモトピー同値写像が存在するとき，(X,A)と (Y,B)は対ホモトピー同値であるという．
点付き空間 (X, ∗)から (Y, ∗)への点付き連続写像の間の対ホモトピーを扱うときには，対ホモトピー逆の
代わりに点付きホモトピー逆，対ホモトピー同値写像の代わりに点付きホモトピー同値写像，対ホモトピー同
値の代わりに点付きホモトピー同値という．

空間対の間の連続写像 f : (X,A) → (Y,B) が対ホモトピー同値写像であるとは，対ホモトピー類 [f ] が
Ho(Top(2))の同型射であるということにほかならない．

注意 A.5 空間対の間の連続写像 f : (X,A) → (Y,B)について，f が X から Y への連続写像としてホモト
ピー同値であり，かつ AからB への連続写像としてホモトピー同値であっても，f が (X,A)から (Y,B)への
連続写像として対ホモトピー同値であるとは限らない．たとえば，整数 n ≥ 1に対して，包含写像 Dm → Rm

および Sm−1 → Rm \ {0}はホモトピー同値だが，包含写像 (Dm, Sm−1)→ (Rm,Rm \ {0})は対ホモトピー
同値でない．

A.2 レトラクトと変位レトラクト
定義 A.6（レトラクト） X を位相空間，A をその部分空間とし，i : A → X を包含写像とする．連続写像
r : X → Aであって r ◦ i = idA を満たすものを，X から Aの上へのレトラクション（retraction）という．
これが存在するとき，Aは X のレトラクト（retract）であるという．

X が Hausdorff空間ならば，X のレトラクトは閉集合である．

定義 A.7（変位レトラクト） X を位相空間とし，A をその部分空間とする．次の 3 条件を満たす連続写像
R : X × I→ X を，X から Aの上への変位レトラクション（deformation retraction）という．

(i) R(–, 0) = idX である．

*16 [f ]が f のホモトピー類と対ホモトピー類のどちらを表しているかは，文脈で区別する．
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Y

X X × I
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i×idI

f

(–,0)

F̃

図 1 ホモトピー拡張性質

(ii) R(–, 1)は，X から Aの上へのレトラクションである．
(iii) 任意の (x, t) ∈ A× Iに対して，R(x, t) = xである．

X から Aの上への変位レトラクションが存在するとき，AはX の変位レトラクト（deformation retract）で
あるという．

定義より，変位レトラクトはレトラクトである．

命題 A.8 位相空間 X がその部分空間 Aを変位レトラクトにもつならば，包含写像 i : A→ X はホモトピー
同値である．

証明 X から Aの上への変位レトラクション R : X × I→ X をとり，r = R(–, 1) : X → Aと置く．すると，
r は X から Aの上へのレトラクションであり，R は idX から i ◦ r へのホモトピーだから，r は iのホモト
ピー逆である．

A.3 コファイブレーション
定義 A.9（ホモトピー拡張性質） 位相空間の間の連続写像 i : A → X が位相空間 Y に対してホモトピー
拡張性質（homotopy extension property）をもつとは，連続写像 f : X → Y と F : A × I → Y であって
f ◦ i = F (–, 0)を満たすものに対して，連続写像 F̃ : X × I→ Y であって F̃ (–, 0) = f かつ F̃ ◦ (i× idI)を満
たすものが存在することをいう（図 1）．

定義 A.10（コファイブレーション） 位相空間の間の連続写像 i : A → X は，すべての位相空間 Y に対して
ホモトピー拡張性質をもつとき，コファイブレーション（cofibration）であるという．
空間対 (X,A)であって，包含写像 A → X がコファイブレーションであるものを，コファイブレーション
対（cofibration pair）という．

命題 A.11 位相空間 X とその閉部分空間 Aについて，次の 4条件は同値である．

(a) (X,A)はコファイブレーション対である．
(b) (X × {0}) ∪ (A× I)は X × Iのレトラクトである．
(c) (X × {0}) ∪ (A× I)は X × Iの変位レトラクトである．

証明 Tom Dieck [1, (5.1.2), (5.1.3)] を参照のこと．

例 A.12 容易に確かめられるように，整数 n ≥ 0に対して，(Dn × {0}) ∪ (Sn−1 × I)は Dn × Iのレトラク

71



トである．よって，命題 A.11より，(Dn, Sn−1)はコファイブレーション対である．

命題 A.13 位相空間の間の連続写像 i : A → X がコファイブレーションであるとする．このとき，iは埋め
込みである．さらに，X が Hausdorffならば，iは閉埋め込みである．

証明 Tom Dieck [1, §5.1, Problem 1] を参照のこと．

命題 A.14 (iλ : Aλ → Xλ)λ∈Λ を位相空間の間の連続写像の族とし，i =
∐
λ∈Λ iλ，A =

∐
λ∈ΛAλ，

X =
∐
λ∈ΛXλ と置く．すべての iλ : Aλ → Xλ が位相空間 Y に対してホモトピー拡張性質をもつならば，

i : A→ X も Y に対してホモトピー拡張性質をもつ．特に，すべての iλ : Aλ → Xλ がコファイブレーション
ならば，i : A→ X もコファイブレーションである．

証明 容易に確かめられる．

命題 A.15 位相空間の押し出しの図式
A Y

X B

i j

について，i : A→ X が位相空間 Z に対してホモトピー拡張性質をもつならば，j : B → Y も Z に対してホ
モトピー拡張性質をもつ．特に，i : A → X がコファイブレーションならば，j : B → Y もコファイブレー
ションである．

証明 Tom Dieck [1, (5.1.8)] を参照のこと．

命題 A.16 位相空間と連続写像の列

X0
i0−−→ X1

i1−−→ X2
i2−−→ · · ·

を考え，X = lim−→k
Xk と置く．すべての ik : Xk → Xk+1 がコファイブレーションならば，すべての自然な写

像 jk : Xk → X もコファイブレーションである．

証明 容易に確かめられる．

A.4 CW複体
定義 A.17（胞体，特性写像） X を位相空間とする．

(1) X の部分空間であって単位開円板 intDn（n ∈ N）に同相であるものを，X 上の n 次元胞体（n-
dimensional cell）という．

(2) eを X 上の n次元胞体（n ∈ N）とする．連続写像 Φ : Dn → X であって，intDn から eへの同相を
与えるものを，eに対する特性写像（characteristic map）という．このとき，用語の濫用で，組 (e, Φ)
のことも X 上の n次元胞体（特性写像を固定していることを明示したい場合には，特性写像付き n次
元胞体）という．

定義 A.18（胞体複体） 空間対 (X,A)の相対胞体分割（relative cell decomposition）とは，X 上の特性写像
付き n次元胞体からなる集合 En の族 (En)n∈N であって，次の条件を満たすものをいう．
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n ∈ Z に対して X(n) = A ∪
⋃
k≤n

⋃
(e,Φ)∈Ek

e と書くと，任意の n ∈ N と (e, Φ) ∈ En に対して，
Φ(Sn−1) ⊆ X(n−1) である．

(X,A) の相対胞体分割 (En)n∈N が定まっているとき，(X,A) を相対胞体複体（relative cell complex）と
いう．このとき，X(n) を，相対胞体複体 (X,A)の n次元骨格（n-dimensional skelton）という．また，各
(e, Φ) ∈ En を，(X,A)の n次元胞体という．集合∐n∈N En が有限であるとき，相対胞体複体 (X,A)は有限
（finite）であるという．
位相空間 X について，空間対 (X, ∅)の相対胞体分割を，X の胞体分割（cell decomposition）という．X
の胞体分割が定まっているとき，X を胞体複体（cell complex）という．相対胞体複体に対する用語は，胞体
複体に対しても同様に用いる．

胞体複体 X または相対胞体複体 (X,A)の n次元骨格を表す記号 X(n) は，特に断らずに用いる．
記法の便宜上，En の元を列挙する添字集合 Λn（m 6= nならば Λm 6= Λn であるとする）を用意して，（相
対）胞体分割を ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn

のように書くことが多い．

定義 A.19（CW 複体） 相対胞体複体 (X,A) であって，その相対胞体分割 ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn が次の
2 条件を満たすものを，相対 CW 複体（relative CW complex）という．以下，各 λ ∈ Λn に対して，
ϕλ = Φλ|Sn−1 : Sn−1 → X(n−1) と書く．

(CW1) 任意の n ∈ Nに対して， ∐
λ∈Λn

Sn−1 X(n−1)

∐
λ∈Λn

Dn−1 X(n)

〈ϕλ〉λ∈Λn

〈Φλ〉λ∈Λn

は押し出しの図式である．ここで，縦の矢印は，包含写像を表す．
(CW2) X =

⋃
n≥−1 X

(n) であり，X は (X(n))n≥−1 に関して終位相をもつ（したがって，X = lim−→n
X(n)

とみなせる）．

胞体複体 X であって，相対胞体複体として上の条件を満たすものを，CW複体（CW complex）という．

命題 A.20 相対 CW複体 (X,A)は，コファイブレーション対である．

証明 整数 n ≥ 0に対して，Sn−1 から Dn への包含写像はコファイブレーションだから（例 A.12），その任
意個の和もコファイブレーションである（命題 A.14）．したがって，(X(n), X(n−1))はコファイブレーション
対である（命題 A.15）．このことと命題 A.16より，(X,A)はコファイブレーション対である．

命題 A.21 (X,A)を相対胞体複体とし，その胞体分割を ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn
と書く．q : X → X/Aを等化

写像とすると，(q(eλ), q ◦ Φλ) の全体と X/A の基点が定める 0 次元胞体は，X/A の胞体分割をなす．さら
に，(X,A)が相対 CW複体ならば，X/Aはこの胞体分割によって CW複体をなす．

証明 容易に確かめられる．

定義 A.22（部分複体） (X,A) を相対胞体複体とし，その胞体分割を ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn と書く．(X,A)
の相対部分複体（relative subcomplex）とは，Aを含む部分集合X ′ ⊆ X であって，任意の n ∈ Nと λ ∈ Λn
に対して Φλ(Dn) ⊆ X ′ または X ′ ∩ eλ = ∅を満たすものをいう．
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胞体複体の部分複体（subcomplex）も，同様に定める．

明らかに，（相対）部分複体の族の合併と交叉は，ふたたび（相対）部分複体である．

命題 A.23 (X,A)を相対胞体複体とし，その胞体分割を ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn
と書く．X ′, A′ が (X,A)の相

対部分複体で A′ ⊆ X ′ を満たすとき，各 n ∈ Nに対して

Λ′
n = {λ ∈ Λn | Φλ(Dn) ⊆ X ′ かつ A′ ∩ eλ = ∅}

と置けば，((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λ′
n
は (X ′, A′) の胞体分割である．さらに，(X,A) が相対 CW 複体ならば，

(X ′, A′)はこの胞体分割によって相対 CW複体をなす．

証明 容易に確かめられる．

(X,A)を相対胞体複体，X ′ をその部分相対複体とするとき，命題 A.23より特に，(X ′, A)は自然に相対
CW複体をなす．この相対 CW複体 (X ′, A)が有限であるとき，X ′ は (X,A)の有限相対部分複体であると
いう．胞体複体の有限部分複体も同様に定める．

命題 A.24 (X,A) を相対 CW 複体とし，X1 と X2 をその相対部分複体とする．このとき，包含写像
i : (X1, X1 ∩X2)→ (X1 ∪X2, X2)が誘導する連続写像 i : X1/(X1 ∩X2)→ (X1 ∪X2)/X2 は，同相である．

証明 (X,A)の相対胞体分割を ((eλ, Φλ))n∈N, λ∈Λn
と書き，各 n ∈ Nに対して

Λ′
n = {λ ∈ Λn | Φλ(Dn) ⊆ X1 かつ X2 ∩ eλ = ∅}

と置く．命題 A.23と命題 A.21より，q : X1 → X1/(X1 ∩X2)を等化写像とすると，(q(eλ), q ◦Φλ)（n ∈ N，
λ ∈ Λ′

n）の全体とX1/(X1∩X2)の基点が定める 0次元胞体によって，X1/(X1∩X2)はCW複体をなす．同様
に，q′ : X1∪X2 → (X1∪X2)/X2を等化写像とすると，(q′(eλ), q′◦Φλ)（n ∈ N，λ ∈ Λ′

n）の全体と (X1∪X2)/X2

の基点が定める 0次元胞体によって，(X1∪X2)/X2 は CW複体をなす．i : X1/(X1∩X2)→ (X1∪X2)/X2

は全単射であり，これら二つの胞体分割を対応させるから，iは同相である．

定義 A.25（胞体写像） 相対胞体複体 (X,A)から (Y,B)への相対胞体写像（relative cellular map）とは，連
続写像 f : (X,A)→ (Y,B)であって，任意の整数 n ≥ 0に対して f(X(n)) ⊆ Y (n) を満たすものをいう．
胞体複体の間の胞体写像（cellular map）も，同様に定める．

付録 B ホモロジー代数の結果
本小節では，本稿で必要なホモロジー代数の結果を述べる．証明の多くは，参照のみを示す．

B.1 加群の完全列に関する結果
補題 B.1（和の補題） R-加群の可換図式

L L′

M

N N ′

ϕ

f f ′

ϕ′

g g′
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について，次が成り立つ．

(1) ϕが同型で L
f−→M

g′

−→ N ′ → 0および 0→ L′ f ′

−→M
g−→ N が完全ならば，ϕ′ は同型である．

(2) ϕ, ϕ′ が同型で L
f−→ M

g′

−→ N ′ または L′ f ′

−→ M
g−→ N が完全ならば，〈f, f ′〉 : L ⊕ L′ → M および

(g, g′) : M → N ⊕N ′ は同型である．
(3) 〈f, f ′〉 : L⊕ L′ →M が同型で L′ f ′

−→M
g−→ N → 0が完全ならば，ϕは同型である*17．

(4) (g, g′) : M → N ⊕N ′ が同型で 0→ L
f−→M

g′

−→ N ′ が完全ならば，ϕは同型である*18．

証明 (1) x′ ∈ Kerϕ′ とすると，g′(f ′(x′)) = ϕ′(x′) = 0より f ′(x′) ∈ Ker g′ = Im f だから，ある x ∈ L
が存在して f ′(x′) = f(x)となる．ところが，ϕ(x) = g(f(x)) = g(f ′(x′)) = 0だから，ϕが単射であること
より，x = 0である．したがって，f ′(x′) = f(x) = 0であり，f ′ は単射だから，x′ = 0である．よって，ϕ′

は単射である．
z′ ∈ N ′ を任意にとる．g′ は全射だから，ある y ∈ M が存在して z′ = g′(y) となる．さらに，ϕ′ は全
射だから，ある x ∈ L が存在して g(y) = ϕ(x) となる．このとき，g(y − f(x)) = g(y) − ϕ(x) = 0 より
y − f(x) ∈ Ker g = Im f ′ だから，ある x′ ∈ L′ が存在して y − f(x) = f ′(x′) となる．この x′ について，
ϕ′(x′) = g′(f ′(x′)) = g′(y − f(x)) = g′(y) = z′ が成り立つ．よって，ϕ′ は全射である．

(2) 対称性より，L f−→M
g′

−→ N ′ が完全である場合だけを考えれば十分である．可換図式

L⊕ L′

M

N ⊕N ′

ϕ⊕ϕ′ ∼=

〈f,f ′〉

(g,g′)

において，ϕ⊕ ϕ′ は同型だから，〈f, f ′〉は単射であり，(g, g′)は全射である．あとは，〈f, f ′〉が全射であるこ
とをいえば，〈f, f ′〉と (g, g′)が同型であることが示される．
y ∈M を任意にとる．すると，g(z − f(ϕ−1(g(z)))) = g(z)− ϕ(ϕ−1(g(z))) = 0より z − f(ϕ−1(g(z))) ∈

Ker g = Im f ′ だから，ある x′ ∈ L′ が存在して z − f(ϕ−1(g(z))) = f ′(x′) となる．したがって，z =
f(ϕ−1(g(z))) + f ′(x′) ∈ Im〈f, f ′〉である．よって，〈f, f ′〉は全射である．

(3) x ∈ Kerϕとすると，g(f(x)) = ϕ(x) = 0より f(x) ∈ Ker g = Im f ′ だから，ある x′ ∈ L′ が存在し
て f(x) = f ′(x′)，すなわち f(x) − f ′(x′) = 0となる．〈f, f ′〉は単射だから，これより x = 0を得る．よっ
て，ϕは単射である．
z ∈ N を任意にとる．gは全射だから，ある y ∈M が存在して z = g(y)となる．さらに，〈f, f ′〉は全射だか
ら，ある x ∈ Lと x′ ∈ L′が存在して y = f(x)+f ′(x′)となる．このとき，z = g(y) = g(f(x)+f ′(x′)) = ϕ(x)
である．よって，ϕは全射である．

(4) x ∈ Kerϕとすると，g(f(x)) = ϕ(x) = 0かつ g′(f(x)) = 0だから，(g, g′)が単射であることより，
f(x) = 0である．f は単射だから，x = 0である．よって，ϕは単射である．
z ∈ N を任意にとる．(g, g′) は全射だから，ある y ∈ M が存在して g(y) = z かつ g′(y) = 0 とな
る．この y について，y ∈ Ker g′ = Im f だから，ある x ∈ L が存在して y = f(x) となる．このとき，
z = g(y) = g(f(x)) = ϕ(x)である．よって，ϕは全射である．

*17 この主張には，g′ と ϕ′ は関係しない．
*18 この主張には，f ′ と ϕ′ は関係しない．
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命題 B.2（五項補題） R-加群の可換図式

M1 M2 M3 M4 M5

N1 N2 N3 N4 N5

h1

f1

h2

f2

h3

f3

h4

f4

h5

g1 g2 g3 g4

において，二つの行はそれぞれ完全であるとする．

(1) h2, h4 が単射で h1 が全射ならば，h3 は単射である．
(2) h2, h4 が全射で h5 が単射ならば，h3 は全射である．
(3) h1, h2, h4, h5 が同型ならば，h3 も同型である．

証明 河田 [8, 例 1.7 (v)] を参照のこと．

命題 B.3（九項補題） R-加群の可換図式

0 0 0

0 L′′ M ′′ N ′′ 0

0 L M N 0

0 L′ M ′ N ′ 0

0 0 0

において，三つの列はすべて完全であるとする．

(1) 上と中央の行が完全ならば，下の行も完全である．
(2) 下と中央の行が完全ならば，上の行も完全である．

証明 河田 [8, 例 1.9] を参照のこと．

命題 B.4（組紐の補題） R-加群の可換図式

A B C D

E F G H

I J K

において，列

(i) E → A→ B → G→ K

(ii) E → I → J → G→ C → D

(iii) A→ F → J → K → H → D

(iv) I → F → B → C → H
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のうち (i), (ii), (iii)が完全で (iv)の中の隣接する二つの準同型の合成がすべて 0ならば，(iv)も完全である．

証明 Kammeyer [3, Lemma 5.1] を参照のこと．

命題 B.5（Barratt–Whiteheadの補題） R-加群の可換図式

M1 M2 M3 M4 M5

N1 N2 N3 N4 N5

h1

f1

h2

f2

h3

f3

h4

f4

h5

g1 g2 g3 g4

において，二つの行がそれぞれ完全で h2 が同型ならば，列

M1
(f1,h1)−−−−→M2 ⊕N1

〈h2,−g1〉−−−−−→ N2
f3◦h−1

3 ◦g2−−−−−−−→M4
(f4,h4)−−−−→M5 ⊕N4

〈h5,−g4〉−−−−−→ N5

は完全である．

証明 図式追跡により確かめられる．

命題 B.6 Λを有向集合とし，各 λ ∈ Λに対して R-加群の短完全列

Lλ
fλ−−→Mλ

gλ−−→ Nλ

が，λ ≤ µを満たす λ, µ ∈ Λに対して図式

Lλ Mλ Nλ

Lµ Mµ Nµ

ϕµλ

fλ

ψµλ

gλ

χµλ

fµ gµ

を可換にする準同型 ϕµλ, ψµλ, χµλ が与えられ，これらは帰納系をなすとする．このとき，帰納極限をとって
得られる列

lim−→
λ∈Λ

Lλ
lim−→λ∈Λ

fλ

−−−−−−→ lim−→
λ∈Λ

Mλ

lim−→λ∈Λ
gλ

−−−−−−→ lim−→
λ∈Λ

Nλ

も完全である．

証明 河田 [8, 例 1.9 (iv)] から従う．

B.2 チェイン複体とそのホモロジー
定義 B.7（チェイン複体） R-加群のチェイン複体（chain complex）とは，R-加群と準同型の列

M• = (M•, ∂•) : · · · ∂n+1−−−→Mn
∂n−−→Mn−1

∂n−1−−−→ · · ·

であって，任意の n ∈ Zに対して ∂n−1 ◦ ∂n = 0であるものをいう．

以下，チェイン複体を構成する準同型は，特に明示しなくても，∂n あるいは単に ∂ と書く．
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定義 B.8（チェイン準同型） R-加群のチェイン複体M•からN•へのチェイン準同型（chain homomorphism）
とは，R-加群の準同型の族

f• = (fn : Mn → Nn)n∈Z

であって，任意の n ∈ Zに対して図式
Mn Mn−1

Nn Nn−1

fn

∂n

gn

∂n

を可換にするものをいう．f• がM• から N• へのチェイン準同型であるとき，f• : M• → N• と書く．

R-加群のチェイン複体とその間のチェイン準同型は圏 C(R-Mod)をなす．

定義 B.9（チェイン複体のホモロジー） M• を R-加群のチェイン複体とする．各 n ∈ Zに対して
Zn(M•) = Ker(∂n : Mn →Mn−1),
Bn(M•) = Im(∂n+1 : Mn+1 →Mn)

と定め，Zn(M•)の元をM• の n-サイクル（n-cycle），Bn(M•)の元をM• の n-バウンダリ（n-boudnary）
という．さらに，M• の n次ホモロジー群（n-th homology group）を，

Hn(M•) = Zn(M•)/Bn(M•)

と定める．a ∈ Zn(M•)が定めるHn(M•)の元を，aのホモロジー類（homology class）といい，[a]と書く．

f• を R-加群のチェイン複体M• から N• へのチェイン準同型とすると，各 n ∈ Zに対して fn(Zn(M•)) ⊆
Zn(N•)かつ fn(Bn(M•)) ⊆ Bn(N•)であり，したがって fn はホモロジー群 Hn(M•)から Hn(N•)への準
同型を誘導する．この準同型を，

Hn(f•) : Hn(M•)→ Hn(N•)

と書く．これにより，n次ホモロジー群を与える対応 Hnは，R-加群の複体の圏 C(R-Mod)から R-加群の
圏 R-Modへの関手となる．
有向集合 Λで添字付けられた R-加群のチェイン複体の帰納系とは，チェイン複体の族とその間のチェイン
準同型の族との組 ((Mλ,•)λ∈Λ, (fµλ,• : Mλ,• → Mµ,•)λ≤µ) であって，各次数において R-加群の帰納系をな
すものをいう．チェイン準同型を省略して，「(Mλ,•)λ∈Λ を帰納系とする」などともいう．R-加群のチェイン
複体の帰納系の帰納極限が，各次数において R-加群の帰納極限をとることで定まる．

命題 B.10 (Mλ,•)λ∈Λ を有向集合 Λで添字付けられたR-加群のチェイン複体の帰納系とし，その帰納極限を
M• と置く．このとき，各 n ∈ Zに対して，R-加群の帰納系 (Hn(Mλ,•))λ∈Λ の帰納極限は，自然にHn(M•)
に同型である．

証明 一般に，R-加群のチェイン複体 N• について，その n-サイクルの空間 Zn(N•)は完全列

0 −→ Zn(N•) −→ Nn
∂n−−→ Nn+1

によって定まり，その n次ホモロジー群は完全列

Nn−1
∂n−1−−−→ Zn(N•) −→ Hn(N•) −→ 0

によって定まる．よって，主張は，完全列の帰納極限がまた完全であること（命題 B.6）から従う．
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B.3 チェインホモトピー
定義 B.11（チェインホモトピー） M•, N• を R-加群のチェイン複体，f•, g• : M• → N• をチェイン準同型
とする．f• から g• へのチェインホモトピー（chain homotopy）とは，R-加群の準同型の族

(ϕn : Mn → Nn+1)n∈Z

であって，任意の n ∈ Zに対して

∂n+1 ◦ ϕn + ϕn−1 ◦ ∂n = gn − fn

を満たすものをいう．f• から g• へのチェインホモトピーが存在するとき，f• と g• はチェインホモトピック
（chain homotopic）であるという．

定義 B.12（チェインホモトピー同値） f• : M• → N•，g• : N• → M• を R-加群のチェイン複体の間のチェ
イン準同型とする．g• ◦ f•, f• ◦ g• がそれぞれ idM• , idN• にチェインホモトピックであるとき，f• と g• は
互いに他のチェインホモトピー逆（chain homotopy inverse）であるという．チェイン準同型 f• がチェイン
ホモトピー逆をもつとき，f• はチェインホモトピー同値（chain homotopy equivalence）であるという．R-
加群のチェイン複体M• から N• へのチェインホモトピー同値が存在するとき，M• と N• はチェインホモト
ピー同値（chain homotopy equivalent）であるという．

チェインホモトピックであるという関係は，チェイン準同型の間の同値関係である．チェイン準同型 f• と
f ′

•，g• と g′
• がそれぞれチェインホモトピックならば，g• ◦ f• と g′

• ◦ f ′
• もチェインホモトピックである．ま

た，これより，チェインホモトピー同値であるという関係は，チェイン複体の間の同値関係である．

命題 B.13 R-加群のチェイン複体の間のチェイン準同型 f•, g• : M• → N• がチェインホモトピックならば，
任意の n ∈ Zに対して

Hn(f•) = Hn(g•) : Hn(M•)→ Hn(N•)

である．

証明 河田 [8, §2.1.c, 定理 2.5] を参照のこと．

系 B.14 R-加群のチェイン複体の間のチェイン準同型 f• : M• → N• がチェインホモトピー同値ならば，す
べての n ∈ Zに対して Hn(f•) : Hn(M•)→ Hn(N•)は同型である．

証明 g• : N• → M• を f• のチェインホモトピー逆とすると，命題 B.13より Hn(g•)は Hn(f•)の逆を与え
るから，Hn(f•)は同型である．

B.4 ホモロジー完全列
R-加群のチェイン複体とチェイン準同型の列が完全であるとは，各次数において完全であることをいう．

R-加群のチェイン複体の短完全列も同様に定義される．
R-加群のチェイン複体の短完全列

0 −→ L•
f•−−→M•

g•−−→ N• −→ 0
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が与えられているとする．このとき，c ∈ Zn(N•)（n ∈ Z）に対して，次のように a ∈ Ln−1 を定めることが
できる．

1. 完全性より gn : Mn → Nn は全射だから，b ∈Mn を gn(b) = cとなるようにとれる．
2. ∂(b) ∈Mn−1 は gn−1∂(b) = ∂gn(b) = ∂(c) = 0を満たすから，完全性より a ∈ Ln−1 を fn−1(a) = ∂b

となるようにとれる．

この対応は，準同型 ∂ = ∂n : Hn(N•) → Hn−1(L•)を矛盾なく一意に定める．これを示すためには，次の二
つのことをいえばよい．

• c ∈ Zn(N•)に対して上記のように a ∈ Ln−1 を定めるとき，a ∈ Zn−1(L•)である．
• c, c′ ∈ Zn(N•)のそれぞれに対して上記のように a, a′ ∈ Ln−1 を定めるとき，c− c′ ∈ Bn(N•)ならば
a− a′ ∈ Bn−1(L•)である．

これらのことは，図式追跡により確かめられる．

定義 B.15（連結準同型） 上記の状況で，準同型
∂ = ∂n : Hn(N•)→ Hn−1(L•)

を，連結準同型（connecting homomorphism）という．

定義から容易に確かめられるように，連結準同型は次の自然性を満たす．R-加群のチェイン複体の短完全列
の間の可換図式

0 L• M• N• 0

0 L′
• M ′

• N ′
• 0

ϕ•

f•

ψ•

g•

χ•

f ′
• g′

•

があるとき，各 n ∈ Zに対して図式

Hn(N•) Hn−1(L•)

Hn(N ′
•) Hn−1(L•)

Hn(χ•)

∂

Hn−1(ϕ•)

∂

は可換である．

定理 B.16（ホモロジー完全列） R-加群の複体の短完全列

0 −→ L•
f•−−→M•

g•−−→ N• −→ 0

に対して，準同型の列

· · · ∂−−→ Hn(L•) Hn(f•)−−−−→ Hn(M•) Hn(g•)−−−−→ Hn(N•)
∂−−→ Hn−1(L•) Hn−1(f•)−−−−−−→ Hn−1(M•) Hn−1(g•)−−−−−−→ Hn−1(N•)
∂−−→ · · ·

は完全である．

証明 河田 [8, 定理 2.2] を参照のこと．
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B.5 普遍係数定理
定理 B.17（普遍係数定理） Rを単項イデアル整域とし，M を R-加群，L• を自由 R-加群からなるチェイン
複体とする．このとき，任意の n ∈ Zに対して，自然に構成される準同型の列

0 −→ Hn(L•)⊗RM −→ Hn(L• ⊗RM) −→ TorR1 (Hn−1(L•),M) −→ 0

は分裂短完全列である．特に，Hn−1(L•)またはM が平坦ならば，自然な準同型

Hn(L•)⊗RM → Hn(L• ⊗RM)

は同型である．

証明 河田 [8, 定理 3.22] を参照のこと．
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