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概要
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記号と用語
次の記号を用いる（本と異なるものには注意を付した）．

• {x | P (x)} — 集合の内包的記法（本では {x : P (x)}）
• δij — Kroneckerのデルタ
• tr — 縮約
• trg — 計量を用いた縮約
• L(γ), Lg(γ) — 曲線の長さ（本では g は省略されないが，本稿ではしばしば省略する）
• d(p, q), dg(p, q) — Riemann距離（本では g は省略されないが，本稿ではしばしば省略する）
• dV , dVg — Riemann体積形式（本では g は省略されないが，本稿ではしばしば省略する）
• Iso(M) — 自己等長同型群
• Isop(M) — 自己等長同型群の等方部分群
• ∇ — 接続
• Dt — 曲線に沿った共変微分
• Γ kij — 接続係数，Christoffel記号
• R(X,Y )Z, R l

ijk — 曲率，その成分
• Rm(X,Y, Z,W ), Rmijkl — Riemann曲率テンソル，その成分（本では成分は Rijkl）
• Rc(X,Y ), Rcij — Ricci曲率，その成分（本では成分は Rij）
• S — スカラー曲率
• sec(Π), sec(v, w) — 断面曲率
• II(X,Y ) — 第二基本形式
• J (γ) — Jacobi場の空間
• Cut(p) — 切断軌跡
• tcut(p, v) — 切断時刻
• ID(p) — 単射領域
• inj(p), inj(M) — 単射半径
• Einsteinの縮約記法は用いない．

訳語はできるだけ標準的なものを用いたつもりだが，次に挙げるものはそこまで普及していないかもしれ
ない．

• proper variation — 固有変分
• variation through geodesic — 測地変分
• cut locus — 切断軌跡
• cut time — 切断時刻
• evenly covered — 均等に被覆される
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2 Riemannian Metrics
解答 2.1 M を 1次元 Riemann多様体とする．点 p ∈ M を任意にとり，pのまわりのチャート (U ;x)を 1
つ固定する．M の Riemann計量 g が U 上で g = f dx⊗2（f ∈ C∞(U)，U 上で常に f 6= 0）と表されると
する．h ∈ C∞(U)を dh/dx = f1/2 となるようにとって y = hxと置くと，U 上で

dy⊗2 =
(
dh

dx
dx

)⊗2

= f dx⊗2 = g

である．さらに，(dh/dx)(p) = f(p)1/2 6= 0だから，必要に応じて U を小さくとり直せば，(U ; y)は pのま
わりのチャートとなる．任意の点 p ∈ M のまわりでこのようなチャート (U ; y)がとれるから，M は平坦で
ある．

解答 2.2 仮定より，任意の x ∈ V に対して |F (x)| = |x|である．したがって，任意の x, y ∈ V に対して

〈F (x), F (y)〉 = 1
4

(|F (x+ y)|2 − |F (x− y)|2)

= 1
4

(|x+ y|2 − |x− y|2)

= 〈x, y〉

である．そこで，dimV = dimW = nと置いて V の正規直交基底 (e1, . . . , en)をとると，(F (e1), . . . , F (en))
はW の正規直交基底である．x =

∑n
i=1 x

iei ∈ V（xi ∈ R）とすると，任意の 1 ≤ i ≤ nに対して

〈F (x), F (ei)〉 = 〈x, ei〉 = xi

だから，(F (e1), . . . , F (en))がW の正規直交基底であることより，

F (x) =
n∑
i=1

xiF (ei)

となる．よって，F は等長線型同型写像である．

解答 2.3

解答 2.4

解答 2.5 (b) 命題 2.25 (a) の証明より，各点 p ∈ M̃ のまわりで TM̃ に対する滑らかな（正規直交）枠
(E1, . . . , Em)であって (Em−n+1, . . . , Em)がH を張るものがとれるから，H は TM̃ の滑らかな部分ベクト
ル束である．
π : M̃ → M は滑らかな沈め込みだから，各点 x ∈ M̃ において微分 dπ|x : TxM̃ → Tπ(x)M は Hx =

(Ker dπ|x)⊥ から Tπ(x)M への線型同型を与える．したがって，dπ|H : H → TM が誘導する M̃ 上のベクト
ル束の間の滑らかな写像 ϕ : H → π∗TM は，ファイバーごとに線型同型である．よって，ϕは M̃ 上のベクト
ル束の同型を与える．X ∈ X(M)に対して，X の M̃ への水平持ち上げとは，ベクトル束の同型 ϕを通して
π∗TM の大域切断 x 7→ X|π(x) に対応する H の大域切断に他ならず，これは一意に存在して滑らかである．
これで，主張が示された．
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(c) X ∈ X(M)を X|π(x) = dπ|x(v)となるようにとり，その水平持ち上げを X̃ とする．水平持ち上げの
定義より X̃|x ∈ Hx かつ

dπ|x(X̃|x) = X|π(x) = dπ|x(v)

であり，dπ|x は Hx から Tπ(x)M への線型同型を与えるから，X̃|x = v である．

解答 2.6

解答 2.7

解答 2.8

解答 2.9 R ⊆ M は f の正則点全体の集合だから，陰写像定理より，c ∈ Rに対してMc = f−1({c}) ∩ R

はM における埋め込まれた滑らかな超平面である．
grad f がMcに対して直交することを示す．p ∈ Mcと v ∈ TpMcを任意にとり，滑らかな曲線 γ : (−ϵ, ϵ) →

Mc（ϵ > 0）を γ(0) = pかつ γ′(0) = v となるようにとる．すると，f ◦ γ の値は常に cだから，

〈(grad f)|p, v〉 = df(v) = d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(γ(t)) = 0

である．よって，grad f はMc に対して直交する．*1

解答 2.10 X はどの点でも消えないから，条件 X = grad f = (df)♯ と条件 df(X) = Xf = |X|2 はともに
df がどの点でも消えないこと，すなわちM のすべての点が f の正則点であることを導く．そこで，一般性を
失わず，はじめからM のすべての点が f の正則点であると仮定する．
命題 2.40（証明は問題 2.9）より，X が f の等高集合（level set）に対して直交することは，各点で X

が grad f の 0 でないスカラー倍であることと同値である．これが成り立つとすると，どの点でも消えない
a ∈ C∞(M)を用いて grad f = aX と書ける．条件 Xf = |X|2 は 〈grad f,X〉 = 〈X,X〉と書き直せ，上の
状況ではこれは a = 1を意味する．よって，これらの 2条件が成り立つことは，X = grad f であることと同
値である．

解答 2.11

解答 2.12

解答 2.13

解答 2.14 M はコンパクトで π : M̃ → M は被覆写像だから，均等に被覆される連結開集合からなるM の
有限被覆 {Ui}i∈I がとれる．各 i ∈ I に対して，π−1(Ui)の連結成分分解を π−1(Ui) =

∐k
j=1 Ũi,j と書くと，

各 1 ≤ j ≤ k に対して π|
Ũi,j

: Ũi,j → U は等長同型である．さらに，{Ui}i∈I に従属するM 上の滑らかな 1

の分割 {ρi}i∈I をとり，各 i ∈ I と 1 ≤ j ≤ k に対して滑らかな関数 ρ̃i,j : M̃ → Rを

ρ̃i,j(x) =

{
ρi(π(x)) (x ∈ Ũi,j)
0 (x /∈ Ũi,j)

*1 証明からわかるように，擬 Riemann多様体に対しても同じことが成り立つ．このことは，解答 2.35で用いる．
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と定めると，{ρ̃i,j}i∈I,1≤j≤k は {Ũi,j}i∈I,1≤j≤k に従属する M̃ 上の滑らかな 1の分割である．よって，体積
について

Vol(M̃) =
∑
i∈I

k∑
j=1

∫
Ũi,j

ρ̃i,j dV

= k
∑
i∈I

∫
Ui

ρi dV

= kVol(M)

が成り立つ．

解答 2.15

解答 2.16

解答 2.17

解答 2.18

解答 2.19 (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn)は Rn 上の正の向きの正規直交枠だから，解答 2.18 (a)より，n次の置換 σ

と 0 ≤ k ≤ nに対して

∗(dxσ(1) ∧ . . . dxσ(k)) = (sgn σ) dxσ(k+1) ∧ · · · ∧ dxσ(n) (∗)

である．
(a) (∗)より，

∗(dxi) = (−1)i−1 dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

である．
(b) i = j のときは，明らかに ∗(dxi ∧ dxj) = 0である．i 6= j のときは，(∗)より，

∗(dx1 ∧ dx2) = dx3 ∧ dx4, ∗(dx2 ∧ dx1) = −dx3 ∧ dx4,

∗(dx1 ∧ dx3) = −dx2 ∧ dx4, ∗(dx3 ∧ dx1) = dx2 ∧ dx4,

∗(dx1 ∧ dx4) = dx2 ∧ dx3, ∗(dx4 ∧ dx1) = −dx2 ∧ dx3,

∗(dx2 ∧ dx3) = dx1 ∧ dx4, ∗(dx3 ∧ dx2) = −dx1 ∧ dx4,

∗(dx2 ∧ dx4) = −dx1 ∧ dx3, ∗(dx4 ∧ dx2) = dx1 ∧ dx3,

∗(dx3 ∧ dx4) = dx1 ∧ dx2, ∗(dx4 ∧ dx3) = −dx1 ∧ dx2

である．

解答 2.20 (a) ω を M 上の 2-形式とする．問題 2.18 (c) より ∗∗ω = (−1)2·(4−2)ω = ω だから，α =
(ω+ ∗ω)/2，β = (ω− ∗ω)/2と置けば，αは自己双対（self-dual），β は反自己双対（anti-self-dual）であり，
ω = α+ β が成り立つ．一方で，ω が自己双対形式 α′ と反自己双対形式 β′ との和に等しいとすると，

ω = α′ + β′, ∗ω = α′ − β′

だから
α′ = ω + ∗ω

2
, β′ = ω − ∗ω

2
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である．よって，ω は自己双対形式と反自己双対形式との和として一意に表せる．*2

(b) 解答 2.19 (b)より，R4 上の 2-形式

ω = f12 dx
1 ∧ dx2 + f13 dx

1 ∧ dx3 + f14 dx
1 ∧ dx4 + f23 dx

2 ∧ dx3 + f24 dx
2 ∧ dx4 + f34 dx

3 ∧ dx4

に対して

∗ω = f12 dx
3 ∧ dx4 − f13 dx

2 ∧ dx4 + f14 dx
2 ∧ dx3 + f23 dx

1 ∧ dx4 − f24 dx
1 ∧ dx3 + f34 dx

1 ∧ dx2

= f34 dx
1 ∧ dx2 − f24 dx

1 ∧ dx3 + f23 dx
1 ∧ dx4 + f14 dx

2 ∧ dx3 − f13 dx
2 ∧ dx4 + f12 dx

3 ∧ dx4

だから，

ω が自己双対 ⇐⇒ f12 = f34 かつ f13 = −f24 かつ f14 = f23,

ω が反自己双対 ⇐⇒ f12 = −f34 かつ f13 = f24 かつ f14 = −f23

である．よって，R4 上の自己双対形式は

ω = f(dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4) + g(dx1 ∧ dx3 − dx2 ∧ dx4) + h(dx1 ∧ dx4 + dx2 ∧ dx3)

と書ける ω の全体であり，反自己双対形式は

ω = f(dx1 ∧ dx2 − dx3 ∧ dx4) + g(dx1 ∧ dx3 + dx2 ∧ dx4) + h(dx1 ∧ dx4 − dx2 ∧ dx3)

と書ける ω の全体である．

解答 2.21 n = dimM と置く．
div に関する式を示す．n = 0ならば明らかだから，n ≥ 1とする．U には (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xn)を正の向
きとする向きを入れ，この向きに関する U の体積形式を dV と書く．すると，

dV

(
∂

∂x1 , . . .
∂

∂xn

)
=
√

det g

である．また，X =
∑n
i=1 X

i(∂/∂xi) ∈ X(U)（Xi ∈ C∞(U)）に対して，

d(X ⌟ dV )
(

∂

∂x1 , . . .
∂

∂xn

)
=

n∑
i=1

(−1)i−1 ∂

∂xi

(
(X ⌟ dV )

(
∂

∂x1 , . . . ,
∂̂

∂xi
, . . . ,

∂

∂xn

))

=
n∑
i=1

∂

∂xi

(
dV

(
∂

∂x1 , . . . , X, . . . ,
∂

∂xn

))

=
n∑
i=1

∂

∂xi
(Xi

√
det g)

である*3．これら 2式を比較して，

d(X ⌟ dV ) =

(
1√

det g

n∑
i=1

∂

∂xi
(Xi

√
det g)

)
dV

*2 証明からわかるように，一般に，向きづけられた 4k 次元 Riemann多様体上の 2k-形式について同じことがいえる．
*3 上付きハット（̂）は除外を表す．
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を得る．よって，divの定義より，

divX = 1√
det g

n∑
i=1

∂

∂xi
(Xi

√
det g)

である．
4に関する式を示す．u ∈ C∞(U)に対して

gradu = (du)♯ =

 n∑
j=1

∂u

∂xj
dxj

♯

=
n∑

i,j=1
gij

∂u

∂xj
∂

∂xi

だから，(1)より
4u = div(gradu) = 1√

det g

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
gij
√

det g ∂u

∂xj

)
である．

解答 2.22

解答 2.23 (a) u, v ∈ C∞(M)とする．問題 2.22 (b)と発散定理（問題 2.22 (a)）より，∫
M

u4v dV =
∫
M

udiv(grad v) dV

=
∫
M

div(u grad v) dV −
∫
M

〈gradu, grad v〉 dV

=
∫
∂M

〈u grad v,N〉 dV −
∫
M

〈gradu, grad v〉 dV

=
∫
∂M

uNv dV −
∫
M

〈gradu, grad v〉 dV

である．また，上式から上式で uと v を入れ替えたものを辺々引くと，∫
M

(u4v − v4u) dV =
∫
∂M

(uNv − vNu) dV

となる．
(b) M を境界をもちうるコンパクト Riemann多様体とする．調和関数 w ∈ C∞(M)が w|∂M = 0 を満
たすとすると，(a)より ∫

M

|gradw|2 dV = 0

だから gradw = 0であり，したがって wは局所定値である．
M が連結で ∂M 6= ∅であるとする．調和関数 u, v ∈ C∞(M)が ∂M 上で一致するとすると，u − v は調
和で (u− v)|∂M = 0を満たすから，前段の結果とM の連結性より u− vは定値である．さらに，∂M 6= ∅上
で u− v = 0だから，u− v = 0である．

(c) M が連結で ∂M = ∅であるとする．(b)の第一段の結果より，M 上の調和関数は定値関数のみであ
る．また，任意の u ∈ C∞(M)に対して，(a)より∫

M

4u dV = −
∫
M

〈grad 1, gradu〉 dV = 0

である．
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解答 2.24 (a) u : M → Rが固有値 λ ∈ Rに対応する（恒等的には 0でない滑らかな）固有関数であると
すると，Greenの恒等式（問題 2.23 (a)）より

−λ
∫
M

|u|2 dV =
∫
M

u4u dV = −
∫
M

|gradu|2 dV ≤ 0

だから，λ ≥ 0である．また，M が空でなければ*4，M は明らかに定数関数 1を固有関数として 0を固有値
にもつ．

(b) u, v : M → Rがそれぞれ異なる固有値 λ, µ ≥ 0に対応する（恒等的には 0でない滑らかな）固有関
数であるとすると，Greenの恒等式（問題 2.23 (a)）より

(−λ+ µ)
∫
M

uv dV =
∫
M

(u4v − v4u) dV = 0

だから，∫
M
uv dV = 0である．

解答 2.25 (b) λ ∈ R が M に対する Neumann 固有値であるとして，恒等的には 0 でない滑らかな関
数 u : M → R であって −4u = λu かつ Nu|∂M = 0 を満たすものをとる．すると，Green の恒等式（問
題 2.23 (a)）より

−λ
∫
M

|u|2 dV =
∫
M

u4u dV = −
∫
M

|gradu|2 dV ≤ 0

だから，λ ≥ 0である．また，定数関数 1は明らかに上の条件を満たすから（∂M 6= ∅が仮定されていること
に注意する），0はM に対する Neumann固有値である．

(a) Dirichlet固有値は Neumann固有値でもあるから，(b)より，すべての Dirichlet固有値は 0以上であ
る．また，問題 2.23 (b)より，−4u = 0かつ u|∂M = 0を満たす滑らかな関数 u : M → Rは定数関数 0の
みだから，0はM に対する Dirichlet固有値ではない．

解答 2.26 M を境界をもちうるコンパクト Riemann 多様体とする*5．∂M 上で同じ値をとるものの中で
u ∈ C∞(M)が ∫

M
|gradu|2 dV が最小にするための必要十分条件は，∂M 上で消える任意の f ∈ C∞(M)に

対して
Ef (ϵ) =

∫
M

|grad(u+ ϵf)|2 dV (ϵ ∈ R)

が ϵ = 0で最小値をとることである．ここで，f が ∂M 上で消えることと問題 2.23 (a)より

Ef (ϵ) =
∫
M

|grad(u+ ϵf)|2 dV

=
∫
M

|gradu|2 dV + 2ϵ
∫
M

〈grad f, gradu〉 dV + ϵ2
∫
M

|grad f |2 dV

=
∫
M

|gradu|2 dV − 2ϵ
∫
M

f4u dV + ϵ2
∫
M

|grad f |2 dV

であり，∫
M

|grad f |2 dV ≥ 0だから，Ef (ϵ)が ϵ = 0で最小値をとるための必要十分条件は∫
M

f4u dV = 0 (∗)

*4 「M が空でない」という条件は，本には書かれていないが，0がM の固有値であるためには明らかに必要である．
*5 本ではM の境界は空でないとしているが，以下の証明からわかるように，この条件は不要である．ただし，M の境界が空である
場合，M 上の調和関数は局所定値関数のみであり（解答 2.23 (c)の証明からわかる），これを認めれば問題の主張は自明である．
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である．u が調和ならば，(∗) は明らかに成り立つ．一方で，u が調和でないとすると，4u(p) 6= 0 となる
p ∈ M \ ∂M がとれ，これに対して ∂M 上で消える ϕ ∈ C∞(M)を ϕ ≥ 0かつ ϕ(p) > 0となるようにとれ
る．これを用いて f = ϕ4uと置けば，f は ∂M 上で消え，(∗)は成り立たない．以上より，∂M 上で同じ値
をとるものの中で u ∈ C∞(M)が ∫

M
|gradu|2 dV が最小にするための必要十分条件は，uが調和であること

である．

解答 2.27

解答 2.28

解答 2.29 (a) ω ∈ Ωk(M)（0 ≤ k ≤ n）に対して，d ◦ d = 0と問題 2.18 (c)より

d∗d∗ω = (−1)nk+1(−1)n(k+1)+1∗d∗∗d∗ω

= (−1)nk+1(−1)n(k+1)+1(−1)(n−k+1)(k−1)∗dd∗ω
= 0

である．よって，d∗ ◦ d∗ = 0である．
(b) (–, –)が対称双線型形式であることは明らかである．また，任意の ω ∈ Ωk(M) \ {0}に対して，M 上
で 〈ω, ω〉 > 0だから，

(ω, ω) =
∫
M

〈ω, ω〉 dV > 0

である（M = ∅の場合，Ωk(M) = 0だから，この主張は自明に成立する）．よって，(–, –)は Ωk(M)上の内
積である．

(c) ω ∈ Ωk(M)，η ∈ Ωk−1(M)とする．Hodgeスター作用素の定義と性質（問題 2.18 (a), (c)）より，

(η, d∗ω) =
∫
M

〈η, d∗ω〉 dV

= (−1)n(k+1)+1
∫
M

〈η, ∗d∗ω〉 dV

= (−1)n(k+1)+1
∫
M

η ∧ ∗∗d∗ω

= (−1)n(k+1)+1(−1)(n−k+1)(k−1)
∫
M

η ∧ d∗ω

= (−1)k
∫
M

η ∧ d∗ω

かつ

(dη, ω) =
∫
M

〈dη, ω〉 dV

=
∫
M

dη ∧ ∗ω

である．ここで，
d(η ∧ ∗ω) = dη ∧ ∗ω + (−1)k−1η ∧ d∗ω
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だから，Stokesの定理より

(dη, ω) − (η, d∗ω) =
∫
M

(dη ∧ ∗ω + (−1)k−1η ∧ d∗ω)

=
∫
M

d(η ∧ ∗ω)

= 0

である．すなわち，(d∗ω, η) = (ω, dη)が成り立つ．

解答 2.30 M の連結成分への分解をM =
∐
i∈IMi とし，各 i ∈ I に対してMi の Riemann計量が定める

距離を di と書く．各 i ∈ I に対して点 pi ∈ M を固定する．また，各 i, j ∈ I に対して cij > 0を，次の 3条
件が満たされるようにとる*6．

(i) 任意の i, j ∈ I に対して cij = cji である．
(ii) 任意の i, j, k ∈ I に対して cik ≤ cij + cjk である．
(iii) 任意の i ∈ I に対して ci = infj∈I cij > 0である．

このとき，関数 d : M ×M → R≥0 を

d(x, y) =

{
di(x, y) (x, y ∈ Mi)
di(x, pi) + cij + dj(pj , y) (x ∈ Mi，y ∈ Mj，i 6= j)

と定めると，dが条件を満たす距離であることを示す．各 i ∈ I に対して d|Mi×Mi = di であることは明らか
だから，あとは dが距離であることと，dが定める位相がM のもとの位相に一致することをいえばよい．
dが距離であることを示す．非退化性と対称性は明らかである（対称性については (i)が必要である）．dが
三角不等式

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (x, y, z ∈ M) (∗)

を満たすことを示す．x, y, z が属する連結成分をそれぞれMi, Mj , Mk とし，5つに場合分けする．

• i = j = k のとき，(∗)は di に対する三角不等式から従う．
• i = j 6= k のとき，di に対する三角不等式より

d(x, z) = di(x, pi) + cij + dk(pk, z)
≤ di(x, y) + di(y, pi) + cij + dk(pk, z)
= d(x, y) + d(y, z)

である．
• i 6= j = k のときも，i = j 6= k のときと同様に (∗)が成り立つことがわかる．
• i = k 6= j のとき，di に対する三角不等式より

d(x, z) = di(x, z)
≤ di(x, pi) + di(pi, z)
≤ di(x, pi) + cij + dj(pj , y) + dj(y, pj) + cji + di(pi, z)
= d(x, y) + d(y, z)

*6 問題 2.30を解くだけならば cij = 1と固定してもよいが，後に問題 6.9で必要になるから，一般の形で主張しておく．
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である．
• i, j, k がすべて異なるとき，(ii)より

d(x, y) = di(x, pi) + cik + dk(pk, z)
≤ di(x, pi) + cij + d(pj , y) + d(y, pk) + cjk + dk(pk, z)
= d(x, y) + d(y, z)

である．

よって，dは三角不等式 (∗)を満たす．
p ∈ Mi とすると，任意の q ∈ M \Mi に対して d(p, q) ≥ cij = ci だから，pを中心とする半径 cij 未満の d

に関する球は，同じ中心・半径の di に関する球に一致する．すなわち，dが定める位相と di が定める位相と
で，pの近傍基は同じものがとれる．よって，dが定める位相はM のもとの位相に一致する．

解答 2.31 γ : I → M（I は有界閉区間）が xから y への許容曲線ならば，ϕ ◦ γ : I → M̃ は ϕ(x)から ϕ(y)
への許容曲線であり，

L
g̃
(ϕ ◦ γ) =

∫
I

|(ϕ ◦ γ)′(t))| dt =
∫
I

|γ′(t)| dt = Lg(γ)

が成り立つ．よって，
d
g̃
(ϕ(x), ϕ(y)) = inf{L

g̃
(γ̃) | γ̃ は ϕ(x)から ϕ(y)への許容曲線}

≤ inf{Lg(γ) | γ は xから y への許容曲線}
= dg(x, y)

である．
Rの標準的な Riemann計量を g と書き，R/Zに商写像 ϕ : R → R/Zが Riemann被覆写像になるような

Riemann計量 g̃ を入れる（命題 2.32）．このとき，ϕは局所等長同型だが，
d
g̃
(ϕ(0), ϕ(1)) = 0 < 1 = dg(0, 1)

である．

解答 2.32

解答 2.33

解答 2.34

解答 2.35 いずれの場合もM = f−1({c})上で grad f 6= 0だから，cは f の正則値である．したがって，命
題 2.37（証明は問題 2.9）と脚注 *1より，M は M̃ における埋め込まれた滑らかな超平面であり，grad f は
M に対して直交する．
M 上で 〈grad f, grad f〉 > 0 であるとして，点 p ∈ M と 0 でない法ベクトル ν ∈ NpM を任意にとる．

(grad f)|p も 0でない法ベクトルだから，ν = a(grad f)|p（a ∈ R \ {0}）と書け，

〈ν, ν〉 = a2〈(grad f)|p, (grad f)|p〉 > 0

となる．よって，命題 2.70より，M は M̃ の符号数 (r− 1, s)の埋め込まれた部分擬 Riemann多様体である．
同様に，M 上で 〈grad f, grad f〉 < 0ならば，M は M̃ の符号数 (r, s − 1)の埋め込まれた部分擬 Riemann
多様体である．これで，主張が示された．
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3 Model Riemannian Manifolds
解答 3.1 E(n) = Rn o O(n)の Rn への作用

(b, A) · x = b+Ax

が滑らかかつ等長であることは明らかである．
上の作用から誘導される E(n) の正規直交枠束 O(Rn) への作用が推移的であることを示す．任意の点

p ∈ Rn と TpRn ∼= Rn の正規直交基底 (e1, . . . , en)に対して，

b = p, A =
(
e1 . . . en

)
∈ O(n)

と置くと，(b, A)の作用によって(
0, ∂

∂x1

∣∣∣∣
0
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣∣
0

)
7→ (p, e1, . . . , en)

となる．よって，E(n)は O(Rn)に推移的に作用する．

解答 3.2 O(n + 1) の Sn への自然な等長作用は商写像 q : Sn → RPn と可換だから，これは O(n + 1) の
RPn への等長作用を誘導する．O(n+ 1)の正規直交枠束 O(Sn)への作用は推移的だから（命題 3.2），任意の
(x, v1, . . . , vn), (y, w1, . . . , wn) ∈ O(Sn) に対してある A ∈ O(n + 1) が存在し，A の作用は (x, v1, . . . , vn)
を (y, w1, . . . , wn) に移す．このとき，Sn の正規直交枠束では，A の作用は (q(x), dqx(v1), . . . , dqx(vn)) を
(q(y), dqy(w1), . . . , dqy(wn))に移す．q は全射であり，各点 x ∈ Sn において微分 dqx : TxSn → Tq(x)RPn は
等長線型同型だから，O(n+ 1)の O(RPn)への作用も推移的である．よって，RPn は枠等質である．

解答 3.3 n = dimM と置く．
(a) M が等質かつ 1 点 p ∈ M において等方的であるとする．点 q ∈ M と 2 つの単位接ベクトル v,

w ∈ TqM を任意にとる．M は等質だから，ϕ(q) = p を満たす ϕ ∈ Iso(M) が存在する．この ϕ について，
dϕ|q(v), dϕ|q(w) ∈ TpM は単位接ベクトルである．M は pにおいて等方的だから，dψp(dϕ|q(v)) = dϕ|q(w)
を満たす ψ ∈ Isop(M)が存在する．この ϕ, ψについて，ϕ−1 ◦ψ ◦ϕ ∈ Isoq(M)かつ d(ϕ−1 ◦ψ ◦ϕ)q(v) = w

である．よって，M は等方的である．
(b) M が枠等質であるとする．任意の 2点 p, q ∈ M に対して，TpM と TqM の正規直交基底をそれぞれ

1つずつ固定すると，ある ϕ ∈ Iso(M)が存在して，ϕの正規直交枠束O(M)への作用は固定された TpM の正
規直交基底を固定された TqM の正規直交基底に移す．このとき，特に ϕ(p) = q である．よって，M は等質
である．また，任意の点 p ∈ M と 2つの単位接ベクトル v, w ∈ TpM に対して，v1 = v を満たす TpM の正
規直交基底 (v1, . . . , vn)と w1 = w を満たす TpM の正規直交基底 (w1, . . . , wn)をとると，ある ϕ ∈ Iso(M)
が存在して，ϕの O(M)への作用は (v1, . . . , vn)を (w1, . . . , wn)に移す．このとき，特に dϕ|p(v) = w であ
る．よって，M は等方的である．

解答 3.4 Bn(R) 上の標準的な座標関数を u = (u1, . . . , un) と書き，Un(R) 上の標準的な座標関数を
(x′, y) = (x1, . . . , xn−1, y) と書く．また，xn = y + R と置き，x = (x1, . . . , xn−1, xn) と書く．Bn(R) の
Riemann計量

ğ3
R = 4R4

(R2 − |u|2)2

n∑
j=1

(duj)⊗2
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と Un(R)の Riemann計量

ğ4
R = R2

y2

n−1∑
j=1

(dxj)⊗2 + dy⊗2

 = R2

(xn −R)2

n−1∑
j=1

(dxj)⊗2

とが，

κ(x, y) =
(

2R2 x′

|x′|2 + (y +R)2 , R
|x′|2 + y2 −R2

|x′|2 + (y +R)2

)
=
(

2R2 x′

|x|2
, R− 2R2 x

n

|x|2

)
で定まる一般化 Cayley変換 κ : Un(R) → Bn(R)によって対応すること，すなわち

κ∗ğ3
R = ğ4

R (∗)

を示したい．
まず，Bn(R)上の 1-形式 duj（1 ≤ j ≤ n）の κによる引き戻しを計算する．1 ≤ j ≤ n− 1に対しては

κ∗(duj) = d(uj ◦ κ) = d

(
2R2 x

j

|x|2

)
= 2R2

|x|2

(
dxj − 2xj

|x|2
n∑
i=1

xi dxi

)

であり，j = nに対しては

κ∗(dun) = d(un ◦ κ) = d

(
R− 2R2 x

n

|x|2

)
= −2R2

|x|2

(
dxn − 2xn

|x|2
n∑
i=1

xi dxi

)

である．いずれにせよ，

κ∗((duj)⊗2) = (κ∗(duj))⊗2 = 4R4

|x|4

(
dxj − 2xj

|x|2
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2

(∗∗)

が成り立つ．次に，Bn(R)上の関数 4R4/(R2 − |u|2)2 の κによる引き戻しを計算すると，

κ∗
(

4R4

(R2 − |u|2)2

)
= 4R4

(R2 − |κ|2)2

= 4R4

(R2 − (2R2x′/|x|2)2 − (R− 2R2xn/|x|2)2)2

= 4
(1 − 4R2|x′|2/|x|4 − (1 − 2Rxn/|x|2)2)2

= 4|x|8

(|x|4 − 4R2|x′|2 − (|x|2 − 2Rxn)2)2

= 4|x|8

(|x|4 − 4R2|x′|2 − (|x|4 − 4R|x|2xn + 4R2(xn)2))2

= 4|x|8

(−4R2|x|2 + 4R|x|2xn)2

= |x|4

4R2(xn −R)2 (∗∗∗)
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である．以上 (∗∗), (∗∗∗)より，Bn(R)の Riemann計量 ğ3
R の κによる引き戻しは，

κ∗ğ3
R

= κ∗

 4R4

(R2 − |u|2)2

n∑
j=1

(duj)⊗2


= κ∗

(
4R4

(R2 − |u|2)2

) n∑
j=1

κ∗((duj)⊗2)

= R2

(xn −R)2

n∑
j=1

(
dxj − 2xj

|x|2
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2

= R2

(xn −R)2

n∑
j=1

(dxj)⊗2 − 2xj

|x|2
n∑
i=1

xi dxj ⊗ dxi − 2xj

|x|2
n∑
i=1

xi dxi ⊗ dxj + 4(xj)2

|x|4

(
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2


= R2

(xn −R)2

 n∑
j=1

(dxj)⊗2 − 2
|x|2

n∑
i,j=1

xixj(dxj ⊗ dxi + dxi ⊗ dxj) + 4
|x|2

(
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2


= R2

(xn −R)2

 n∑
j=1

(dxj)⊗2 − 4
|x|2

n∑
i,j=1

xixjdxi ⊗ dxj + 4
|x|2

(
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2


= R2

(xn −R)2

 n∑
j=1

(dxj)⊗2 − 4
|x|2

(
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2

+ 4
|x|2

(
n∑
i=1

xi dxi

)⊗2


= R2

(xn −R)2

 n∑
j=1

(dxj)⊗2


= ğ4

R

と計算できる．これで，(∗)が示された．

解答 3.5 (a) Rn+1 の Riemann 計量を g と書く．(Sn(R), g̊R) は (Rn+1, g) の埋め込まれた部分 Rie-
mann多様体である．また，(Sn, g̊)は (Rn+1, g)の埋め込まれた部分 Riemann多様体だから，(Sn, R2g̊)は
(Rn+1, R2g)の埋め込まれた部分 Riemann多様体である．写像 x 7→ Rxは Riemann多様体 (Rn+1, R2g)か
ら (Rn+1, g)への等長同型を与え，これによって Sn は Sn(R)に移されるから，(Sn, R2g̊)と (Sn(R), g̊R)は
等長同型である．

(b) Rn,1 の擬 Riemann計量を q と書く．(Hn(R), ğR)は (Rn,1, q)の埋め込まれた部分 Riemann多様体
である．また，(Hn, ğ) は (Rn,1, q) の埋め込まれた部分 Riemann 多様体だから，(Hn, R2ğ) は (Rn,1, R2ğ)
の埋め込まれた部分 Riemann多様体である．写像 x 7→ Rxは擬 Riemann多様体 (Rn,1, R2q)から (Rn,1, q)
への等長同型を与え，これによって Hn は Hn(R)に移されるから，(Hn, R2ğ)と (Hn(R), ğR)は等長同型で
ある．

(c) 写像 x 7→ Rxが Riemann多様体 (Rn, gR) = (Rn, R2g)から (Rn, g)への等長同型を与えるから．

解答 3.6

解答 3.7
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解答 3.8

解答 3.9

解答 3.10 (a) ϕ = ( w z
−z w ) ∈ SU(2)（w, z ∈ C，|w|2 + |z|2 = 1）に対して，

Ad(ϕ)X =
(
w z
−z w

)(
0 1

−1 0

)(
w −z
z w

)
=
(

2i Imwz w2 + z2

−w2 − z2 −2i Imwz

)
= (Re(w2 + z2))X + (Im(w2 + z2))Y + (2 Imwz)Z,

Ad(ϕ)Y =
(
w z
−z w

)(
0 i
i 0

)(
w −z
z w

)
=
(

2iRewz i(w2 − z2)
i(w2 − z2) −2iRewz

)
= (− Im(w2 − z2))X + (Re(w2 − z2))Y + (2 Rewz)Z,

Ad(ϕ)Z =
(
w z
−z w

)(
i 0
0 −i

)(
w −z
z w

)
=
(
i(|w|2 − |z|2) −2iwz

−2iwz −i(|w|2 − |z2|)

)
= (2 Imwz)X + (−2 Re zw)Y + (|w|2 − |z|2)Z

だから，su(2)の基底 (X,Y, aZ)に関する Ad(ϕ)の行列表示はRe(w2 + z2) − Im(w2 − z2) 2a Imwz
Im(w2 + z2) Re(w2 − z2) −2aRewz
2 Imwz/a 2 Rewz/a |w|2 − |z|2

 (∗)

である．命題 3.12より，SU(2)上の左不変 Riemann計量 ga が両側不変であるための必要十分条件は，任意
の w, z ∈ C，|w|2 + |z|2 = 1に対して (∗)が直交行列であることである．a = 1のとき，

(Re(w2 + z2))2 + (Im(w2 + z2))2 + (2 Imwz)2 = |w2 + z2|2 − (wz − wz)2

= (|w|2 + |z|2)2

= 1, (∗∗)
(− Im(w2 − z2))2 + (Re(w2 − z2))2 + (2 Rewz)2 = |w2 − z2|2 + (wz + wz)2

= (|w|2 + |z|2)2

= 1,
(2 Imwz)2 + (−2 Rewz)2 + (|w|2 − |z|2)2 = 4|wz|2 + (|w|2 − |z|2)2

= (|w|2 + |z|2)2

= 1
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かつ

Re(w2 + z2) · (− Im(w2 − z2)) + Im(w2 + z2) · Re(w2 − z2) + 2 Imwz · 2 Rewz
= Im((w2 + z2)(w2 − z2)) + 2 Imw2z2

= Im(w2z2 − w2z2) + 2 Imw2z2

= 0,
Re(w2 + z2) · 2 Imwz + Im(w2 + z2) · (−2 Rewz) + 2 Imwz · (|w|2 − |z|2)
= −2 Im(w2 + z2)wz + 2 Imwz · (|w|2 − |z|2)
= 0,
− Im(w2 − z2) · 2 Imwz + Re(w2 − z2) · (−2 Rewz) + 2 Rewz · (|w|2 − |z|2)
= −2 Re(w2 + z2)wz + 2 Rewz · (|w|2 − |z|2)
= 0

だから，(∗) は直交行列である．逆に，(∗) が直交行列であるためには (Re(w2 + z2))2 + (Im(w2 + z2))2 +
(2 Imwz/a)2 = 1が必要だが，(∗∗)より，これは a = 1でなければ成り立たない．よって，ga が両側不変で
あるための必要十分条件は a = 1である．

(b) S3, SU(2) をそれぞれ g̊, g1 によって Riemann 多様体とみなす．また，S3 = {(w, z) ∈ C2 |
|w|2 + |z|2 = 1}とみなし，S3 から SU(2)への微分同相写像 (w, z) 7→ ( w z

−z w )を f と書く．
f の微分によって T(1,0)S3 の正規直交基底 ((∂/∂z)|(1,0), i(∂/∂z)|(1,0), (∂/∂w)|(1,0)) は TeSU(2) の正規直
交基底 (X|e, Y |e, Z|e)に移されるから（e = ( 1 0

0 1 ) ∈ SU(2)は単位元），df |(1,0) : T(1,0)S3 → TeSU(2)は等長
線型同型である．また，ϕ ∈ SU(2)に対して，

RS3

ϕ : S3 → S3, (w, z) 7→ (w, z)ϕ,

R
SU(2)
ϕ : SU(2) → SU(2), ψ 7→ ψϕ

はそれぞれ S3, SU(2) の自己等長同型写像であり，f ◦ RS3

ϕ = R
SU(2)
ϕ ◦ f を満たす．そこで，任意の点

(w, z) ∈ S3 に対して，ϕ ∈ SU(2)を RS3(1, 0) = (w, z)となるようにとれば

df |(w,z) = dRSU(2)|ϕ ◦ df |(1,0) ◦ dRS3

ϕ−1

だから，df |(w,z) : T(w,z)S3 → Tf(w,z)SU(2) は等長線型同型である．よって，f : S3 → SU(2) は等長同型で
ある．

解答 3.11 n次実行列 A = (aij)，B = (bij)に対して

〈A,B〉 = tr(ATB) =
n∑

i,j=1
aijbij

だから，〈–, –〉は o(n)上の内積である．また，任意の ϕ ∈ O(n)と A, B ∈ o(n)に対して

〈Ad(ϕ)A,Ad(ϕ)B〉 = tr((ϕAϕ−1)T (ϕBϕ−1))
= tr(ϕATϕ−1ϕBϕ−1)
= tr(ATB)
= 〈A,B〉
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だから，この内積は Ad-不変である．よって，命題 3.12 より，この内積に対応する O(n) 上の左不変な
Riemann計量は両側不変である．

解答 3.12

解答 3.13

解答 3.14

解答 3.15

解答 3.16

解答 3.17 Gの単位元を eと書く．ϕ ∈ Gに対して，ϕを左から掛ける写像を Lϕ : G → G，右から掛ける
写像を Rϕ : G → Gと書く．τ = (ϕ, ψ) ∈ G×Gの Gへの作用を Aτ = Rψ−1 ◦ Lϕ : G → Gと書く．
任意の ϕ ∈ Gに対して (ϕ, e) · e = ϕだから，G×Gの Gへの作用は推移的である．また，(ϕ, ψ) ∈ G×G

に対して (ϕ, ψ) · e = ϕψ−1 が e に等しいための必要十分条件は ϕ = ψ だから，e の等方部分群は ∆ =
{(ϕ, ϕ) | ϕ ∈ G}である．
等方表現 Ie : ∆ → GL(TeG)について

Ie(ϕ, ϕ) = (dA(ϕ,ϕ))e = (d(Rϕ−1 ◦ Lϕ)))e = Ad(ϕ)

だから，与えられた図式は可換である．
定理 3.14 の別証明を与える．前段の結果と補題 3.13 より，Ad(G) が GL(g) において相対コンパクトで
あることは，等方表現 Ie を等長にする TeG 上の内積が存在することと同値である．これがさらに両側不変
Riemann 計量の存在と同値であることをいえばよい．g が G 上の両側不変 Riemann 計量ならば，G × G

の G への作用は g に関して等長だから，特に等方表現 Ie は内積 g|e に関して等長である．逆に，TeG 上
の内積 ge に関して等方表現 Ie が等長であるとする．G × G の G への作用は推移的だから，ϕ ∈ G に対
して，ϕ を e に移す τ ∈ G × G がとれる．この作用 Aτ による TeG 上の内積 ge の TϕG への引き戻し
を，gϕ と定める．τ ′ ∈ G × G も ϕ を e に移すとすると，ττ ′−1 は e の等方部分群 ∆ に属し，仮定より
Aτ ◦A−1

τ ′ = Ie(ττ ′−1) ∈ GL(TeG)は内積 ge に関して等長だから，

A∗
τ ′ge = A∗

τ ′(Aτ ◦A−1
τ ′ )∗ge = A∗

τ ′(A−1
τ ′ )∗A∗

τge = A∗
τge

である．したがって，gϕ は τ のとり方によらずに定まる．このようにして Gの各接空間上に定まった内積に
ついて，任意の τ ∈ G×Gと ϕ ∈ Gに対して

A∗
τgϕ = A∗

τA
∗
(ϕ−1,e)ge = (A(ϕ−1,e) ◦Aτ )∗ge = A∗

(ϕ−1,e)τge = gτ−1·ϕ

である．よって，ϕ ∈ Gに対する gϕ の全体は，G上の両側不変 Riemann計量を定める．これで，同値性が
示された．

解答 3.18 k, l ∈ Zと (x, y) ∈ R2 について，(x+k, (−1)ky+ l) = (x, y)ならば k = l = 0だから，与えられ
た作用は自由である．また，各 n ∈ Nに対して kn, ln ∈ Z，(xn, yn) ∈ R2 とし，R2 上の点列 ((xn, yn))n∈N，
((xn + kn, (−1)knyn + ln))n∈N がともに収束するとすると，十分大きい n ∈ Nに対しては kn, ln は一定でな
ければならないから，((kn, ln))n∈N も収束する．よって，命題 C.15より，与えられた作用は固有である．
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軌道空間 R2/Γ が Klein の壺 [0, 1]2/∼（∼ は (3.19) で定めた [0, 1]2 上の同値関係）に同相であることを
示す．π : R2 → R2/Γ を商写像とする．任意の点 (x, y) ∈ R2 に対して，k ∈ Z を 0 ≤ x + k ≤ 1 となる
ようにとれ，続けて l ∈ Z を 0 ≤ (−1)ky + l ≤ 1 となるようにとれるから，π([0, 1]2) = R2/Γ である．
また，Γ の作用が定める R2 上の同値関係の [0, 1]2 への制限は，∼ に他ならない．したがって，π の制限
π|[0,1]2 : [0, 1]2 → R2/Γ は，Kleinの壺 [0, 1]2/∼から R2/Γ への連続全単射を誘導する．この連続全単射が
同相であることを示す．そのためには，π|[0,1]2 が閉写像であることをいえば十分である．閉集合 A ⊆ [0, 1]2

に対して
π−1(π(A)) = Γ ·A =

⋃
ϕ∈Γ

ϕ ·A

だが，{ϕ·A}ϕ∈Γ はR2の局所有限な閉集合族だから，その合併はR2の閉集合である．したがって，π−1(π(A))
は R2 の閉集合であり，π(A)は R2/Γ の閉集合である．よって，π|[0,1]2 は閉写像である．これで，軌道空間
R2/Γ が Kleinの壺 [0, 1]2/∼に同相であることが示された．
Γ の R2 への滑らかな等長作用は自由かつ固有だから，命題 2.32 より，R2/Γ には π : R2 → R2/Γ が

Riemann被覆写像になるような Riemann計量が入る．R2 は平坦だから，この Riemann計量も平坦である．
前段の結果より，Kleinの壺にも同じ性質をもつ Riemann計量が入る．

解答 3.19 S2n+1 を Cn+1 における単位球面とみなし，p : S2n+1 → CPn を自然な写像とする．Riemann多
様体は，等質かつある 1点において等方的ならば等方的であり（命題 3.1 (a)．証明は問題 3.3），等方的なら
ば対称だから，CPn が等質かつある 1点において等方的であることを示せば十分である．

U(n + 1) の S2n+1 への自然な等長作用は p と可換だから，これは U(n + 1) の CPn への等長作用を誘導
する．U(n)の S2n+1 への作用は推移的だから，任意の 2点 z, w ∈ S2n+1 に対してある U ∈ U(n + 1)が存
在し，U の作用は z を w に移す．このとき，CPn では，U の作用は p(z)を p(w)に移す．pは全射だから，
U(n)の CPn への作用も推移的である．よって，CPn は等質である．
z0 = (0, . . . , 0, 1) ∈ S2n+1 と置く．単射群準同型 V 7→ ( V 0

0 1 )によって U(n)を U(n + 1)の部分群とみな
すと，U(n) の S2n+1 への作用は点 z0 を固定し，したがって U(n) の CPn への作用は点 p(z0) を固定する．
Cn+1 ∼= R2n+2 の標準実座標を (x1, y1, . . . , xn+1, yn+1)と書くと，

Tz0S2n+1 =
n⊕
j=1

(
R

∂

∂xj

∣∣∣∣
z0

⊕ R
∂

∂yj

∣∣∣∣
z0

)
⊕ ∂

∂yn+1

∣∣∣∣
z0

, Ker dpz0 = R
∂

∂yn+1

∣∣∣∣
z0

だから
(Ker dpz0)⊥ =

n⊕
j=1

(
R

∂

∂xj

∣∣∣∣
z0

⊕ R
∂

∂yj

∣∣∣∣
z0

)

であり，(Ker dpz0)⊥ は Cn と同一視できる．2 つの単位接ベクトル v, w ∈ (Ker dpz0)⊥ ∼= Cn に対して，
V ∈ U(n)を V v = wとなるようにとると，V の作用の微分は v を wに移す．このとき，CPn では，V の作
用の微分は dpz0(v)を dpz0(w)に移す．微分 dpz0 : Tz0S2n+1 → CPn は等長線型同型だから，CPn の p(z0)
における任意の 2つの単位接ベクトルは，U(n)の作用の微分によって移り合う．よって，CPn は p(z0)にお
いて等方的である．これで，主張が示された．

解答 3.20

解答 3.21
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解答 3.22 Sr,s(R) が Rr+1,s の符号数 (r, s) の埋め込まれた部分擬 Riemann 多様体であることを示す．
Rr+1,s の標準座標を (ξ, τ) = (ξ1, . . . , ξr+1, τ1, . . . , τ s)と書く．関数 f : Rr+1,s → Rを

f(ξ, τ) = |ξ|2 − |τ |2 ((ξ, τ) ∈ Rr+1,s)

と定めると，f は滑らかで Sr,s(R) = f−1({R2})であり，

grad f =

2

r+1∑
i=1

ξi dξi −
s∑
j=1

ηj dηj

♯

= 2

r+1∑
i=1

ξi
∂

∂ξi
+

s∑
j=1

ηj
∂

∂ηj


より

〈grad f, grad f〉 = 4

r+1∑
i=1

(ξi)2 +
s∑
j=1

(ηj)2

 = 4(|ξ|2 − |τ |2)

である．よって，Sr,s(R)上では 〈grad f, grad f〉 = 4R2 > 0だから，系 2.71（証明は問題 2.35）より，Sr,s(R)
は Rr+1,s の符号数 (r, s)の埋め込まれた部分擬 Riemann多様体である．
Hr,s(R) が Rr,s+1 の符号数 (r, s) の埋め込まれた部分擬 Riemann 多様体であることを示す．Rr,s+1 の標
準座標を (ξ, τ) = (ξ1, . . . , ξr, τ1, . . . , τ s+1)と書く．関数 f : Rr,s+1 → Rを

f(ξ, τ) = |ξ|2 − |τ |2 ((ξ, τ) ∈ Rr,s+1)

と定めると，f は滑らかで Hr,s(R) = f−1({−R2})であり，

grad f =

2

 r∑
i=1

ξi dξi −
s+1∑
j=1

ηj dηj

♯

= 2

 r∑
i=1

ξi
∂

∂ξi
+
s+1∑
j=1

ηj
∂

∂ηj


より

〈grad f, grad f〉 = 4

 r∑
i=1

(ξi)2 +
s+1∑
j=1

(ηj)2

 = 4(|ξ|2 − |τ |2)

である．よって，Hr,s(R) 上では 〈grad f, grad f〉 = −4R2 < 0 だから，系 2.71（証明は問題 2.35）より，
Hr,s(R)は Rr,s+1 の符号数 (r, s)の埋め込まれた部分擬 Riemann多様体である．

解答 3.23 準備として，次の補題を示す．

補題 (1) 任意の点 p ∈ Sr,s(R)において，接空間 TpSr,s(R)は TpRr+1,s ∼= Rr+1,s において Rpの直交補
空間である．

(2) 任意の点 p ∈ Hr,s(R)において，接空間 TpHr,s(R)は TpRr,s+1 ∼= Rr,s+1 において Rpの直交補空間で
ある．

補題の証明 解答 3.22の関数 f を考える．解答 3.22で計算したように，自然な線型同型による同一視の下
で，(grad f)|p = 2pである．命題 2.37（証明は問題 2.9）と脚注 *1より，grad f は Sr,s(R)あるいはHr,s(R)
に対して直交するから，これで主張が示された．

本題に入る．以下，n = r + s と置き，Rr,s の標準座標を (x1, . . . , xn)，Rr+1,s や Rr,s+1 の標準座標を
(x1, . . . , xn+1)と書く．
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Rr,s が枠等質であることを示す．Rn のアフィン変換群の部分群 Rn o O(r, s)は Rr,s に等長に作用するが，
この作用から誘導される Rn o O(r, s)の正規直交枠束 O(Rr,s)への作用が推移的であることを示す．任意の
点 p ∈ Rr,s と TpRr,s ∼= Rr,s の標準順序の正規直交基底 (e1, . . . , en)に対して，

b = p, A =
(
e1 . . . en

)
∈ O(r, s)

と置くと，(b, A)の作用によって(
0, ∂

∂x1

∣∣∣∣
0
, . . . ,

∂

∂xn

∣∣∣∣
0

)
7→ (p, e1, . . . , en)

となる．よって，Rn o O(r, s)は O(Rr,s)に推移的に作用する．
Sr,s(R)が枠等質であることを示す．O(r + 1, s)は Sr,s(R)に自然に作用するが，この作用から誘導される

O(r + 1, s)の正規直交枠束 O(Sr,s(R))への作用が推移的であることを示す．点 p ∈ Sr,s(R)と TpSr,s(R)の
標準順序の正規直交基底 (e1, . . . , en)を任意にとる．上の補題より，TpSr,s(R)は TpRr+1,s ∼= Rr+1,s におい
て Rpの直交補空間だから，(p/R, e1, . . . , en)は Rr+1,s の標準順序の正規直交基底である．そこで，

A =
(
p/R e1 . . . en

)
∈ O(r + 1, s)

と置くと，Aの作用によって(
(1, 0, . . . , 0), ∂

∂x2

∣∣∣∣
(1,0,...,0)

, . . . ,
∂

∂xn+1

∣∣∣∣
(1,0,...,0)

)
7→ (p, e1, . . . , en)

となる．よって，O(r + 1, s)は O(Sr,s(R))に推移的に作用する．
Hr,s(R)が枠等質であることを示す．O(r, s+ 1)は Hr,s(R)に自然に作用するが，この作用から誘導される

O(r, s + 1) の正規直交枠束 O(Hr,s(R)) への作用が推移的であることを示す．点 p ∈ Hr,s(R) と TpHr,s(R)
の標準順序の正規直交基底 (e1, . . . , en)を任意にとる．上の補題より，TpHr,s(R)は TpRr,s+1 ∼= Rr,s+1 にお
いて Rpの直交補空間だから，(p/R, e1, . . . , en)は Rr,s+1 の標準順序の正規直交基底である．そこで，

A =
(
p/R e1 . . . en

)
∈ O(r, s+ 1)

と置くと，Aの作用によって(
(0, . . . , 0, 1), ∂

∂x1

∣∣∣∣
(0,...,0,1)

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
(0,...,0,1)

)
7→ (p, e1, . . . , en)

となる．よって，O(r, s+ 1)は O(Hr,s(R))に推移的に作用する．

解答 3.24 Hr,s(R)が Rr × Ss に微分同相であることを示す．写像 ϕ : Rr × Rs+1 → Rr,s+1 を

ϕ(x, y) = (Rx, (
√

1 + |x|2)Ry) ((x, y) ∈ Rr × Rs+1)

と定めると，ϕは逆写像

ϕ−1(x′, y′) =

(
x′

R
,

y′√
R2 + |x′|2

)
((x′, y′) ∈ Rr,s+1)
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をもつ微分同相写像であり，(x, y) ∈ Rr × Rs+1 に対して

ϕ(x, y) ∈ Hr,s(R) ⇐⇒ R2|x|2 − (1 + |x|2)R2|y|2 = −R2

⇐⇒ |y|2 = 1
⇐⇒ (x, y) ∈ Rr × Ss

である．よって，ϕは Rr × Ss から Hr,s(R)への微分同相を与える．
Ss,r(R)が Rr × Ss に微分同相であることを示す．写像 ψ : Rr × Rs+1 → Rs+1,r を

ψ(x, y) = ((
√

1 + |x|2)Ry,Rx) ((x, y) ∈ Rr × Rs+1)

と定めると，ψ は逆写像

ψ−1(y′, x′) =

(
x′

R
,

y′√
R2 + |x′|2

)
((y′, x′) ∈ Rs+1,r)

をもつ微分同相写像であり，(x, y) ∈ Rr × Rs+1 に対して

ψ(x, y) ∈ Ss,r(R) ⇐⇒ (1 + |x|2)R2|y|2 −R2|x|2 = R2

⇐⇒ |y|2 = 1
⇐⇒ (x, y) ∈ Rr × Ss

である．よって，ψ は Rr × Ss から Ss,r(R)への微分同相を与える．

解答 3.25

4 Connections
解答 4.1 (a) Ỹ1 =

∑n
i=1 Ỹ

i
1∂i，Ỹ2 =

∑n
i=1 Ỹ

i
2∂i がともに Rn の開集合上の滑らかなベクトル場であって

Y を拡張するものであるとする．各 iに対して，M 上では Ỹ i1 = Ỹ i2 だから，v ∈ TpM より vỸ i1 = vỸ i2 であ
る（命題 A.28）．したがって，

∇>
v Y1 =

n∑
i=1

vỸ i1∂i|p =
n∑
i=1

vỸ i2∂i|p = ∇>
v Y2

である．よって，∇>
v Y は Y の拡張 Ỹ のとり方によらない．

(b) Ỹ =
∑n
i=1 Ỹ

i∂i を Rn の開集合上の滑らかなベクトル場であって Y を拡張するものとすると，
F∗Ỹ =

∑n
i=1(Ỹ i ◦ F−1)F∗∂i は Rn の開集合上の滑らかなベクトル場であって F∗Y を拡張するものである．
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よって，

dF |p(∇>
v Y ) = dF |p

(
n∑
i=1

vỸ i∂i|p

)

=
n∑
i=1

vỸ i(F∗∂i)|F (p)

=
n∑
i=1

v(Ỹ i ◦ F−1 ◦ F )(F∗∂i)|F (p)

= dF |p(v)(Ỹ i ◦ F−1)(F∗∂i)|F (p)

= ∇>
dF |p(v)(F∗Y )

である．

解答 4.2 (a) 一般に，f ∈ C∞(M)と X, Y ∈ X(M)に対してLfXY = fLXY − (Y f)X である．M が
空でない 1次元以上の多様体ならば*7，f , X, Y を (Y f)X 6= 0となるようにとれる．たとえば，点 p ∈ M と
そのまわりのチャート (U ;x1, . . . , xn)をとり（n = dimM と置いた），pの近傍で f = x1 かつX = Y = ∂1

となるようにとればよい．よって，Lie微分LXY は X に関して C∞(M)-線型でないから，これは接続では
ない．

(b) R2 の標準座標を (x1, x2)と書く．X = ∂1，Y = (1 + x2)∂1 と置けば，x1 軸に沿って X = Y = ∂1

だが，LX(∂2) = 0とLY (∂2) = −(∂2(1 + x2))∂1 = −∂1 とは x1 軸上で等しくない．

解答 4.3 n = dimM と置く．変換則 Ẽi =
∑n
j=1 A

j
iEj と接続係数 Γ pqr の定義より

∇
Ẽi
Ẽj =

n∑
q=1

Aqi∇Eq Ẽj

=
n∑
q=1

Aqi∇Eq

(
n∑
r=1

ArjEr

)

=
n∑

q,r=1
AqiA

r
j∇EqEr +

n∑
q,r=1

AqiEq(A
r
j)Er

=
n∑

p,q,r=1
AqiA

r
jΓ

p
qrEp +

n∑
q,r=1

AqiEq(A
r
j)Er

=
n∑
p=1

(
n∑

q,r=1
AqiA

r
jΓ

p
qr +

n∑
q=1

AqiEq(A
p
j )

)
Ep

=
n∑
k=1

n∑
p=1

(
n∑

q,r=1
AqiA

r
jΓ

p
qr +

n∑
q=1

AqiEq(A
p
j )

)
(A−1)kpẼk

=
n∑
k=1

(
n∑

p,q,r=1
(A−1)kpA

q
iA

r
jΓ

p
qr +

n∑
p,q=1

(A−1)kpA
q
iEq(A

p
j )

)
Ẽk

*7 「M が空でない」という条件は，本には書かれていないが，明らかに必要である．
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だから，接続係数 Γ̃ kij の定義より

Γ̃ kij =
n∑

p,q,r=1
(A−1)kpA

q
iA

r
jΓ

p
qr +

n∑
p,q=1

(A−1)kpA
q
iEq(A

p
j )

である．

解答 4.4 ∇0は接続でD ∈ Γ (T (1,2)TM)をX(M)×X(M)からX(M)への写像とみなしたものはC∞(M)-
双線型だから，f ∈ C∞(M)と X, Y ∈ X(M)に対して

(∇0 +D)fXY = ∇0
fXY +D(fX, Y )

= f∇0
XY + fD(X,Y )

= f(∇0 +D)XY

かつ

(∇0 +D)X(fY ) = ∇0
X(fY ) +D(X, fY )

= f∇0
XY + (Xf)Y + fD(X,Y )

= f(∇0 +D)XY + (Xf)Y

である．よって，∇0 +Dは接続である．逆に，∇を TM における接続とすると，D(X,Y ) = ∇XY − ∇0
XY

（X, Y ∈ X(M)）と定めるとき D ∈ Γ (T (1,2)TM)であり（命題 4.13），この D について ∇ = ∇0 +D とな
る．以上より，TM における接続全体の集合 A (TM)は

A (TM) = {∇0 +D | D ∈ Γ (T (1,2)TM)}

と書ける．

解答 4.5 n = dimM と置く．
(a) X =

∑n
i=1 X

iEi を滑らかなベクトル場，ω =
∑n
i=1 ωiϵ

i を滑らかな 1-形式とする．各 1 ≤ k ≤ nに
対して

〈∇Xω,Ek〉 = X〈ω,Ek〉 − 〈ω,∇XEk〉

= Xωk −
n∑
j=1

Xj〈ω,∇EjEk〉

= Xωk −
n∑

i,j=1
XjΓ ijk〈ω,Ei〉

= Xωk −
n∑

i,j=1
XjωiΓ

i
jk

だから，

∇Xω =
n∑
k=1

Xωk −
n∑

i,j=1
XjωiΓ

i
jk

ϵk
である．
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(b) 記号の簡略化のため，i1, . . . , ik, j1, . . . , jl ∈ {1, . . . , n}に対して

Ej1...jl

i1...ik
= Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eik ⊗ ϵj1 ⊗ · · · ⊗ ϵjl

と書く．X =
∑n
i=1 X

iEi を滑らかなベクトル場，F =
∑n
i1,...,ik,j1,...,jl=1 F

i1...ik
j1...jl

Ej1...jl

i1...ik
を滑らかな (k, l)-テ

ンソル場とすると，

∇XF = ∇X

 n∑
i1,...,ik,j1,...,jl=1

F i1...ikj1...jl
Ej1...jl

i1...ik


=

n∑
i1,...,ik,j1,...,jl=1

X(F i1...ikj1...jl
)Ej1...jl

i1...ik
+

n∑
i1,...,ik,j1,...,jl=1

F i1...ikj1...jl
∇XE

j1...jl

i1...ik
(∗)

である．接続係数の定義より
∇XEi =

n∑
m,p=1

XmΓ pmiEp

であり，(a)より
∇Xϵj = −

n∑
m,p=1

XmΓ jmpϵ
p

だから，各 i1, . . . , ik, j1, . . . , jl ∈ {1, . . . , n}に対して

∇XE
j1...jl

i1...ik
=

k∑
s=1

Ei1 ⊗ · · · ⊗ ∇XEis ⊗ · · · ⊗ Eik ⊗ ϵj1 ⊗ · · · ⊗ ϵjl

+
l∑

s=1
Ei1 ⊗ · · · ⊗ Eik ⊗ ϵj1 ⊗ · · · ⊗ ∇Xϵjs ⊗ · · · ⊗ ϵjl

=
k∑
s=1

n∑
m,p=1

XmΓ pmiE
j1...jl

i1...p...ik
−

l∑
s=1

n∑
m,p=1

XmΓ jmpE
j1...p...jl

i1...ik

である．これを (∗)に代入すれば，

∇XF

=
n∑

i1,...,ik,j1,...,jl=1
X(F i1...ikj1...jl

)Ej1...jl

i1...ik

+
k∑
s=1

n∑
i1,...,ik,j1,...,jl,m,p=1

XmF i1...ikj1...jl
Γ pmisE

j1...jl

i1...p...ik
−

l∑
s=1

n∑
i1,...,ik,j1,...,jl,m,p=1

XmF i1...ikj1...jl
Γ js
mpE

j1...p...jl

i1...ik

=
n∑

i1,...,ik,j1,...,jl=1
X(F i1...ikj1...jl

)Ej1...jl

i1...ik

+
k∑
s=1

n∑
i1,...,ik,j1,...,jl,m,p=1

XmF i1...p...ikj1...jl
Γ ismpE

j1...jl

i1...ik
−

l∑
s=1

n∑
i1,...,ik,j1,...,jl,m,p=1

XmF i1...ikj1...p...jl
Γ pmjs

Ej1...jl

i1...ik

=
n∑

i1,...,ik,j1,...,jl=1

(
X(F i1...ikj1...jl

) +
k∑
s=1

n∑
m,p=1

XmF i1...p...ikj1...jl
Γ ismp −

l∑
s=1

n∑
m,p=1

XmF i1...ikj1...p...jl
Γ pmjs

)
Ej1...jl

i1...ik

を得る．
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解答 4.6 (a) τ は明らかに反対称だから，τ(X,Y )が X に関して C∞(M)-線型であることを示せば十分で
ある．f ∈ C∞(M)，X, Y ∈ X(M)に対して

τ(fX, Y ) = ∇fXY − ∇Y (fX) − [fX, Y ]
= f∇XY − (f∇YX + (Y f)X) − (f [X,Y ] − (Y f)X)
= f∇XY − f∇YX − f [X,Y ]
= fτ(X,Y )

だから，τ(X,Y )は X に関して C∞(M)-線型である．
(b) (U ;x1, . . . , xn)をM 上のチャートとし，このチャートに関する接続係数を Γ kij と書く．τ は (1, 2)-テ
ンソル場だから，τ が U 上で 0であるための必要十分条件は，任意の i, j に対して τ(∂i, ∂j) = 0であること
である．τ(∂i, ∂j)は接続係数を用いて

τ(∂i, ∂j) = ∇∂i∂j − ∇∂j∂i − [∂i, ∂j ] =
n∑
k=1

(Γ kij − Γ kji)∂k

と書けるから，τ が U 上で 0であることは，任意の i, j, kに対して Γ kij = Γ kji であることと同値である．よっ
て，M を被覆するチャートの族があるとき，∇が対称であるための必要十分条件は，これらののチャートに
関する ∇の接続係数 Γ kij が Γ kij = Γ kji を満たすことである．特に，チャートの族としてM 上のチャート全体
をとれば，主張を得る．

(c) (U ;x1, . . . , xn)をM 上のチャートとし，このチャートに関する接続係数を Γ kij と書く．u ∈ C∞(M)
に対して，U 上では

∇2u =
n∑

i,j=1

(
∂j∂iu−

n∑
k=1

Γ kji∂ku

)
dxi ⊗ dxj

である（例 4.22）．∇が対称ならば，(b)より Γ kji = Γ kij だから，∇2uは対称 2-テンソル場である．逆に，任
意の u ∈ C∞(M)に対して∇2uが対称 2-テンソル場であるとする．このとき，1 ≤ k ≤ nと点 p ∈ U に対し
て，u ∈ C∞(M)を ∂lu(p) = δkl となるようにとれば，上式から Γ kji = Γ kij がわかる．よって，(b)より∇は
対称である．以上より，∇が対称であるための必要十分条件は，任意の u ∈ C∞(M)に対して∇2uが対称 2-
テンソル場であることである．

(d) Rn の標準座標に関する Euclid接続 ∇の接続係数は Γ kij = 0だから，(b)で示したことより，∇は対
称である．

解答 4.7 R2 の各点における接ベクトルを，標準的な方法で R2 の元と同一視する．
γ は明らかに滑らかであり，容易にわかるように単射である．また，任意の t ∈ (−π, π)に対して γ′(t) =

(2 cos 2t, cos t) 6= 0だから，γ ははめ込みである．
γ の速度ベクトル場 γ′ が R2 の開集合上の滑らかなベクトル場 Ṽ に拡張されたと仮定すると，

Ṽ |(0,0) = Ṽ |γ(0) = γ′(0) = (1, 1)

だが，一方で
Ṽ |(0,0) = lim

t→π−0
Ṽ |γ(t) = lim

t→π−0
γ′(t) = (2,−1)

であり，これは不可能である．よって，γ′ は拡張可能（extendible）ではない．

解答 4.8
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解答 4.9

解答 4.10

解答 4.11

解答 4.12

解答 4.13

解答 4.14 (a) ∇XEi はX ∈ X(U)に関して C∞(M)-線型だから，∇XEi =
∑n
j=1 ω

j
i (X)Ej と書くとき，

各 ω j
i : X(U) → Rは C∞(M)-線型である．よって，各 ω j

i は 1-形式を定める．
(b) 各 k, l ∈ {1, . . . , n}に対して，

dϵj(Ek, El) = Ek(ϵj(El)) − El(ϵj(Ek)) − ϵj([Ek, El])
= −ϵj([Ek, El]),

n∑
i=1

(ϵi ∧ ω j
i )(Ek, El) =

n∑
i=1

(ϵi(Ek)ω j
i (El) − ϵi(El)ω j

i (Ek))

= ω j
k (El) − ω j

l (Ek),
τ j(Ek, El) = ϵj(∇Ek

El − ∇El
Ek − [Ek, El])

= ω j
l (Ek) − ω j

k (El) − ϵj([Ek, El])

だから
dϵj(Ek, El) =

n∑
i=1

(ϵi ∧ ω j
i )(Ek, El) + τ j(Ek, El)

である．よって，
dϵj =

n∑
i=1

ϵi ∧ ω j
i + τ j

が成り立つ．

5 The Levi-Civita Connection
解答 5.1 Levi-Civita接続は計量と整合するから，任意の X, Y , Z ∈ X(M)に対して

D♭(X,Y, Z) +D♭(X,Z, Y ) = 〈∇̃XY − ∇XY, Z〉 + 〈∇̃XZ − ∇XZ, Y 〉

= (〈∇̃XY, Z〉 + 〈Y, ∇̃XZ〉) − (〈∇XY, Z〉 + 〈Y, ∇̃XZ〉)

= 〈∇̃XY, Z〉 + 〈Y, ∇̃XZ〉 −X〈Y, Z〉

である．よって，∇̃が計量と整合するための必要十分条件は，D♭ が最後の 2つの引数に関して反対称である
ことである．
M 上の滑らかな (1, 2)-テンソル場 D であって D♭ が最後の 2つの引数に関して反対称であるもの全体のな
す線型空間を D と書くと，定理 4.14と前段の結果より，計量と整合するM 上の接続全体のなす空間は

∇ + D = {∇ +D | D ∈ D}
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である．dimM ≥ 2ならば，D は無限次元であり，したがって ∇ + D は無限次元アフィン空間となる．

解答 5.2 命題 5.5 で示したように，∇ が計量と整合するための必要十分条件は，任意の滑らかな局所枠
(E1, . . . , En)に対して，対応する計量の行列表示の成分を gij，Christoffel記号を Γ kij と書くとき，任意の i,
j, lに対して

n∑
k=1

(Γ kligjk + Γ kljgik) = Elgij

が成り立つことである．この式は，対応する接続 1-形式 ω j
i （問題 4.14）を用いて

n∑
k=1

(gjkω k
i (El) + gikω

k
j (El)) = dgij(El)

と書き直せる．これが任意の lに対して成り立つことは，1-形式の等式
n∑
k=1

(gjkω k
i + gikω

k
j ) = dgij (∗)

が成り立つことと同値である．
局所枠 (E1, . . . , En)が正規直交ならば gij = δij だから，(∗)は

ω j
i + ω i

j = 0

となる．これは，行列 (ω k
i )が歪対称であることを意味する．

解答 5.3 問題中で定義された R3 上の接続を ∇と書く．Euclid計量の標準座標に関する各成分は gij = δij

（i, j ∈ {1, 2, 3}）だから，与えられた Christoffel記号 Γ jki は明らかに

3∑
l=1

(Γ lkiglj + Γ lkjgil) = Γ jki + Γ ikj = 0 = Ekgij

を満たす．よって，∇は Euclid計量と整合する（命題 5.5）*8．一方で，Γ 3
12 = 1 6= −1 = Γ 3

21 だから，∇は
対称ではない（問題 4.6 (b)）．

解答 5.4

解答 5.5

解答 5.6 点 x ∈ M̃ における垂直接空間を Vx，水平接空間を Hx と書く．
(a) X, Y ∈ X(M)とする．
第一の主張を示す．π : M̃ → M は Riemann 沈め込みだから，各点 x ∈ M̃ において微分 dπ|x : TxM̃ →

Tπ(x)M は Hx から Tπ(x)M への計量線型同型を与える．よって，

〈X̃|x, Ỹ |x〉 = 〈dπ|x(X̃|x), dπ|x(Ỹ |x)〉 = 〈X|π(x), Y |π(x)〉 (x ∈ M̃)

*8 正確には，命題 5.5で主張されているのは，「任意の滑らかな局所枠に関して
∑

l
(Γ l

kiglj + Γ l
kjgil) = Ekgij が成り立つならば，

その接続は計量と整合する」ということである．しかし，命題 5.5の証明からわかるように，仮定は「滑らかな局所枠の族であっ
てその全体が Riemann 多様体を被覆するものが存在して，それらの局所枠に関して

∑
l
(Γ l

kiglj + Γ l
kjgil) = Ekgij が成り立

つ」ことだけで十分である．
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が成り立つ．
第二の主張を示す．X̃ と X，Ỹ と Y はそれぞれ π-関連しているから，[X̃, Ỹ ] と [X,Y ] は π-関連してい
る．よって，

dπ|x([X̃, Ỹ ]H |x) = dπ|x([X̃, Ỹ ]|x) = [X,Y ]|π(x) (x ∈ M̃)

である．すなわち，[X̃, Ỹ ]H は [X,Y ]の水平持ち上げである．
第三の主張を示す．W ∈ X(M)が垂直ならば，X̃ とX，W と 0（M 上の零ベクトル場）はそれぞれ π-関連
しているから，[X̃,W ]と [X, 0] = 0は π-関連している．すなわち，各点 x ∈ M̃ において dπ|x([X̃,W ]|x) = 0
である．これは，[X̃,W ]が垂直であることを意味する．*9

(b) 準備として，次の補題を示す．

補題 M を多様体，M̃ を Riemann多様体，π : M̃ → M を沈め込みとする．X, Y ∈ X(M)と垂直ベクト
ル場W ∈ X(M̃)に対して，

W 〈X̃, Ỹ 〉 = 0

である．

補題の証明 (a)の第一の主張とW が垂直であることより，各点 x ∈ M̃ において

(W 〈X̃, Ỹ 〉)|x = W |x(〈X,Y 〉 ◦ π)
= dπ|x(W |x)〈X,Y 〉
= 0

である．これで，主張が示された．

本題に入る．∇̃
X̃
Ỹ の水平成分が ∇̃XY であり，垂直成分が [X̃, Ỹ ]V /2であることを示せばよい．

∇̃
X̃
Ỹ の水平成分が ∇̃XY であることを示す．任意の点 x ∈ M̃ と水平接ベクトル v ∈ Hx に対して

Z ∈ X(M)であって Z̃|x = v を満たすものが存在するから（命題 2.25 (c)，証明は問題 2.5），そのためには，
任意の Z ∈ X(M)に対して

〈∇̃
X̃
Ỹ , Z̃〉 = 〈∇̃XY , Z̃〉 (∗)

をいえばよい．Koszulの公式（系 5.11 (a)）より，(∗)の左辺は

〈∇̃
X̃
Ỹ , Z̃〉 = 1

2
(X̃〈Ỹ , Z̃〉 + Ỹ 〈Z̃, X̃〉 − Z̃〈X̃, Ỹ 〉 − 〈Ỹ , [X̃, Z̃]〉 − 〈Z̃, [Ỹ , X̃]〉 + 〈X̃, [Z̃, Ỹ ]〉) (∗∗)

と書ける．(a)の第一の主張より

(X̃〈Ỹ , Z̃〉)(x) = X̃|x(〈Y, Z〉 ◦ π)

= dπ|x(X̃|x)〈Y, Z〉
= X|π(x)〈Y, Z〉

= (X〈Y, Z〉)(π(x)) (x ∈ M̃)

だから
X̃〈Ỹ , Z̃〉 = (X〈Y, Z〉) ◦ π

*9 証明からわかるように，第二・第三の主張は，M が単に（Riemann計量をもたない）多様体で，π : M̃ → M は単に滑らかな沈
め込みであるとしても成り立つ．
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であり，Ỹ 〈Z̃, X̃〉, Z̃〈X̃, Ỹ 〉についても同様の式が成り立つ．また，Ỹ が水平であること，(a)の第二の主張，
第一の主張を順に用いることで

〈Ỹ , [X̃, Z̃]〉 = 〈Ỹ , [X̃, Z̃]H〉

= 〈Ỹ , [̃X,Z]〉
= 〈Y, [X,Z]〉 ◦ π

が得られ，〈Z̃, [Ỹ , X̃]〉, 〈X̃, [Z̃, Ỹ ]〉についても同様の式が成り立つ．これらを (∗)に代入すると，

〈∇̃
X̃
Ỹ , Z̃〉 = 1

2
(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉 + 〈X, [Z, Y ]〉) ◦ π

となる．一方で，(a)の第一の主張と Koszulの公式（系 5.11 (a)）より，(∗)の右辺は

〈∇̃XY , Z̃〉 = 〈∇XY, Z〉 ◦ π

= 1
2

(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉 + 〈X, [Z, Y ]〉) ◦ π

と書ける．以上 2式より，(∗)が示された．
∇̃
X̃
Ỹ の垂直成分が [X̃, Ỹ ]V /2であることを示す．任意の点 x ∈ M̃ と垂直接ベクトル v ∈ Vx に対して垂

直ベクトル場W ∈ X(M̃)であってW |x = v を満たすものが存在するから（v を値にもつ X(M̃)の元を 1つ
とり，その垂直成分をとればよい），そのためには，任意の垂直ベクトル場W ∈ X(M̃)に対して

〈∇̃
X̃
Ỹ ,W 〉 = 1

2
〈[X,Y ]V ,W 〉 (∗∗∗)

をいえばよい．Koszulの公式（系 5.11 (a)）より，(∗∗∗)の左辺は

〈∇̃
X̃
Ỹ ,W 〉 = 1

2
(X̃〈Ỹ ,W 〉 + Ỹ 〈W, X̃〉 −W 〈X̃, Ỹ 〉 − 〈Ỹ , [X̃,W ]〉 − 〈W, [Ỹ , X̃]〉 + 〈X̃, [W, Ỹ ]〉)

と書ける．W は垂直であり，(a) の第三の主張より [X̃,W ], [W, Ỹ ] も垂直だから，〈Ỹ ,W 〉，〈W, X̃〉，
〈Ỹ , [X̃,W ]〉，〈X̃, [W, Ỹ ]〉 はすべて 0 である．また，上の補題より W 〈X̃, Ỹ 〉 = 0 である．これらを上式
に代入して，

〈∇̃
X̃
Ỹ ,W 〉 = −1

2
〈W, [Ỹ , X̃]〉

= 1
2

〈[X̃, Ỹ ],W 〉

= 1
2

〈[X̃, Ỹ ]V ,W 〉

を得る．これで，(∗∗∗)が示された．

解答 5.7

解答 5.8 (a) Gに与えられた Riemann計量は両側不変だから，命題 3.12より，対応する g上の内積 〈–, –〉
は Ad-不変である．そこで，X, Y , Z ∈ gとすると，〈Ad(expG tX)Y,Ad(expG tY )Z〉は t ∈ Rによらず定
値だから，

0 = d

dt

∣∣∣∣
t=0

〈Ad(expG tX)Y,Ad(expG tY )Z〉

= 〈Ad∗(X)Y, Z〉 + 〈Y,Ad∗(X)Z〉
= 〈ad(X)Y, Z〉 + 〈Y, ad(X)Z〉
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である．これが示すべき式であった．
(b) X, Y を G 上の左不変ベクトル場とする．すると，[X,Y ] も左不変であり，また G に与えられた

Riemann計量は左不変だから ∇XY も左不変である．そこで，∇XY = [X,Y ]を示すためには，G上の任意
の左不変ベクトル場 Z に対して

〈∇XY, Z〉 = 1
2

〈[X,Y ], Z〉

を示せばよい．Koszulの公式（系 5.11 (a)）と (a)より，

〈∇XY, Z〉 = 1
2

(X〈Y, Z〉 + Y 〈Z,X〉 − Z〈X,Y 〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [Y,X]〉 + 〈X, [Z, Y ]〉)

である．ここで，Gに与えられた Riemann計量およびX, Y , Z は左不変だから 〈Y, Z〉, 〈Z,X〉, 〈X,Y 〉はす
べて定値であり，したがって上式の最初の 3項は 0である．また，(a)より 〈Y, [X,Z]〉 = 〈X, [Z, Y ]〉である．
よって，

〈∇XY, Z〉 = −1
2

〈Z, [Y,X]〉 = 1
2

〈[X,Y ], Z〉

である．これが示すべき式であった．
(c) γ : R → Gを Gの 1-径数部分群とし，G上の左不変ベクトル場 X を X|e = γ′(0)（e ∈ Gは単位元）
となるようにとる．γ は X の積分曲線だから

Dtγ
′(t) = ∇γ′(t)X = (∇XX)|γ(t) (t ∈ R)

だが，(b)より∇XX = [X,X]/2 = 0だから上式の最右辺は 0であり，γ は測地線である．測地線の一意性よ
り，eを始点とする Gの測地線の全体と Gの 1-係数部分群の全体とは一致する．また，これより，Riemann
多様体としての eにおける制限指数写像 expe と Lie群としての指数写像 expG とは一致する．

(d) 正の実数の全体 R>0 を，乗法を演算として群とみなす*10．この群は可換であり，s ∈ R>0 による演
算 Ls : R>0 → R>0, t 7→ stについて

L∗
sg = L∗

s(t−2dt⊗2) = (st)−2d(st)⊗2 = t−2dt⊗2 = g

だから，g は両側不変である．
c ∈ Rとすると，写像 γc : R → R>0, t 7→ ect は γ′

c(1) = c (∂/∂t)|1 を満たす R>0 の 1-径数部分群である．
(c)より，R>0 を g によって Riemann多様体とみなすとき，γc は測地線である．よって，この Riemann多
様体 R>0 の 1における制限指数写像は

exp1

(
c
∂

∂t

∣∣∣∣
1

)
= γc(1) = ec

で与えられる．

解答 5.9

解答 5.10 ϕ, ψ : M → M̃ を局所等長同型写像として，

X = {p ∈ M | ϕ(p) = ψ(p)かつ dϕ|p = dψp}

*10 本では記号 R+ を用いているが，本稿では R>0 で表す．
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と置く．ϕ, ψは滑らかだから，X はM の閉集合である．次に，p ∈ X とする．命題 5.20より，expp の定義
域の任意の元 v に対して，dϕ|p(v) = dψp(w)は expϕ(p) = expψ(p) の定義域に属し，

ϕ(expp(v)) = expϕ(p)(dϕ|p(v)) = expψ(p)(dψp(w)) = ψ(expp(w))

が成り立つ．したがって，ϕと ψ は pのまわりで一致し，X は pを内点にもつ．よって，X はM の開集合
である．以上より，X はM の開かつ閉な部分集合だが，M は連結だから，X 6= ∅ならば X = M，すなわ
ち ϕ = ψ である．これで，主張が示された．

解答 5.11 M を Rn, Sn(R), Hn(R)のいずれかとし，それぞれに応じて Gを E(n), O+(n, 1)とする．
(a), (c) U をM の連結開集合とし，1 点 p ∈ U を固定する．G は O(M) に推移的に作用するから（Rn

については明らか，Sn(R) については命題 3.2，Hn(R) については命題 3.9），任意の局所等長同型写像
ϕ : U → M に対して，ある ψ ∈ Gが存在して ϕ(p) = ψ(p)かつ dϕ|p = dψp を満たす．このとき，命題 5.22
（証明は問題 5.10）より ψ|U = ϕである．特に，U = M の場合を考えれば Iso(M) = Gを得る．

(b) M は枠等質だから（Rn については明らか，Sn(R)については命題 3.2，Hn(R)については命題 3.9），
特に等質である（命題 3.1 (b)，証明は問題 3.3）．したがって，ある 1点 p ∈ M に対して

{ϕ ∈ G | ϕ(p) = p} ∼= O(n)

を示せばよい．Rn についてはたとえば p = 0とし，Sn(R), Hn(R)についてはたとえば p = (0, . . . , 0, R)と
すれば，これは容易に確かめられる．

解答 5.12 nに関する帰納法で，dimG ≤ n(n+ 1)/2を示す．以下では，Gの元とそれが定めるM の自己
等長同型写像とをしばしば同一視する．
n = 0の場合，M は 1点だから，Gの作用が効果的であるためには，Gは自明群でなければならない．よっ
て，dimG = 0である．
n ≥ 1とし，n− 1の場合に主張が成り立つとして，nの場合を考える．M は連結であり，特に空でないか
ら，1 点 p0 ∈ M を固定できる．p0 の固定部分群 Gp0 を考える．まず，G/Gp0 は自然に多様体構造をもつ
が [2, Thm. 21.17]，G/Gp0 からM への滑らかな単射 ϕGp0 7→ ϕ(p0)が存在するから，

dimG/Gp0 ≤ dimM = n (∗)

が成り立つ．次に，p0 を中心とする半径 ϵ の測地球面が定義されるように ϵ > 0 をとり，その測地球面を
S = expp(∂Bϵ(0))と置く．S は n− 1次元連結 Riemann多様体である．また，S は p0 からの Riemann距
離が ϵである点の全体だから（系 6.13）*11，任意の ϕ ∈ Gp0 に対して ϕ(S) = S であり，これにより Gp0 は
S に滑らかかつ等長に作用する．この作用が効果的であることを示す．単位元でない ϕ ∈ Gp0 を任意にと
る．G のM への作用が効果的であることより ϕ 6= idM だから，M の連結性および問題 5.10 と合わせて，
dϕ|p 6= idTpM を得る．そこで，単位ベクトル v ∈ TpM を dϕ|p(v) 6= v となるようにとると，

ϕ(expp(ϵv)) = expp(dϕ|p(ϵv)) 6= expp(ϵv)

である．これで，Gp0 の S への作用が効果的であることが示された．したがって，帰納法の仮定より，

dimGp0 ≤ n(n− 1)
2

(∗∗)

*11 これは第 5章の章末問題だから，系 6.13を使わない解答が想定されているのかもしれない．
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が成り立つ．以上の 2式 (∗), (∗∗)より，

dimG = dimG/Gp0 + dimGp0 ≤ n+ n(n− 1)
2

= n(n+ 1)
2

である．これで，帰納法が完成した．

解答 5.13

解答 5.14 (a), (b)ともに，後半の等式は前半の等式を成分表示したものだから，前半の等式だけ示せばよい．
点 p ∈ M を任意にとり，両辺の pにおける値が等しいことを示す．pを中心とする正規座標 (U ;x1, . . . , xn)
を 1つ固定する．

(a) X ∈ X(M)を U 上で X =
∑n
i=1 X

i∂i（Xi ∈ C∞(U)）と表すと，命題 2.46（証明は問題 2.21）と
正規座標の性質 ∂i(

√
det g)(p) = 0（命題 5.24 (e)から従う）より，

(divX)(p) = 1√
det g(p)

n∑
i=1

∂i(Xi
√

det g)(p)

= 1√
det g(p)

n∑
i=1

∂iX
i(p)

√
det g(p) +Xi(p)∂i(

√
det g)(p)

=
n∑
i=1

∂iX
i(p)

である．一方で，正規座標の性質 Γ kji(p) = 0（命題 5.24 (d)）より

∇X|p =
n∑
i=1

∂i|p ⊗ dXi|p +Xi(p)∇∂i|p

=
n∑
i=1

∂i|p ⊗ dXi|p +Xi(p)
n∑

j,k=1

Γ kji ∂k|p ⊗ dxj |p

=
n∑
i=1

∂i|p ⊗ dXi|p

だから，
(tr(∇X))(p) =

n∑
i=1

∂iX
i(p)

である．よって，(divX)(p) = (tr(∇X))(p)が成り立つ．
(b) u ∈ C∞(M)とする．命題 2.46（証明は問題 2.21）と正規座標の性質 ∂ig

ij(p) = 0，∂i(
√

det g)(p) = 0
（命題 5.24 (e)から従う）より，

4u(p)

= 1√
det g(p)

n∑
i,j=1

∂i(gij
√

det g ∂ju)(p)

= 1√
det g(p)

n∑
i,j=1

(∂igij(p)
√

det g(p)∂ju(p) + gij(p)∂i(
√

det g)(p)∂ju(p) + gij(p)
√

det g(p) ∂i∂ju(p))

=
n∑

i,j=1
gij(p)∂i∂ju(p)
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である．一方で，例 4.22と正規座標の性質 Γ kij(p) = 0（命題 5.24 (d)）より

∇2u(p) =
n∑

i,j=1

(
∂j∂iu(p) −

n∑
k=1

Γ kij(p)∂ku(p)

)
dxi|p ⊗ dxj |p

=
n∑

i,j=1
∂j∂iu(p) dxi|p ⊗ dxj |p

だから，
(trg(∇2u))(p) =

n∑
i,j=1

gij(p)∂j∂iu(p)

である．よって，4u(p) = (trg(∇2u))(p)が成り立つ．

解答 5.15

解答 5.16

解答 5.17

解答 5.18 P のM における法指数写像を E : EP → M と書く．V を EP の開集合であって任意の x ∈ P に
対して V ∩NxP が 0 ∈ NxP に関して星形であるものとし，E は V からM の開集合 U への微分同相を与え
るとする．(W0, ψ)を P 上のチャート，(E1, . . . , En−p)を NP に対するW0 上の正規直交枠とし，これに対
応する Fermi座標を (U0, ϕ) = (U0;x1, . . . , xp, v1, . . . , vn−p) = (U0;x1, . . . , xn)とする．

(a) NP の零切断を O と書くと E(O) = P であり，点 q ∈ U0 について E|−1
V (q) ∈ O であるための必要

十分条件は xp+1(q) = · · · = xn(q) = 0だから，

P ∩ U0 = {q ∈ U0 | xp+1(q) = · · · = xn(q) = 0}

である．
(b) q ∈ P ∩U0 とする．Fermi座標の定義より，1 ≤ i ≤ pに対しては ∂i|q ∈ TqP であり，p+ 1 ≤ i ≤ n

に対しては ∂i|q = Ei−p|q ∈ NqP である．よって，

gij(q) = 〈∂i|q, ∂j |q〉 =

{
0 (1 ≤ i ≤ pかつ p+ 1 ≤ j ≤ n)
δij (i, j ≥ p+ 1)

である．
(c) q ∈ P ∩ U0 を初期位置，v =

∑n−p
i=1 v

iEi|q ∈ NqP を初速度とするM 上の測地線は t 7→ expq(tv) =
E(q, tv)であり，これは Fermi座標では t 7→ (x1(q), . . . , xp(q), tv1, . . . , tvn−p)と書かれる．

(d) (c)より，任意の v1, . . . , vn−p ∈ Rに対して，t 7→ (x1(q), . . . , xp(q), tv1, . . . , tvn−p)は測地方程式
n∑

i,j=p+1
Γ kij(ϕ−1(x1(q), . . . , xp(q), tv1, . . . , tvn−p))vi−pvj−p

を満たす．特に，t = 0として
n∑

i,j=p+1
Γ kij(q)vi−pvj−p
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を得る．これが任意の v1, . . . , vn−p ∈ R に対して成り立つから，各 i, j ∈ {p + 1, . . . , n} に対して
Γ kij(p) + Γ kji(p) = 0である．一方で，Levi-Civita接続は対称だから，問題 4.6より Γ kij = Γ kji である．よっ
て，各 i, j ∈ {p+ 1, . . . , n}に対して Γ kij(p) = 0である．

(e) 任意の i, j, k ∈ {p + 1, . . . , n} に対して，Levi-Civita 接続が Riemann 計量と整合することと (b),
(d)より，

∂igjk(p) = (∂i〈∂j , ∂k〉)(p)
= 〈∇∂i

∂j , ∂k〉 + 〈∂j ,∇∂i
∂k〉

= Γ kij(p) + Γ jik(p)
= 0

である．

解答 5.19

解答 5.20

解答 5.21

解答 5.22 Y , Z ∈ X(M)とする．命題 B.9より，

(LXg)(Y, Z) = X〈Y, Z〉 − 〈[X,Y ], Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉 (∗)

である．一方で，Koszulの公式（系 5.11 (a)）より

(∇X)♭(Y, Z) = 〈∇ZX,Y 〉

= 1
2

(Z〈X,Y 〉 +X〈Y, Z〉 − Y 〈Z,X〉 − 〈X, [Z, Y ]〉 − 〈Y, [X,Z]〉 + 〈Z, [Y,X]〉)

であり，Y と Z を入れ替えると

(∇X)♭(Z, Y ) = 1
2

(Y 〈X,Z〉 +X〈Z, Y 〉 − Z〈Y,X〉 − 〈X, [Y, Z]〉 − 〈Z, [X,Y ]〉 + 〈Y, [Z,X]〉)

となるから，辺々足して

(∇X)♭(Y, Z) + (∇X)♭(Z, Y ) = X〈Y, Z〉 − 〈Y, [X,Z]〉 − 〈Z, [X,Y ]〉 (∗∗)

を得る．(∗), (∗∗)より
(LXg)(Y, Z) = (∇X)♭(Y, Z) + (∇X)♭(Z, Y )

であり，これが任意の Y , Z ∈ X(M)に対して成り立つから，X が Killingベクトル場であることと (∇X)♭

が反対称であることとは同値である．

解答 5.23

6 Geodesics and Distance
解答 6.1
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解答 6.2

解答 6.3

解答 6.4

解答 6.5 主張はすべて 1つの連結成分の中で完結するから，連結 Riemann多様体M に対して示せばよい．
M の Riemann計量が定める距離を dと書く．

(a) 点 p ∈ M を固定し，W を pの一様 δ-正規近傍とする（δ > 0）．また，ϵ > 0を十分小さくとって，p
を中心とする半径 3ϵ の測地開球が定義されてW に含まれ，かつ 2ϵ ≤ δ であるようにとる*12．制限指数写
像 expp が与える開球 B3ϵ(0) ⊆ TpM から測地開球 B3ϵ(p)への微分同相写像の逆を ϕと書く．問題中の関数
f : Wϵ → Rについて，(q, v, t) ∈ Wϵ とすると

d(p, expq(tv)) ≤ d(p, q) + d(q, expq(tv)) < ϵ+ 2ϵ = 3ϵ,

すなわち expq(tv) ∈ B3ϵ(p)だから，系 6.12より

f(q, v, t) = d(p, expq(tv))2 = |ϕ(expq(tv))|2

である．よって，f は滑らかである．
(b) q ∈ M を初期位置，v ∈ TqM を初速度とする測地線を γq,v と書く．(a) より，(q, v, t) ∈ Wϵ に対
して，

f(q, v, t) = |ϕ(γq,v(t))|2,
d

dt
f(q, v, t) = 2

〈
ϕ(γq,v(t)),

∂

∂t
ϕ(γq,v(t))

〉
,

d2

dt2
f(q, v, t) = 2

(∣∣∣∣ ∂∂tϕ(γq,v(t))
∣∣∣∣2 +

〈
ϕ(γq,v(t)),

∂2

∂t2
ϕ(γq,v(t))

〉)

= 2
(

|dϕγq,v(t)(γ′
q,v(t))|2 +

〈
ϕ(γq,v(t)),

∂2

∂t2
ϕ(γq,v(t))

〉)
である．特に，q = p，t = 0を代入すると，

∂2f

∂t2
(p, v, 0) = 2

(
|dϕ|p(v)|2 +

〈
ϕ(p), ∂

2

∂t2
ϕ(γp,v(t))

〉)
= 2|v|2

となる（命題 5.19 (d)より dϕ|p = idTpM であることを用いた）．したがって，Wϵ の開集合{
(q, v, t) ∈ Wϵ

∣∣∣∣ ∂2f

∂t2
> 0
}

は，コンパクト集合
{(p, v, 0) | v ∈ TpM , |v| = 1}

を含む．よって，Tube Lemmaより，ϵを小さくとり直せば，Wϵ 上で ∂2f/∂t2 > 0となる．

*12 本には最後の仮定「2ϵ ≤ δ」は書かれていないが，関数 f : Wϵ → Rの定義式に現れる expp(tv)（|v| = 1，|t| < 2ϵ）が定義され
るために必要ではないかと思う．
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(c) q1, q2 ∈ Bϵ(p) とし，γ : [0, a] → M を q1 から q2 への最短測地線分とする．[0, a] 上の関数 t 7→
d(p, γ(t))が t = 0または t = aで最大値をとることを示したい．必要ならば径数をとり直して，γ は単位速
であるとしてよい．このとき，v = γ′(0) ∈ Tq1M は単位ベクトルであり，

a = d(q1, a2) ≥ d(q1, p) + d(p, q2) < 2ϵ

である．したがって，任意の t ∈ [0, a]に対して，(q1, v, t) ∈ Wϵ かつ
d(p, γ(t))2 = d(p, expq1

(tv))2 = f(q1, v, t)

である．ϵのとり方よりWϵ 上で ∂2f/∂t2 > 0だから，tが [0, a]の範囲を動くとき，上式の右辺は t = 0ま
たは t = aで最大値をとる．よって，d(p, γ(t))も t = 0または t = aで最大値をとる．

(d) 2点 q1, q2 ∈ Bϵ(p)を任意にとる．q1, q2 ∈ W かつW は一様 δ-正規近傍だから，q1 を中心とする半
径 δ の測地開球が定義され，q2 ∈ W ⊆ Bδ(q1)となる．したがって，命題 6.11より，q1 から q2 への単位速
最短測地線分 γ : [0, a] → M（a = d(q1, q2)）が一意に存在する．さらに，(c)より

d(p, γ(t)) ≤ max{d(p, q1), d(p, q2)} < ϵ (t ∈ [0, a])

だから，γ の像は Bϵ(p)に含まれる．よって，Bϵ(p)は測地的凸である．

解答 6.6

解答 6.7

解答 6.8

解答 6.9 M の連結成分への分解をM =
∐
i∈IMi とし，各 i ∈ I に対してMi の Riemann 計量が定める

距離を di と書く．解答 2.30 で示したように，各 i ∈ I に対して点 pi ∈ M を固定し，各 i, j ∈ I に対して
cij > 0を 3条件

(i) 任意の i, j ∈ I に対して cij = cji である．
(ii) 任意の i, j, k ∈ I に対して cik ≤ cij + cjk である．
(iii) 任意の i ∈ I に対して ci = infj∈I cij > 0である．

が満たされるようにとると，

d(x, y) =

{
di(x, y) (x, y ∈ Mi)
di(x, pi) + cij + dj(pj , y) (x ∈ Mi，y ∈ Mj，i 6= j)

によって問題 2.30の条件を満たす距離 dが定まる．
各連結成分Mi が測地的完備であるとする．Hopf–Rinowの定理（定理 6.19）より，このとき各距離 di は
完備である．任意の i, j ∈ I に対して cij = 1 とするとき（これは 3 条件 (i), (ii), (iii) を満たす），距離 d

が完備であることを示す．d に関する Cauchy 列 (xm)m∈N を任意にとる．すると，十分大きい m, m′ ∈ N
に対しては d(xm, xm′) < 1 だから，有限個の m を除いて xm はすべてある 1 つの連結成分 Mi に属する．
d|Mi×Mi

= di は完備だから，(xm)m∈N は収束する．よって，dは完備である．
さらに，I が無限集合であるとする．i0, i1, . . . ∈ I をどの 2つも異なるようにとり*13，m, m′ ∈ Nに対し
ては cimim′ = |2−m − 2−m′ |，iまたは j が im の形に書けないときは cij = 1とするとき（これは 3条件 (i),

*13 本の立場では多様体に第二可算性を課しているから I = Nととれるが，ここではそのことは必要ない．
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(ii), (iii)を満たす），距離 dは完備でない．実際，任意のm, m′ ∈ Nに対して

d(pim , pim′ ) = cimim′ = |2−m − 2−m′
|

だから点列 (pim)m∈N は Cauchy列だが，pim が属する連結成分Mim はすべて異なるからこの点列は収束し
ない．

解答 6.10

解答 6.11 (a) p, q ∈ M とする．「pから q への P 上の許容曲線」はすべて「pから q へのM 上の許容曲
線」でもあり，P 上の許容曲線 γ に対して L

ĝ
(γ) = Lg(γ)だから，

d
ĝ
(p, q) = inf{L

ĝ
(γ) | γ は pから q への P 上の許容曲線}

≥ inf{Lg(γ) | γ は pから q へのM 上の許容曲線}
= dg(p, q)

である．
(b) (pi)i∈N を P 上の点列とする．(a)より，(pi)i∈N が (P, d

ĝ
)上の Cauchy列ならば，(pi)i∈N は (M,dg)

上の Cauchy列でもある．一方で，P は位相空間としてM の閉部分空間だから，(pi)i∈N が P 上で収束する
こととM 上で収束することとは同値である．よって，(M,dg)が完備ならば (P, d

ĝ
)も完備である．

(c) 関数 f : R>0 → Rと滑らかな曲線 γ : R>0 → R2 を

f(t) = cos 1
t
, γ(t) = (t, f(t)) (t ∈ R>0)

と定め，M = R2，P = γ(R>0)と置く．すると，P はM の埋め込まれた部分 Riemann多様体だが，P は
M において閉でない．
P が完備であることを示す．そのために，写像 F : P → Rを

F (γ(t)) =
∫ t

1/π

√
1 + f ′(s)2 ds (t ∈ R>0)

と定め，これが P から Rへの等長同型を与えることを示す．F が滑らかであることは明らかである．また，
上式を tに関して微分すると

dFγ(t)(γ′(t)) =
√

1 + f ′(t)2 d

dx
(t ∈ R)

となるが，|γ′(t)| =
√

1 + f ′(t)2 6= 0だから，P の各点における F の微分 dFγ(t) : Tγ(t)P → TF (γ(t))Rは等
長線型同型である．さらに，F (γ(t))は tに関して狭義単調増加であり，

F (γ(t)) =
∫ t

1/π

√
1 + f ′(s)2 ds ≥ t− 1

π
→ ∞ (t → ∞)
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かつ

F

(
γ

(
1
kπ

))
=
∫ 1/kπ

1/π

√
1 + f ′(s)2 ds

= −
k−1∑
j=1

∫ 1/jπ

1/(j+1)π

√
1 + f ′(s)2 ds

≥ −
k−1∑
j=1

∫ 1/jπ

1/(j+1)π
|f ′(s)| ds

= −
k−1∑
j=1

∣∣∣∣f( 1
jπ

)
− f

(
1

(j + 1)π

)∣∣∣∣
= −2(k − 1)
→ −∞ (k → ∞)

だから，F : P → Rは全単射である．以上より，F は P から Rへの等長同型を与える．これで，主張が示さ
れた．

解答 6.12 (a) 点 p ∈ M と単位接ベクトル v ∈ TpM を任意にとり，γ : I → M を γ(0) = pかつ γ′(0) = v

を満たす極大測地線とする．T = sup I < ∞ と仮定する．|γ′(T − δ/2)| = |γ′(0)| = |v| = 1 だから，
σ(0) = γ(T − δ/2)かつ σ′(0) = γ′(T − δ/2)を満たす測地線 σが (−δ, δ)上で定義されるが，測地線の一意性
より，両辺が定義される範囲で γ(t) = σ(t−(T −δ/2))である．そこで，曲線 γ̃ : I∪(T −3δ/2, T +δ/2) → M

を
γ̃(t) =

{
γ(t) (t ∈ I)
σ(t− (T − δ/2)) (t ∈ (T − 3δ/2, T + δ/2))

と定めると，γ̃ は γ̃(0) = pかつ γ̃′(0) = v を満たす測地線である．ところが，これは γ が極大測地線である
ことに反する．よって，背理法より，sup I = ∞である．同様に，inf I = −∞である．任意の点 p ∈ M と
単位接ベクトル v ∈ TpM に対してこれがいえるから，M は完備である．

(b) M の単射半径が正（正の無限大を含む）ならば，(a)の仮定は満たされるから，M は完備である．
(c) M が等質ならば，M の 1点における単射半径は点によらず等しいから，M の単射半径は正（正の無
限大を含む）となる．よって，(b)より，M は完備である．

(d) ϕ ∈ C∞(R)を

• R上で常に ϕ > 0，かつ
• 任意の k ∈ N>0 に対して，k ∈ Rのある近傍上で ϕ = 1/k

となるようにとり，
M = {(x, y, z) ∈ R3 | y2 + z2 = ϕ(x)2}

と定める．すると，M は R3 の埋め込まれた連結閉部分 Riemann 多様体である．R3 は完備だから，問
題 6.11 (b)より，M も完備である．
M の単射半径が 0であることを示す．各 k ∈ N>0 に対して，写像 γk : R → M を

γk(t) =
(
k,

cos kt
k

,
sin kt
k

)
(t ∈ R)
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と定める．すると，γk(0) = (k, 1/k, 0)かつ |γ′
k(0)| = |(0, 0, 1)| = 1である．また，任意の t ∈ Rに対して

γ′′(t) = (0,−k2 cos kt, k2 sin kt)

は
Tγ(t)M = R

∂

∂x

∣∣∣∣
γ(t)

⊕ R

(
(− sin t) ∂

∂y

∣∣∣∣
γ(t)

+ (cos t) ∂
∂z

∣∣∣∣
γ(t)

)

に対して直交するから，系 5.2より γk は測地線である．これらのことと γk(0) = γk(2π/k)より，制限指数
写像 exp(k,1/k,0) は閉球 B2π/k(0) ⊆ T(k,1/k,0)M 上で単射でないから，M の (k, 1/k, 0)における単射半径は
2π/k 未満である．これが任意の k ∈ N>0 に対して成り立つから，M の単射半径は 0である．これで，主張
が示された．

解答 6.13 系 3.15 より，G 上には両側不変な Riemann 計量が存在する．これによって G を Riemann 多
様体とみなすとき，問題 5.8より，Gの Lie群としての指数写像 expG は，Riemann多様体としての単位元
e ∈ Gにおける制限指数写像 expe に一致する．いま Gはコンパクト（特に完備）かつ連結だから，系 6.21
より，Gの任意の点は eと測地線分によって結べる．すなわち，expe は全射である．よって，expG も全射で
ある．

解答 6.14 M の Riemann計量が定める距離を dと書く．
(a) M のコンパクト集合が有界閉であることは，距離空間の一般論であり，M の完備性とは関係なく成り
立つ．M が完備であるとして，M の有界閉集合がコンパクトであることを示す．K をM の有界閉集合とし
て，1点 p ∈ M を固定する．K は有界だから，R = supq∈K d(p, q) < ∞である．このことと系 6.21より，
任意の q ∈ K に対して，pから qへの長さ R以下の測地線分が存在する．すなわち，K ⊆ expp(BR(0))であ
る．expp(BR(0))はコンパクト集合の連続像だからコンパクトであり，K はその閉集合だから，K はコンパ
クトである．よって，M の有界閉集合はコンパクトである．
逆に，M の有界閉集合がコンパクトであるとする．(pi)i∈NをM 上のCauchy列とすると，K = {pi | i ∈ N}
は有界閉集合だから，仮定よりコンパクトである．(pi)i∈N はK 上の Cauchy列でもあるから，K 上収束し，
特にM 上収束する．よって，M は完備である．

(b) M がコンパクトならば完備かつ有界であることは，距離空間の一般論である．逆に，M が完備かつ
有界であるとすると，(a)よりM はコンパクトである．

解答 6.15

解答 6.16

解答 6.17

解答 6.18 M を Riemann多様体とし*14，M の Riemann計量が定める距離を dと書く．
まず，M が連結かつ等方的であるとして，M が 2 点等質であることを示す．p1, p2, q1, q2 ∈ M が

d(p1, p2) = d(q1, q2) = aを満たすとする．M は連結かつ等方的だから特に Riemann対称空間であり，した

*14 本では連結 Riemann多様体に対してのみ k 点等質性を定義しているが，この定義は自然に一般の Riemann多様体に対して拡張
される．
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がって問題 6.19より等質である*15．よって，p1 を q1 に移す ϕ ∈ Iso(M)がとれる．p′
2 = ϕ(p2)と置くと，

d(q1, p
′
2) = d(ϕ(p1), ϕ(p2)) = d(p1, p2) = a

である．M の等質性と問題 6.12 (c) より M は完備だから，系 6.21 より，q1 から p′
2 への単位速最短測

地線 γ : [0, a] → M と，q1 から q2 への単位速最短測地線 σ : [0, a] → M がとれる．M は等方的だから
ψ ∈ Isoq1(M) を dψq1(γ′(0)) = σ′(0) となるようにとれるが，この ψ は測地線 γ を測地線 σ に移すから，
特に

ψ(p′
2) = ψ(γ(a)) = σ(a) = q2

である．以上で構成した ϕ, ψ について，ψ ◦ ϕはM の自己等長同型写像であり，

(ψ ◦ ϕ)(p1) = ψ(q1) = q1, (ψ ◦ ϕ)(p2) = ψ(p′
2) = q2

を満たす．よって，M は 2点等質である．
次に，M が 2 点等質であるとして，M が等方的であることを示す*16．点 p ∈ M と単位接ベクトル v,

v′ ∈ TpM を任意にとる．pを中心とする半径 ϵの測地閉球が定義されるように ϵ > 0をとり，q = expp(ϵv)，
q′ = expp(ϵv′)と置く．すると，系 6.12より d(p, q) = d(p, q′) = ϵだから，M の 2点等質性より，ϕ ∈ Iso(M)
を ϕ(p) = pかつ ϕ(q) = q′ となるようにとれる．この ϕについて

expp(ϵ dϕ|p(v)) = ϕ(expp(ϵv)) = ϕ(q) = q′ = expp(ϵv′)

だが，expp は閉球 Bϵ(0) ⊆ TpM 上で単射だから，これより dϕ|p(v) = v′ である．よって，M は等方的で
ある．

解答 6.19 M を Riemann対称空間とする．まず，任意の点 p ∈ M と制限指数写像 expp の像に属する点 q

に対して，ϕ(p) = q を満たす ϕ ∈ Iso(M)が存在することを示す．v ∈ TpM が制限指数写像 expp の定義域
に属するとして，q = expp(v)と置き，測地線 γ : [0, 1] → M を

γ(t) = expp(tv) (t ∈ [0, 1])

と定義する．M の γ(1/2)における点鏡映 ϕ ∈ Iso(M)をとる．すると，ϕ ◦ γ は (ϕ ◦ γ)(1/2) = γ(1/2)かつ
(ϕ ◦ γ)′(1/2) = −γ′(1/2)を満たす測地線だから，測地線の一意性より，(ϕ ◦ γ)(t) = γ(1 − t)である．特に，

ϕ(p) = ϕ(γ(0)) = γ(1) = q

が成り立つ．これで，主張が示された．
次に，M が等質であることを示す．M は Riemann対称空間だから連結であり，特に空でない．そこで，1

点 p0 ∈ M を固定して

X = {p ∈ M | ある ϕ ∈ Iso(M)が存在して ϕ(p0) = p}

と置くと，前段の結果より，X とM \X はともにM の開集合である．p0 ∈ X より X は空でないから，M
の連結性より X = M である．すなわち，M は等質である．

*15 順番が前後するが，解答 6.19では問題 6.18の結果は使っていないから，問題はない．
*16 以下の証明からわかるように，この含意については，M の連結性は不要であり，また 2点等質性よりも弱く「点 p, q, q′ ∈ M が

d(p, q) = q(p, q′) を満たすならば，ある ϕ ∈ Iso(M) であって ϕ(p) = p かつ ϕ(q) = q′ を満たすものが存在する」と仮定する
だけでも十分である．
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解答 6.20

解答 6.21 M を完備かつ連結な多様体とし，1 点 p ∈ M を固定する．p を始点とする射線（ray）が存在
しないとすると，任意の単位ベクトル v ∈ TpM に対して切断時刻 tcut(p, v) は有限である．単位ベクトル
v ∈ TpM に対して tcut(p, v)を与える関数は連続だから（定理 10.33）*17，いまの状況ではこの関数は有界で
ある．したがって，pの単射領域の閉包

ID(p) = {0} ∪
{
v ∈ TpM \ {0}

∣∣∣∣ |v| ≤ tcut

(
p,

v

|v|

)}
はコンパクトである．よって，M = expp(ID(p))（定理 10.34 (b)）もコンパクトである．対偶をとれば，示
すべき主張を得る．

解答 6.22

解答 6.23 (a) Γ : J × [a, b] → M（J は 0を含む開区間）を γ の変分とし，その変分場を V とする．Γ に
対する [a, b]の許容分割 (a0, . . . , ak)をとる．各 0 ≤ i < k に対して，

E(Γ (s, –)|[ai,ai+1]) = 1
2

∫ ai+1

ai

|∂tΓ |2 dt

は積分記号下で微分できて
d

ds
E(Γ (s, –)|[ai,ai+1]) = 1

2

∫ ai+1

ai

d

ds
|∂tΓ |2 dt

=
∫ ai+1

ai

〈Ds∂tΓ, ∂tΓ 〉 dt

=
∫ ai+1

ai

〈Dt∂sΓ, ∂tΓ 〉 dt

となり（最後の等号で補題 6.2を用いた），したがって特に
d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(Γ (s, –)|[ai,ai+1]) =
∫ ai+1

ai

〈DtV, γ
′〉 dt

=
∫ ai+1

ai

(
d

dt
〈V, γ′〉 − 〈V,Dtγ

′〉
)
dt

= 〈V (ai+1), γ′(a−
i+1)〉 − 〈V (ai), γ′(a+

i )〉 −
∫ ai+1

ai

〈V,Dtγ
′〉 dt

である．よって，1 ≤ i ≤ k − 1に対して∆iγ
′ = γ′(a+

i ) − γ′(a−
i )と置くと，

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(Γ (s, –)) = −
∫ b

a

〈V,Dtγ
′〉 dt−

k−1∑
i=1

〈V (ai),∆iγ
′〉 + 〈V (b), γ′(b)〉 − 〈V (a), γ′(a)〉

が成り立つ．特に，Γ が固有変分ならば

d

ds

∣∣∣∣
s=0

E(Γ (s, –)) = −
∫ b

a

〈V,Dtγ
′〉 dt−

k−1∑
i=1

〈V (ai),∆iγ
′〉 (∗)

*17 これは第 6章の章末問題だから，定理 10.33を使わない解答が想定されているのかもしれない．なお，証明の以下の部分で用いて
いる定理 10.34 (b)は，完備かつ連結な Riemann多様体M の任意の 2点が最短測地線で結べること（系 6.21）からただちに従
う．
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である．
以上のことと補題 6.1より，γ が固有変分に関して E の臨界点であるための必要十分条件は，γ に沿った任
意の区分的に滑らかな固有ベクトル場 V に対して (∗)の右辺が 0であることである．定理 6.4の証明で見た
ように，これは γ が測地線であることと同値である．

(b) 準備として，次の補題を示す．

補題 Riemann多様体M 上の許容曲線 σ : [a, b] → M に対して

L(σ)2 ≤ 2(b− a)E(σ)

であり，等号成立条件は σ が定速であることである．

補題の証明 Cauchy–Schwarzの不等式より

L(σ)2 =

(∫ b

a

|σ′(t)| dt

)2

≤

(∫ b

a

dt

)(∫ b

a

|σ′(t)|2 dt

)
≤ 2(b− a)E(σ)

であり，等号成立条件は |σ′|が定数であること，すなわち σ が定速であることである．

本題に入る．許容曲線 γ : [a, b] → M がエネルギーを最小にするとする．(a)より，γ は定速である．許容
曲線 σ : [a, b] → M を任意にとる．σの径数付けをとりかえて定速にしたものを σ0 : [a, b] → M とすると，上
の補題より

L(γ)2 = 2(b− a)E(γ) ≤ 2(b− a)E(σ0) = L(σ0)2 = L(σ)2

である．よって，γ は最短である．
(c) γ がエネルギーを最小にするならば，(a)より γ は定速である．逆に，γ が最短かつ定速ならば，上の
補題より γ はエネルギーを最小にする．

解答 6.24 X ∈ X(M)を Killingベクトル場とする．
(a) γ : I → M を 1点でない区間上で定義された測地線とすると

d

dt
〈X|γ(t), γ

′(t)〉 = 〈DtX|γ(t), γ
′(t)〉 + 〈X|γ(t), Dtγ

′(t)〉

= 〈∇γ′(t)X, γ
′(t)〉

= (∇X)♭(γ′(t), γ′(t)) (t ∈ I)

だが，問題 5.22より (∇X)♭ は反対称だから，上式の最右辺は 0である．よって，〈X|γ(t), γ
′(t)〉は tによら

ず定値である．特に，ある t ∈ I に対して X|γ(t) ⊥ γ′(t)ならば，これはすべての t ∈ I に対して成り立つ．
(b) X|p = 0 であるとして，p を中心とする半径 ϵ > 0 の測地球面 ∂Bϵ(p) が定義されるとする．
点 q ∈ ∂Bϵ(p) を任意にとり，単位接ベクトル v ∈ TpM を用いて q = expp(tv) と表す．X は測地線
t 7→ expp(tv)と t = 0において直交するから，(a)より t = ϵにおいても直交する．すなわち，X|q ⊥ ∂r|q で
ある（∂r は動径ベクトル場を表す）．Gauss の補題（定理 6.9）より，これは X|q ∈ Tq∂Bϵ(p) を意味する．
よって，X は ∂Bϵ(p)に接する．
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(c) M が奇数次元であるとする．X が孤立零点 p ∈ M をもつとすると，ϵ > 0を十分小さくとって，pを
中心とする半径 ϵ の測地球面 ∂Bϵ(p) が定義され，かつ X がその上に零点をもたないようにできる．(b) よ
り，このとき ∂Bϵ(p)上の零点をもたない滑らかなベクトル場が得られる．ところが，∂Bϵ(p)は偶数次元の
球面に微分同相だから，つむじの定理 [1, Thm. 13.32] よりこれは不可能である．よって，背理法より，X は
孤立零点をもたない．

解答 6.25 p ∈ M とする．(grad f)|p 6= 0より微分 df |p : TpM → Rは 0でないから全射であり，したがっ
て (Ker df |p)⊥ は 1次元である．任意の v ∈ Ker df |p に対して

〈(grad f)|p, v〉 = df |p(v) = 0

だから，(grad f)|p ∈ (Ker df |p)⊥ である．また，|(grad f)|p| = 1かつ

df |p((grad f)|p) = 〈(grad f)|p, (grad f)|p〉 = 1

である．よって，df |p は (Ker df |p)⊥ から Rへの線型同型を与える．これで，f が Riemann沈め込みである
ことが示された．

解答 6.26 M の Riemann計量が定める距離を dと書く．
(a) S をM の空でない開集合とし*18，p ∈ M \ S とする．距離空間の一般論より，d(p, q) = d(p, S)を満
たす q ∈ S が存在し，系 6.21より，pから q への最短測地線 γ が存在する．この γ が条件を満たす．

(b) S がM の埋め込まれた閉部分多様体であるとし，γ : [a, b] → M（a < b）を pから q ∈ S への測地
線分であって L(γ) = d(p, q)を満たすものとする．q の一様 δ-正規近傍W をとり（補題 6.14），a0 ∈ [a, b)
を b に十分近くとって γ([a0, b]) ⊆ W となるようにする．p0 = γ(a0) と置くと，p0 を中心とする半径 δ の
測地開球 U が定義され，γ([a0, b]) ⊆ U となる．U 上の動径距離関数を r : U → R≥0，動径ベクトル場を
∂r ∈ X(U \ {p0})と書く．すると，

d(p, q) = d(p, p0) + d(p0, q) = d(p, p0) + r(q)

であり，任意の q′ ∈ S ∩ U に対して

d(p, q) ≤ d(p, q′)
≤ d(p, p0) + d(p0, q

′)
= d(p, p0) + r(q′)

だから，r|S∩U は点 q において最小値をとる．したがって，任意の v ∈ TqS に対して

0 = drq(v) = 〈(grad f)|q, v〉

だが，系 6.10と γ が測地線であることより

(grad f)|q = ∂r|q = γ′(b)

だから，γ′(b)は S に対して直交する．これで，主張が示された．
(c) M = R，S = R>0 とすると，d(−1, S) = 1だが，任意の x ∈ S に対して d(−1, x) = x+ 1 > 1だか
ら，−1から S の点への長さ 1の測地線は存在しない．

*18 「S が空でない」という条件は，本には書かれていないが，明らかに必要である．
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解答 6.27 準備として，次の補題を示す．

補題 M を Riemann多様体，f : M → Rを滑らかな局所距離関数，γ : I → M を 1点でない区間上で定義
された単位速測地線とする．ある t0 ∈ I が存在して γ′(t0) = (grad f)|γ(t0) となるならば，γ は grad f の積
分曲線である．

補題の証明 I の部分集合 X を
X = {t ∈ I | γ′(t) = (grad f)|γ(t)}

と定める．γ と f は滑らかだから X は I の閉集合であり，仮定より X は空でない．X が I の開集合である
ことを示す．t0 ∈ X，すなわち γ′(t0) = (grad f)|γ(t0) とする．t0 を含む開区間上で定義された grad f の積
分曲線 σ : J → M であって σ(t0) = γ(t0)を満たすものがとれる．この σ は，命題 6.32より測地線であり，
かつ

σ′(t0) = (grad f)|σ(t0) = (grad f)|γ(t0) = γ′(t0)

を満たす．したがって，測地線の一意性より I ∩ J 上で γ = σ となるから，I ∩ J ⊆ X である．よって，X
は I の開集合である．以上より，X は I の空でない開かつ閉な部分集合だから，I の連結性より X = I であ
る．すなわち，γ は grad f の積分曲線である．これで，主張が示された．

本題に入る．M を完備かつ連結な Riemann多様体，S をM の閉集合とする．また，f : M → R≥0 は連
続関数であり*19，f−1({0}) = S を満たし，M \ S 上で滑らかかつ |grad f | = 1であるとする．
まず，S が空でないことを示す．S が空であるとすると，f はM 上の局所距離関数である．そこで，1点

p ∈ M を固定して，γ を γ(0) = pかつ γ′(0) = (grad f)|p を満たす測地線とすると，M の完備性より γ は R
上で定義され，上の補題より γ は grad f の積分曲線である．したがって

d

dt
f(γ(t)) = df |γ(t)(γ′(t)) = 〈(grad f)|γ(t), (grad f)|γ(t)〉 = 1

だから，a ∈ {±1}と b ∈ Rを用いて

f(γ(t)) = at+ b (t ∈ R)

と書ける．ところが，これは f−1({0}) = S = ∅に反する．よって，背理法より，S は空でない．
次に，M の Riemann計量が定める距離を dと書き，M 上で f = d(–, S)であることを示す．定理 6.34で

U = M とした場合を考える．その証明では，各点 p ∈ S に対して ϵp, δp > 0を，pを中心とする半径 ϵp の測
地開球が定義されかつ一様 δp-正規近傍となるようにとり，このとき

U0 =
⋃
p∈S

{q ∈ M | d(p, q) < ϵp}

上で f = d(–, S)であることを示している．ところが，証明の第 2段以降で使われている ϵp の性質は，「pと
の Riemann距離が ϵp 以下の任意の点 q に対して，制限指数写像 expq は Bϵp

(0)上で定義されている」とい
うことのみである．したがって，M が完備ならば，ϵp > 0 をどのようにとっても，上式で定まる U0 上で
f = d(–, S)となる．M は連結で S は空でないから，これより，M 上で f = d(–, S)が成り立つ．

*19 本には「f : M → R」と書かれており，「f ≥ 0」という条件は書かれていないが，この条件は明らかに必要である．
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解答 6.28 M の Riemann計量が定める距離を dと書く．
(a) m → ∞のとき，

d(ϕm(p0), q0) ≤ d(ϕm(p0), ϕm(pm)) + d(ϕm(pm), q0)
≤ d(p0, pm) + d(ϕm(pm), q0)
→ 0

だから，ϕm(p0) → q0 である．
(b) 1 ≤ i ≤ nを固定する．(a)よりm → ∞のとき ϕm(p0) → q0 であり，各 dϕm|p0(bi) ∈ Tϕm(p0)M は
単位接ベクトルだから，{dϕm|p0(bi) | m ∈ N}は接束 TM において相対コンパクトである．したがって，あ
る部分列 (ϕmj )j∈N が存在し，(dϕm|p0(bi))m∈N は TM において収束して，極限 b′

i = limj→∞ dϕmj |p0(bi)は
点 q0 における単位接ベクトルになる．この操作を繰り返すことで，1 ≤ i ≤ nに対してこれが成り立つとし
てよい．このとき，1 ≤ i, i′ ≤ nに対して

〈b′
i, b

′
i′〉 = lim

j→∞
〈dϕmj

|p0(bi), dϕmj
|p0(bi′)〉 = 〈bi, bi′〉 = δii′

だから，(b′
1, . . . , b

′
n)は Tq0M の正規直交基底である．そこで，等長線型同型 A : Tp0M → Tq0M を

Abi = b′
i (1 ≤ i ≤ n)

によって定めると，各 1 ≤ i ≤ nに対して

ϕmj
(pi) = ϕmj

(expp0
(ϵbi))

= expϕmj
(p0)(ϵdϕmj

|p0(bi))

→ expq0
(ϵb′

i)
= expq0

(ϵAbi) (j → ∞)

が成り立つ（第二の等号は命題 5.20から，極限移行の部分は (a)と b′
i の定義から従う）．これで，主張が示さ

れた．
(c) v =

∑n
i=1 v

ibi ∈ Tp0M（vi ∈ R）とする．j → ∞のとき，(b)における等長線型同型 A : Tp0M →
Tq0M の定義より

dϕmj
|p0(v) =

n∑
i=1

vidϕmj
|p0(bi) →

n∑
i=1

vib′
i = Av

だから，(a)と合わせて

ϕmj
(expp0

(v)) = expϕmj
(p0)(dϕmj

|p0(v)) → expq0
(Av)

を得る．M が完備かつ連結であることより制限指数写像 expp0
: Tp0M → M，expq0

: Tq0M → M は全射だ
から（系 6.21），上式より，写像 ϕ : M → M を

ϕ(p) = lim
j→∞

ϕmj (p) (p ∈ M)

と定義でき，これは全射になる．さらに，任意の p, q ∈ M に対して

d(ϕ(p), ϕ(q)) = lim
j→∞

d(ϕmj
(p), ϕmj

(q)) = d(p, q)

である．よって，問題 6.7より，ϕ ∈ Iso(M)である．
(d)
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解答 6.29

解答 6.30

解答 6.31

7 Curvature
解答 7.1 f ∈ C∞(M)と X, Y , Z ∈ X(M)に対して

R(X,Y )(fZ) = ∇X∇Y (fZ) − ∇Y ∇X(fZ) − ∇[X,Y ](fZ)
= ∇X((Y f)Z + f∇Y Z) − ∇Y ((Xf)Z + f∇XZ) − [X,Y ]f − f∇[X,Y ]Z

= (XY f)Z + (Y f)∇XZ + (Xf)∇Y Z + f∇X∇Y Z

− (Y Xf)Z − (Xf)∇Y Z − (Y f)∇XZ − f∇Y ∇XZ − [X,Y ]f − f∇[X,Y ]Z

= f∇X∇Y Z − f∇Y ∇XZ − f∇[X,Y ]Z

= fR(X,Y )Z

だから，R(X,Y )Z は Z に関して C∞(M)-線型である．

解答 7.2 n = dimM と置く．i, j, k ∈ {1, . . . , n}に対して

R(∂i, ∂j)∂k = ∇∂i
∇∂j

∂k − ∇∂j
∇∂i

∂k − ∇[∂i,∂j ]∂k

= ∇∂i

(
n∑

m=1
Γmjk∂m

)
− ∇∂j

(
n∑

m=1
Γmik ∂m

)

=
n∑

m=1
((∂iΓmjk)∂m + Γmjk∇∂i

∂m − (∂jΓmik )∂m − Γmik∇∂i
∂m)

=
n∑

m=1

(
(∂iΓmjk)∂m + Γmjk

n∑
l=1

Γ lim∂l − (∂jΓmik )∂m − Γmik

n∑
l=1

Γ ljm∂l

)

=
n∑
l=1

(
∂iΓ

l
jk − ∂jΓ

l
ik +

n∑
m=1

(ΓmjkΓ lim − Γmik Γ
l
jm)

)
∂l

だから，i, j, k, l ∈ {1, . . . , n}に対して

R l
ijk = ∂iΓ

l
jk − ∂jΓ

l
ik +

n∑
m=1

(ΓmjkΓ lim − Γmik Γ
l
jm)

である．

解答 7.3 M を局所対称空間とする．任意の点 p ∈ M に対して，p の開近傍 U と U の p における点鏡映
ϕ : U → U がとれる．この ϕ について，dϕ|p = −idTpM であり，また ϕ は等長同型だから ϕ∗(∇Rm|U ) =
∇Rm|U である．したがって，任意の x, y, z, v, w ∈ TpM に対して

(∇Rm)(x, y, z, v, w) = (∇Rm)(−x,−y,−z,−v,−w) = −(∇Rm)(x, y, z, v, w),

すなわち (∇Rm)(x, y, z, v, w) = 0である．よって，∇Rm = 0である．
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解答 7.4 命題 7.4（証明は問題 7.2）より

Rmijkl =
n∑

m=1
glmR

m
ijk =

n∑
m=1

glm

(
∂iΓ

m
jk − ∂jΓ

m
ik +

n∑
µ=1

(ΓµjkΓ
m
iµ − ΓµikΓ

m
jµ)

)

であり，正規座標の性質（命題 5.24 (d)）より Γ kij(p) = 0だから，

Rmijkl(p) =
n∑

m=1
glm(p)(∂iΓmjk(p) − ∂jΓ

m
ik (p)) (∗)

である．また，系 5.11より
Γmjk = 1

2

n∑
µ=1

gmµ(∂jgkµ + ∂kgjµ − ∂µgjk)

だから

∂iΓ
m
jk = 1

2

n∑
µ=1

(∂igmµ(∂jgkµ + ∂kgjµ − ∂µgjk) + gmµ(∂i∂jgkµ + ∂i∂kgjµ − ∂i∂µgjk))

であり，正規座標の性質（命題 5.24 (e)）より ∂ig
mµ(p) = 0だから，

∂iΓ
m
jk(p) = 1

2

n∑
µ=1

gmµ(p)(∂i∂jgkµ(p) + ∂i∂kgjµ(p) − ∂i∂µgjk(p))

である．上式から上式で iと j を入れ替えたものを辺々引くと，

∂iΓ
m
jk(p) − ∂jΓ

m
ik (p) = 1

2

n∑
µ=1

gmµ(p)(∂i∂kgjµ(p) − ∂j∂kgiµ(p) − ∂i∂µgjk(p) + ∂j∂µgik(p)) (∗∗)

となる．(∗∗)を (∗)に代入して，

Rmijkl(p) = 1
2

n∑
m,µ=1

glm(p)gmµ(p)(∂i∂kgjµ(p) − ∂j∂kgiµ(p) − ∂i∂µgjk(p) + ∂j∂µgik(p))

= 1
2

n∑
µ=1

δµl (∂i∂kgjµ(p) − ∂j∂kgiµ(p) − ∂i∂µgjk(p) + ∂j∂µgik(p))

= 1
2

(∂i∂kgjl(p) − ∂j∂kgil(p) − ∂i∂lgjk(p) + ∂j∂lgik(p))

を得る．これが示すべきことであった．
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解答 7.5 各 k, l, i ∈ {1, . . . , n}に対して，R(Ek, El)Ei を接続 1-形式（問題 4.14）を用いて展開すると，

R(Ek, El)Ei
= ∇Ek

∇El
Ei − ∇El

∇Ek
Ei − ∇[Ek,El]Ei

=
∑
j′

∇Ek
(ω j′

i (El)Ej′) −
∑
j′

∇El
(ω j′

i (Ek)Ej′) −
∑
j

ω j
i ([Ek, El])Ej

=
∑
j′

(ω j′

i (El)∇Ek
Ej′ + Ek(ω j′

i (El))Ej′) −
∑
j′

(ω j′

i (Ek)∇El
Ej′ + El(ω j′

i (Ek))Ej′)

−
∑
j

ω j
i ([Ek, El])Ej

=
∑
j′

ω j′

i (El)
∑
j

ω j
j′ (Ek)Ej + Ek(ω j′

i (El))Ej′


−
∑
j′

ω j′

i (Ek)
∑
j

ω j
j′ (El)Ej + El(ω j′

i (Ek))Ej′


−
∑
j

ω j
i ([Ek, El])Ej

=
∑
j

∑
j′

(ω j′

i (El)ω j
j′ (Ek) − ω j′

i (Ek)ω j
j′ (El)) + Ek(ω j

i (El)) − El(ω j
i (Ek)) − ω j

i ([Ek, El])

Ej
=
∑
j

−
∑
j′

(ω j′

i ∧ ω j
j′ )(Ek, El) + dω j

i (Ek, El)

Ej
となる．よって，曲率 2-形式 Ω j

i は任意の k, l ∈ {1, . . . , n}に対して

Ω j
i (Ek, El) = dω j

i (Ek, El) −
∑
j′

(ω j′

i ∧ ω j
j′ )(Ek, El)

を満たし，したがって
Ω j
i = dω j

i −
∑
j′

ω j′

i ∧ ω j
j′

である．

解答 7.6

解答 7.7

解答 7.8
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解答 7.9 (e) V の基底を 1つ固定する．T ∈ R(V ∗)，h ∈ Σ2(V ∗)と V 上のスカラー積 g に対して，

〈T, h ∧ g〉g =
∑

i,i′,j,j′,k,k′,l,l′

gii
′
gjj

′
gkk

′
gll

′
Ti′j′k′l′(h ∧ g)ijkl

=
∑

i,i′,j,j′,k,k′,l,l′

gii
′
gjj

′
gkk

′
gll

′
Ti′j′k′l′(hilgjk + hjkgil − hikgjl − hjlgik)

=
∑

i,i′,j′,k,k′,l,l′

gii
′
δj

′

k g
kk′
gll

′
Ti′j′k′l′hil +

∑
i′,j,j′,k,k′,l,l′

δi
′

l g
jj′
gkk

′
gll

′
Ti′j′k′l′hjk

−
∑

i,i′,j′,k,k′,l,l′

gii
′
δj

′

l g
kk′
gll

′
Ti′j′k′l′hik −

∑
i′,j,j′,k,k′,l,l′

δi
′

k g
jj′
gkk

′
gll

′
Ti′j′k′l′hjl

=
∑

i,i′,k,k′,l,l′

gii
′
gkk

′
gll

′
Ti′kk′l′hil +

∑
j,j′,k,k′,l,l′

gjj
′
gkk

′
gll

′
Tlj′k′l′hjk

−
∑

i,i′,k,k′,l,l′

gii
′
gkk

′
gll

′
Ti′lk′l′hik −

∑
j,j′,k,k′,l,l′

gjj
′
gkk

′
gll

′
Tkj′k′l′hjl

=
∑

i,i′,k,k′,l,l′

gii
′
gkk

′
gll

′
Tk′l′i′khil +

∑
j,j′,k,k′,l,l′

gjj
′
gkk

′
gll

′
Tlj′k′l′hjk

+
∑

i,i′,k,k′,l,l′

gii
′
gkk

′
gll

′
Tli′k′l′hik +

∑
j,j′,k,k′,l,l′

gjj
′
gkk

′
gll

′
Tkj′l′k′hjl

=
∑
i,i′,l,l′

gii
′
gll

′
(trg T )l′i′hil +

∑
j,j′,k,k′

gjj
′
gkk

′
(trg T )j′k′hjk

+
∑

i,i′,k,k′

gii
′
gkk

′
(trg T )i′k′hik +

∑
j,j′,l,l′

gjj
′
gll

′
(trg T )j′l′hjl

= 4〈trg T, h〉g

である．
(f) 補題 7.22 (a)より，h ∈ Σ2(V ∗)と V 上のスカラー積 g に対して，h ∧ g ∈ R(V ∗)である．そこで，

(e)で T = h ∧ g と置き，さらに trg(h ∧ g) = (n− 2)h+ (trg h)g（補題 7.22 (c)）を用いれば，

〈h ∧ g, h ∧ g〉g = 4〈trg(h ∧ g), h〉g
= 4(n− 2)〈h, h〉g + 4(trg h)〈g, h〉g
= 4(n− 2)〈h, h〉g + 4(trg h)2

を得る．特に，g が正定値ならば，

|h ∧ g|2g = 4(n− 2)|h|2g + 4(trg h)2

である．

解答 7.10

解答 7.11

解答 7.12

解答 7.13 問題 5.8 (b)で示したように，G上の左不変ベクトル場 X, Y に対して

∇XY = 1
2

[X,Y ]
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である．このことと Jacobi恒等式より，G上の左不変ベクトル場 X, Y , Z に対して

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z − ∇Y ∇XZ − ∇[X,Y ]Z

= 1
4

[X, [Y, Z]] − 1
4

[Y, [X,Z]] − 1
2

[[X,Y ], Z]

= −1
4

[Z, [X,Y ]] + 1
2

[Z, [X,Y ]]

= 1
4

[Z, [X,Y ]]

が成り立つ．

解答 7.14 準備として，次の補題を示す．

補題 M を多様体，M̃ を Riemann多様体，π : M̃ → M を滑らかな沈め込みとする．X, Y ∈ X(M)と垂
直ベクトル場 A ∈ X(M̃)に対して，次が成り立つ．

(a) 〈∇̃
X̃
A, Ỹ 〉 = −〈A, [X̃, Ỹ ]V 〉/2．

(b) 〈∇̃AX̃, Ỹ 〉 = −〈A, [X̃, Ỹ ]V 〉/2．

補題の証明 (a) Koszulの公式（系 5.11 (a)）より，

〈∇̃
X̃
A, Ỹ 〉 = 1

2
(X̃〈A, Ỹ 〉 +A〈Ỹ , X̃〉 − Ỹ 〈X̃, A〉 − 〈A, [X̃, Ỹ ]〉 − 〈Ỹ , [A, X̃]〉 + 〈X̃, [Ỹ , A]〉)

である．A は垂直であり，問題 5.6 (a) より [A, X̃], [Ỹ , A] も垂直だから，〈A, Ỹ 〉, 〈X̃, A〉, 〈Ỹ , [A, X̃]〉,
〈X̃, [Ỹ , A]〉はすべて 0である．また，解答 5.6 (b)で示した補題より A〈Ỹ , X̃〉 = 0である．よって，上式より

〈∇̃
X̃
A, Ỹ 〉 = −1

2
〈A, [X̃, Ỹ ]〉 = −1

2
〈A, [X̃, Ỹ ]V 〉

となる．
(b) Koszulの公式（系 5.11 (a)）より，

〈∇̃AX̃, Ỹ 〉 = 1
2

(A〈X̃, Ỹ 〉 − X̃〈Ỹ , A〉 − Ỹ 〈A, X̃〉 − 〈X̃, [A, Ỹ ]〉 − 〈Ỹ , [X̃, A]〉 + 〈A, [Ỹ , X̃]〉)

である．A は垂直であり，問題 5.6 (a) より [A, Ỹ ], [X̃, A] も垂直だから，〈Ỹ , A〉, 〈A, X̃〉, 〈X̃, [A, Ỹ ]〉,
〈Ỹ , [X̃, A]〉はすべて 0である．また，解答 5.6 (b)で示した補題より A〈X̃, Ỹ 〉 = 0である．よって，上式より

〈∇̃AX̃, Ỹ 〉 = 1
2

〈A, [Ỹ , X̃]〉 = −1
2

〈A, [X̃, Ỹ ]V 〉

となる．

本題に入る．M , M̃ の曲率をそれぞれ R, R̃と書く．W , X, Y , Z ∈ X(M)とする．問題 5.6 (b)より，

∇̃
W̃

∇̃
X̃
Ỹ = ∇̃

W̃
(∇̃XY ) + 1

2
∇̃
W̃

([X̃, Ỹ ]V )

= ∇W∇X Ỹ + 1
2

[W̃ , ∇̃XY ]V + 1
2

∇̃
W̃

([X̃, Ỹ ]V )

である．W と X を入れ替えれば，

∇̃
X̃

∇̃
W̃
Ỹ = ∇X∇W Ỹ + 1

2
[X̃, ∇̃WY ]V + 1

2
∇̃
X̃

([W̃ , Ỹ ]V )
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となる．一方で，[W̃ , X̃] = ˜[W,X] + [W̃ , X̃]V（問題 5.6 (a)）と問題 5.6 (b)より，

∇̃[W̃ ,X̃]Ỹ = ∇̃
[̃W,X]

Ỹ + ∇̃[W̃ ,X̃]V Ỹ

= ∇[W,X]Ỹ + 1
2

[ ˜[W,X], Ỹ ]V + ∇̃[W̃ ,X̃]V Ỹ

である．これら 3式より，

R̃(W̃ , X̃)Ỹ

= ∇W∇X Ỹ − ∇X∇W Ỹ − ∇[W,X]Ỹ + 1
2

∇̃
W̃

([X̃, Ỹ ]V ) − 1
2

∇̃
X̃

([W̃ , Ỹ ]V ) − ∇̃[W̃ ,X̃]V Ỹ

+ (垂直ベクトル場)

= R(W,X)Ỹ + 1
2

∇̃
W̃

([X̃, Ỹ ]V ) − 1
2

∇̃
X̃

([W̃ , Ỹ ]V ) − ∇̃[W̃ ,X̃]V Ỹ

+ (垂直ベクトル場)

が成り立つ．さらに，Z̃ が水平であることと問題 5.6 (a)の第一の主張に注意して，上の補題を用いれば，

R̃m(W̃ , X̃, Ỹ , Z̃)

= 〈R̃(W̃ , X̃)Ỹ , Z̃〉

= 〈R(W,X)Ỹ , Z̃〉 + 1
2

〈∇̃
W̃

([X̃, Ỹ ]V ), Z̃〉 − 1
2

〈∇̃
X̃

([W̃ , Ỹ ]V ), Z̃〉 − 〈∇̃[W̃ ,X̃]V Ỹ , Z̃〉

= Rm(W,X, Y, Z) ◦ π + 1
2

〈∇̃
W̃

([X̃, Ỹ ]V ), Z̃〉 − 1
2

〈∇̃
X̃

([W̃ , Ỹ ]V ), Z̃〉 − 〈∇̃[W̃ ,X̃]V Ỹ , Z̃〉

= Rm(W,X, Y, Z) ◦ π − 1
4

〈[X̃, Ỹ ]V , [W̃ , Z̃]V 〉 + 1
4

〈[W̃ , Ỹ ]V , [X̃, Z̃]V 〉 + 1
2

〈[W̃ , X̃]V , [Ỹ , Z̃]V 〉

となる．移項すれば，示すべき式

Rm(W,X, Y, Z) ◦ π

= R̃m(W̃ , X̃, Ỹ , Z̃) − 1
2

〈[W̃ , X̃]V , [Ỹ , Z̃]V 〉 − 1
4

〈[W̃ , Ỹ ]V , [X̃, Z̃]V 〉 + 1
4

〈[W̃ , Z̃]V , [X̃, Ỹ ]V 〉

を得る．

解答 7.15 (a) pのまわりの滑らかな局所枠 (E,F )であって，〈E,E〉 = 〈F, F 〉 = 0かつ 〈E,F 〉 = 2を満
たすものを構成する*20．命題 2.66より，pのまわりの滑らかな標準順序の正規直交枠 (e, f)が存在する．こ
の (e, f)は 〈e, e〉 = 1，〈f, f〉 = −1，〈e, f〉 = 0を満たすから，

E = e+ f, F = e− f

と置けば，(E,F )は条件を満たす．
(b) ベクトル場の一般論（命題 A.45）より，pのまわりの 2つのチャート (U ;u1, u2), (U ; v1, v2)を，U
上で E = ∂/∂u1 かつ F = ∂/∂v1 となるようにとれる．E|p 6= 0だから，Ev1 または Ev2 は pにおいて 0で
ない．Ev1(p) 6= 0かつ Ev2(p) = 0のならば v1 + v2 を改めて v2 と置き直すことで，Ev2(p) 6= 0としてよ
い．さらに，必要ならば v2 の符号を反転させて，Ev2(p) > 0としてよい．同様に，Fv1(p) > 0としてよい．
これらを用いて，

x = u2 + v2, y = u2 − v2

*20 本での記号は (E1, E2)だが，見やすさのため，(E, F )とした．また，本では 〈E, F 〉 = 2は主張されていないが，(b)で用いる
ため，これも示しておく．
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と定める．E = ∂/∂u1，F = ∂/∂v1 および ∂u2/∂u1 = ∂v2/∂v1 = 0より

Ex = Ev2, Fx = Fu2, Ey = −Ev2, Fy = Fu2

だから，
det
(
Ex Fx
Ey Fy

)
= 2(Ev2)(Fu2)

であり，これは pにおいて正の値をとる．(Ep, Fp)は TpM の基底だから，逆写像定理より，U を小さくとり
直せば，(U ;x, y)の pのまわりのチャートとなる．このチャート (U ;x, y)について，

dx⊗2 − dy⊗2 = (du2 + dv2)⊗2 − (du2 − dv2)⊗2

= 2(du2 ⊗ dv2 + dv2 ⊗ du2)

だから，du2(E) = ∂u2/∂u1 = 0，dv2(F ) = ∂v2/∂v1 = 0に注意すれば

(dx⊗2 − dy⊗2)(E,E) = 2(du2(E)dv2(E) + dv2(E)du2(E)) = 0,
(dx⊗2 − dy⊗2)(F, F ) = 2(du2(F )dv2(F ) + dv2(F )du2(F )) = 0,
(dx⊗2 − dy⊗2)(E,F ) = 2(du2(E)dv2(F ) + dv2(E)du2(F )) = 2(Ev2)(Fu2)

を得る．一方で，(E,F ) は g(E,E) = g(F, F ) = 0 かつ g(E,F ) = 2 を満たす局所枠だったから，f =
(Ev2)(Fu2)と置けば，U 上で dx⊗2 − dy⊗2 = fg である．さらに，f(p) = Ev2(p)Fu2(p) > 0だから，必
要ならば U を小さくとり直して，U 上で f > 0としてよい．このとき，(U ;x, y)は条件を満たすチャートで
ある．

(c) (b)で構成したチャート (U ;x, y)は，pの開近傍 U と R1,1 の開集合との間の共形同値を与える．任意
の p ∈ M に対してこのようなチャートが存在するから，M は局所共形平坦である．

8 Riemannian Submanifolds
解答 8.1 Rn+1 の標準座標を (x1, . . . , xn+1)，M のグラフ座標を u = (u1, . . . , un)と書く．

(a) M 上の上向きの単位法ベクトル場 N は，

N |(u,f(u)) = −
n∑
i=1

∂if(u)
F (u)

∂

∂xi

∣∣∣∣
(u,f(u))

+ 1
F (u)

∂

∂xn+1

∣∣∣∣
(u,f(u))

(u ∈ U)

と書ける．ここで，

F (u) =

√√√√1 +
n∑
k=1

|∂kf(u)|2 (u ∈ U)

と置いた．N に伴う形状作用素を s，Rn+1 の Euclid接続が誘導する TRn+1|M 上の接続を ∇と書くと，超
平面に対するWeingarten方程式（定理 8.13 (c)）より，1 ≤ j ≤ nに対して

s

(
∂

∂uj

)
= −∇∂/∂ujN =

n∑
i=1

∂j

(
∂if

F

)
∂

∂xi

∣∣∣∣
M

− ∂j

(
1
F

)
∂

∂xn+1

∣∣∣∣
M

である．各 j に対して
∂

∂uj
= ∂

∂xj

∣∣∣∣
M

+ ∂jf
∂

∂xn+1

∣∣∣∣
M
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だから，枠 (∂/∂u1, . . . , ∂/∂un)に関する s(∂/∂uj)の i-成分は

∂j

(
∂if

F

)
= −∂jF

F 2 · ∂if + 1
F

· ∂j∂if

= − 1
F 3 ∂if

n∑
k=1

∂kf · ∂j∂kf + 1
F
∂j∂if

= −

(
1 +

n∑
k=1

|∂kf |2
)−3/2

∂if

n∑
k=1

∂kf · ∂j∂kf +

(
1 +

n∑
k=1

|∂kf |2
)−1/2

∂j∂if

である．これが，枠 (∂/∂u1, . . . , ∂/∂un)に関する形状作用素 sの行列表示の (i, j)-成分である．
(b) f(u) = |u|2（u ∈ U）のとき，枠 (∂/∂u1, . . . , ∂/∂un)に関する形状作用素 sの行列表示の (i, j)-成分
は，(a)より

−

(
1 +

n∑
k=1

|∂kf |2
)−3/2

∂if

n∑
k=1

∂kf · ∂j∂kf +

(
1 +

n∑
k=1

|∂kf |2
)−1/2

∂j∂if

= −(1 + 4|u|2)−3/22ui
n∑
k=1

2uk · 2δjk + (1 + 4|u|2)−1/2 · 2δij

= −8(1 + 4|u|2)−3/2uiuj + 2(1 + 4|u|2)−1/2δij

である．したがって，Au = (uiuj)1≤i,j≤n と置くと，枠 (∂/∂u1, . . . , ∂/∂un)に関する形状作用素 sの行列表
示は

−8(1 + 4|u|2)−3/2Au + 2(1 + 4|u|2)−1/2I

である（I は n次単位行列を表す）．uを列ベクトルとみなすと Au = uuT だから，Au = |u|2uであり，uに
直交するベクトル v ∈ Rn に対しては Av = 0である．したがって，Aの固有値は，|u|2（重複度 1）と 0（重
複度 n− 1）である．よって，点 (u, f(u))（u ∈ U）におけるM の主曲率は，

• −8(1 + 4|u|2)−3/2|u|2 + 2(1 + 4|u|2)−1/2 = 2(1 + 4|u|2)−3/2（重複度 1）と
• 2(1 + 4|u|2)−1/2（重複度 n− 1）

である*21．

解答 8.2

解答 8.3 (a) R3 の標準座標を (x, y, z)と書く．SC の径数付け

X(t, θ) = (a(t) cos θ, a(t) sin θ, b(t))

は TSC に対する枠 (∂/∂t, ∂/∂θ)を定め，これらのベクトル場は

∂

∂t
= a′(t)(cos θ) ∂

∂x

∣∣∣∣
SC

+ a′(t)(sin θ) ∂

∂y

∣∣∣∣
SC

+ b′(t) ∂
∂z

∣∣∣∣
SC

,

∂

∂θ
= −a(t)(sin θ) ∂

∂x

∣∣∣∣
SC

+ a(t)(cos θ) ∂

∂y

∣∣∣∣
SC

*21 正確には，これは n ≥ 1の場合の結果である．n = 0の場合は，主曲率は存在しない．
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と表示される．
N ∈ Γ (TR3|SC

)を

N = −b′(t)(cos θ) ∂

∂x

∣∣∣∣
SC

− b′(t)(sin θ) ∂

∂y

∣∣∣∣
SC

+ a′(t) ∂
∂z

∣∣∣∣
SC

と定めると，N は SC 上の滑らかな単位法ベクトル場である．このN に伴う形状作用素を sと書くと，R3 の
Euclid接続が誘導する TR3|SC

上の接続を∇と書くと，超平面に対するWeingarten方程式（定理 8.13 (c)）
より，

s

(
∂

∂t

)
= −∇∂/∂tN

= b′′(t)(cos θ) ∂

∂x

∣∣∣∣
SC

+ b′′(t)(sin θ) ∂

∂y

∣∣∣∣
SC

− a′′(t) ∂
∂z

∣∣∣∣
SC

= c(t) ∂
∂t

かつ

s

(
∂

∂θ

)
= −∇∂/∂θN

= −b′(t)(sin θ) ∂

∂x

∣∣∣∣
SC

+ b′(t)(cos θ) ∂

∂y

∣∣∣∣
SC

= b′(t)
a(t)

∂

∂θ

である．ここで，
c(t) =

{
b′′(t)/a′(t) (a′(t) 6= 0)
−a′′(t)/b′(t) (b′(t) 6= 0)

と置いた（(a′)2 + (b′)2 = |γ′|2 = 1より，a′ と b′ が同時に 0になることはない．また，(a′)2 + (b′)2 = 1の
両辺を微分すれば a′a′′ + b′b′′ = 0となるから，a′(t) 6= 0かつ b′(t) 6= 0ならば b′′(t)/a′(t) = −a′′(t)/b′(t)で
ある）．よって，形状作用素 sは枠 (∂/∂t, ∂/∂θ)に関して(

c(t) 0
0 b′(t)/a(t)

)
(∗)

と行列表示され，その主曲率は c(t)（対応する主方向は ∂/∂t）と b′(t)/a(t)（対応する主方向は ∂/∂θ）であ
る*22．

(b) (a)より，SC の点 X(t, θ)における Gauss曲率は，b′(t) 6= 0ならば

c(t) · b
′(t)
a(t)

= −a′′(t)
b′(t)

· b
′(t)
a(t)

= −a′′(t)
a(t)

であり，a′(t) 6= 0ならばやはり

c(t) · b
′(t)
a(t)

= b′′(t)
a′(t)

· b
′(t)
a(t)

= −a′(t)a′′(t)
a(t)a′(t)

= −a′′(t)
a(t)

である（a′a′′ + b′b′′ = 0を用いた）．

*22 −N に伴う形状作用素を考える場合，行列表示 (∗)の各成分および主曲率の符号が反転する．

54



解答 8.4 解答 8.3 より，H = {(r, z) ∈ R2 | r > 0} 上の埋め込まれた滑らかな曲線を径数付けるような単
位速の滑らかな曲線 γ = (a, b) であって，−a′′/a = 1 だが b′/a が定値でないものを見つければよい．定数
0 < k < 1を固定し，a, bを

a(t) = k cos t, b(t) =
∫ t

0

√
1 − k2(sin s)2 ds (t ∈ (−π/2, π/2))

と定めれば，条件は満たされる．

解答 8.5 準備として，次の補題を示す．

補題 2 次元 Riemann 多様体 M が点 p ∈ M において等方的ならば，M の Gauss 曲率 K について，
dK|p = 0である．

補題の証明 M が p において等方的であるとすると，任意の単位接ベクトル v, w ∈ TpS に対して，
ϕ ∈ Isop(M)であって dϕ|p(v) = wを満たすものが存在する．この ϕについて，ϕ∗K = K だから

dK|p(w) = dK|p(dϕ|p(v)) = d(ϕ∗K)p(v) = dK|p(v)

となる．したがって，dK|p ∈ T ∗
pM は {v ∈ TpM | |v| = 1}上で一定値をとるが，このような線型形式は 0

のみである．よって，dK|p = 0である．

本題に入る．解答 8.1より，S の点 p = (x, y, x2 + y2)（(x, y) ∈ R2）における主曲率は

8(1 + 4(x2 + y2))−3/2(x2 + y2) − 2(1 + 4(x2 + y2))−1/2, −2(1 + 4(x2 + y2))−1/2

（それぞれ重複度 1）だから，S の pにおける Gauss曲率は

K(p) = (8(1 + 4(x2 + y2))−3/2(x2 + y2) − 2(1 + 4(x2 + y2))−1/2) · (−2(1 + 4(x2 + y2))−1/2)

= − 16(x2 + y2)
(1 + 4(x2 + y2))2 + 4

1 + 4(x2 + y2)

である．S が pにおいて等方的であるとすると，上の補題より dK|p = 0だが，

∂K

∂x
(p) = − 64x

(1 + 4(x2 + y2))3 ,
∂K

∂y
(p) = − 64y

(1 + 4(x2 + y2))3

だから，これは x = y = 0を意味する．よって，S が等方的でありうる点は (0, 0, 0)のみである．
S が点 (0, 0, 0) において等方的であることを示す．直交行列 A ∈ O(2) に対して，行列 (A 0

0 1 ) で表される
R3 上の線型変換は，S の自己等長同型写像 ϕA を誘導する．任意の単位接ベクトル v, w ∈ T(0,0,0)S ∼= R2 に
対して，A ∈ O(2)を Av = w となるようにとれば，dϕA|(0,0,0)(v) = w となる．よって，S は点 (0, 0, 0)に
おいて等方的である．

解答 8.6

解答 8.7

解答 8.8

解答 8.9
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解答 8.10

解答 8.11

解答 8.12 M , M̃ を Riemann多様体，π : M̃ → M を全射な Riemann沈め込みとする*23．点 p ∈ M と正
規直交な 2つの接ベクトル x, y ∈ TpM を任意にとり，X, Y ∈ X(M)をX|p = x，Y |p = y となるようにと
る．O’Neillの公式（問題 7.14）より，

Rm(X,Y, Y,X) ◦ π

= R̃m(X̃, Ỹ , Ỹ , X̃) − 1
2

〈[X̃, Ỹ ]V , [Ỹ , X̃]V 〉 − 1
4

〈[X̃, Ỹ ]V , [Ỹ , X̃]V 〉 + 1
4

〈[X̃, X̃]V , [Ỹ , Ỹ ]V 〉

= R̃m(X̃, Ỹ , Ỹ , X̃) + 3
4

|[X̃, Ỹ ]V |2

である．そこで，点 p̃ ∈ M̃ を π(p̃) = pとなるようにとって x̃ = X̃|
p̃
，ỹ = Ỹ |

p̃
と置けば，

sec(x, y) = Rm(x, y, y, x)

= R̃m(x̃, ỹ, ỹ, x̃) + 3
4

|[X̃, Ỹ ]V |p|2

≥ sec(x̃, ỹ)

が成り立つ．よって，M̃ の断面曲率が cで下から抑えられるならば，M の断面曲率も cで下から抑えられる．

解答 8.13

解答 8.14 (M, g)を 3次元 Riemann多様体とする．M が定断面曲率 c ∈ Rをもつならば，命題 8.36（証
明は問題 8.29）より Rc = 2cg だから，M は Einsteinである．逆に，M が Einsteinであり，λ ∈ Rとして
Rc = λg が成り立つとする．点 p ∈ M と TpM の正規直交基底 (b1, b2, b3) をとると，命題 8.32 (a) と仮定
より

sec(b1, b2) + sec(b1, b3) = Rc(b1, b1) = λg(b1, b1) = λ

であり，同様に

sec(b2, b3) + sec(b2, b1) = λ,

sec(b3, b1) + sec(b3, b2) = λ

である．これら 3式より，
sec(b1, b2) = λ

2

が成り立つ．任意の 2次元部分線型空間 Π ⊆ TpM に対して，Π の正規直交基底 (b1, b2)と Π に直交する単
位接ベクトル b3 ∈ TpM をとれば (b1, b2, b3)は TpM の正規直交基底となるから，上の結果より sec(Π) = λ/2
を得る．よって，M は定断面曲率 λ/2をもつ．

解答 8.15 解答 8.24 (b)（脚注 *26も参照のこと）で示したように*24，等質かつ等方的*25 な Riemann多
様体は Einsteinである．また，解答 8.14で示したように，3次元 Riemann多様体が Einsteinであることと

*23 「π が全射である」という条件は，本には書かれていないが，明らかに必要である．
*24 順番が前後するが，解答 8.24では問題 8.15の結果は使っていないから，問題はない．
*25 等方的な連結 Riemann多様体は等質だから（問題 6.18），連結 Riemann多様体だけを考える場合には，「等質かつ等方的」は単
に「等方的」といっても同値である．
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定断面曲率をもつこととは同値である．よって，等質かつ等方的な 3次元 Riemann多様体は，定断面曲率を
もつ．
CP2 に Fubini–Study計量を入れて得られる 4次元 Riemann多様体は，等質かつ等方的だが（問題 3.19），
その断面曲率は一定ではない（問題 8.13 (e)）．

解答 8.16 (SU(2), ga)の Levi-Civita接続を∇a と書く．
(U, V,W )を (X,Y, Z), (Y, Z,X), (Z,X, Y )のいずれかとする．(U, V,W )は (SU(2), ga)上の左不変な直
交枠であり，[U, V ] = 2W，[V,W ] = 2U，[W,U ] = 2V である．まず，∇a

UV と∇a
V U を計算する．∇a が計

量と整合することと対称であることから，

〈∇a
UV, V 〉ga

= 1
2
U〈V, V 〉ga

= 0

および

〈∇a
UV,U〉ga

= 〈∇a
V U,U〉ga

+ 〈[U, V ], U〉ga

= 1
2
V 〈U,U〉ga

+ 2〈W,U〉ga

= 0

を得る．また，Koszulの公式（系 5.11 (a)）より，

〈∇a
UV,W 〉ga

= 1
2

(U〈V,W 〉ga + V 〈W,U〉ga −W 〈U, V 〉ga − 〈V, [U,W ]〉ga − 〈W, [V,U ]〉ga + 〈U, [W,V ]〉ga)

= |V |2ga
+ |W |2ga

− |U |2ga

である．以上より，

∇a
UV =

|V |2ga
+ |W |2ga

− |U |2ga

|W |2ga

W =

(
|V |2ga

− |U |2ga

|W |2ga

+ 1

)
W (∗)

である．また，(∗)と ∇a の対称性より

∇a
V U = ∇a

UV − [U, V ] = ∇a
UV − 2W =

(
|V |2ga

− |U |2ga

|W |2ga

− 1

)
W (∗∗)

である．
次に，∇a

UU を計算する．∇a が計量と整合することより，

〈∇a
UU,U〉ga

= 1
2
U〈U,U〉ga

= 0

である．また，(∗)より ∇a
UV はW のスカラー倍であり，(∗∗)で (U, V,W )を (W,U, V )に置き換えた式よ

り ∇a
UW は V のスカラー倍だから，∇a が計量と整合することと合わせて

〈∇a
UU, V 〉ga

= U〈U, V 〉ga
− 〈U,∇a

UV 〉ga
= 0,

〈∇a
UU,W 〉ga

= U〈U,W 〉ga
− 〈U,∇a

UW 〉ga
= 0

よって，
∇a
UU = 0 (∗∗∗)
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である．
|X|2ga

= |Y |2ga
= 1，|Z|2ga

= a−2 だから，(∗), (∗∗), (∗∗∗)より

∇a
XX = ∇a

Y Y = ∇aZ = 0

および

∇a
XY = Z, ∇a

YX = −Z,
∇a
Y Z = a−2X, ∇a

ZY = (a−2 − 2)X,
∇a
ZX = (2 − a−2)Y, ∇a

XZ = −a2Y

が成り立つ．これらを用いて断面曲率を計算すると，

sec(X,Y ) = Rm(X,Y, Y,X)
= 〈∇a

X∇a
Y Y − ∇a

Y ∇a
XY − ∇a

[X,Y ]Y,X〉ga

= 〈−∇a
Y Z − 2∇a

ZY,X〉ga

= 〈−a−2X − 2(a−2 − 2)X,X〉ga

= −3a−2 + 4,
sec(Y, Z) = Rm(Y, aZ, aZ, Y )

= a2〈∇a
Y ∇a

ZZ − ∇a
Z∇a

Y Z − ∇a
[Y,Z]Z, Y 〉ga

= a2〈−a−2∇a
ZX − 2∇a

XZ, Y 〉ga

= a2〈−a−2(2 − a−2)Y + 2a−2Y, Y 〉ga

= a−2,

sec(Z,X) = Rm(aZ,X,X, aZ)
= a2〈∇a

Z∇a
XX − ∇a

X∇a
ZX − ∇a

[Z,X]X,Z〉ga

= a2〈−(2 − a−2)∇a
XY − 2∇a

YX,Z〉ga

= a2〈−(2 − a−2)Z + 2Z,Z〉ga

= a−2

となる．
ga は SU(2) 上の左不変 Riemann 計量だから，(SU(2), ga) は等質である．a 6= 1 として，(SU(2), ga)
がどの点においても等方的でないことを示す．(SU(2), ga) が点 p ∈ SU(2) において等方的であると仮定
すると，ある ϕ ∈ Isop(SU(2), ga) が存在して dϕ|p(aZ|p) = X|p となる．dϕ|p は計量線型同型だから，
(aZ|p)⊥ = span{X|p, Y |p}を (X|p)⊥ = span{Y |p, Z|p}に移す．このような (SU(2), ga)の自己等長同型が
存在することより，断面曲率 sec(X|p, Y |p)と sec(Y |p, Z|p)は等しくなければならない．前段の結果より，こ
れは −3a−2 + 4 = a−2 を意味し，a 6= 1に矛盾する．よって，背理法より，(SU(2), ga)はどの点においても
等方的でない．
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解答 8.17 (a) 解答 7.13と解答 5.8 (c)より，任意の線型独立な X, Y ∈ Lie(G)と点 p ∈ Gに対して

sec(X|p, Y |p) = 1
|X|p ∧ Y |p|2

Rm(X|p, Y |p, Y |p, X|p)

= 1
4|X|p ∧ Y |p|2

〈[Y, [X,Y ]]|p, X|p〉

= 1
4|X|p ∧ Y |p|2

〈[Y, [X,Y ]], X〉

= − 1
4|X|p ∧ Y |p|2

|[X,Y ]|2 (∗)

である．特に，(X,Y )が正規直交ならば

sec(X|p, Y |p) = 1
4

|[X,Y ]|2

が成り立ち，Gの断面曲率はすべて非負である．
(b) H を Gの部分 Lie群とし，これを Gの部分 Riemann多様体とみなす．G上に与えられた両側不変

Riemann計量は，H 上の両側不変 Riemann計量を誘導する．問題 5.8 (c)より，G, H の単位元 eにおける
制限指数写像はそれぞれ Lie群としての指数写像 expG, expH に等しく，これらは Lie(H) ∼= TeH 上で一致
する．したがって，eを始点とする H 上の測地線は，G上の測地線でもある．群演算による平行移動を考え
れば，これが H の任意の点においてもいえることがわかる．よって，命題 8.12 (b)より，H は Gにおいて
全測地的である．

(c) Riemann多様体が平坦であることはその曲率が 0であることと同値であり（定理 7.10），これはさら
にその断面曲率がすべて 0であることと同値である（命題 8.31）．両側不変 Riemann計量を備えた Lie群を
考える場合，(∗)より，これは Gの Lie代数 Lie(G)が可換であることと同値である．Gが連結ならば，これ
はさらに Gが可換であることと同値である [2, Prob. 20-7 (b)]．

解答 8.18

解答 8.19 〈N,N〉 = −1 であり，したがって h = −IIN，s = −WN であることに注意する．W , X, Y ,
Z ∈ X(M)とする．

(a) Gaussの公式（定理 8.2）より，

∇̃XY = ∇XY + II(X,Y ) = ∇XY + h(X,Y )N

である．
(b) 曲線に沿った Gaussの公式（系 8.3）より，

D̃tX = DtX + II(γ′, X) = DtX + h(γ′, X)N

である．
(c) 〈N,N〉 = −1より

0 = X〈N,N〉 = 2〈∇̃XN,N〉

だから，∇̃XN はM 上の接ベクトル場である．このこととWeingarten方程式（命題 8.4）より，

∇̃XN = (∇̃XN)> = −WN (X) = s(X)
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である．
(d) Gauss方程式（定理 8.5）より，

R̃m(W,X, Y, Z) = Rm(W,X, Y, Z) − 〈II(W,Z), II(X,Y )〉 + 〈II(W,Y ), II(X,Z)〉
= Rm(W,X, Y, Z) − h(W,Z)h(X,Y )〈N,N〉 + h(W,Y )h(X,Z)〈N,N〉
= Rm(W,X, Y, Z) + h(W,Z)h(X,Y ) − h(W,Y )h(X,Z)

= Rm(W,X, Y, Z) + 1
2

(h ∧ h)(W,X, Y, Z)

である．
(e) 命題 8.6で定まる法束 NM 上の接続∇⊥ は計量と整合するから，〈N,N〉 = −1より

0 = W 〈N,N〉 = 2〈∇⊥
WN,N〉

であり，したがって∇⊥
WN = 0である．これより，命題 8.6の直後に定義した接続∇F は

(∇F
W II)(X,Y ) = ∇⊥

W (II(X,Y )) − II(∇WX,Y ) − II(X,∇WY )

= ∇⊥
W (h(X,Y )N) − h(∇WX,Y )N − h(X,∇WY )N

= (W (h(X,Y )) − h(∇WX,Y ) − h(X,∇WY ))N
= (∇Wh)(X,Y )N

を満たす（第三の等号で∇⊥
WN = 0を用いた）．よって，Codazzi方程式（定理 8.9）より

(R̃(W,X)Y )⊥ = (∇F
W II)(X,Y ) − (∇F

XII)(X,Y )
= ((∇Wh)(X,Y ) − (∇Xh)(W,Y ))N
= ((∇h)(X,Y,W ) − (∇h)(W,Y,X))N
= ((∇h)(Y,X,W ) − (∇h)(Y,W,X))N
= (Dh)(Y,W,X)N

であり（ここで，R̃は ∇̃の曲率を表す），したがって

R̃m(W,X, Y,N) = 〈R̃(W,X)Y,N〉

= 〈(R̃(W,X)Y )⊥, N〉
= (Dh)(Y,W,X)〈N,N〉
= −(Dh)(Y,W,X)

である．

解答 8.20

解答 8.21

解答 8.22

解答 8.23

解答 8.24 M を Riemann多様体とする*26．

*26 本ではM を連結 Riemann多様体としているが，以下の証明からわかるように，(a), (b), (c)のいずれについても連結性は不要
である（脚注 *14で述べたように，k 点等質性は連結とは限らない Riemann多様体に対しても定義される）．
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(a) M が等質であるとする．すると，任意の 2点 p, q ∈ M に対して，ϕ ∈ Iso(M)であって ϕ(p) = q を
満たすものが存在するが，M のスカラー曲率 S はこの ϕに関して不変（すなわち，ϕ∗S = S）だから，

S(q) = S(ϕ(p)) = ϕ∗S(p) = S(p)

である．よって，このときスカラー曲率 S は定値である．
(b) 解答 6.18（脚注 *16も参照のこと）より，2点等質な Riemann多様体は等質かつ等方的である．し
たがって，等質かつ等方的な Riemann 多様体が Einstein であることを示せば十分である．M が等質かつ
等方的であるとする．すると，任意の 2 点 p, q ∈ M と単位接ベクトル v ∈ TpM，w ∈ TqM に対して，
ϕ ∈ Iso(M)であって ϕ(p) = q かつ dϕ|p(v) = w を満たすものが存在するが，M の Ricci曲率 Rc はこの ϕ

に関して不変（すなわち，ϕ∗Rc = Rc）だから，

Rc(w,w) = Rc(dϕ|p(v), dϕ|p(v)) = ϕ∗Rc(v, v) = Rc(v, v)

である．したがって，ある定数 λ ∈ Rが存在して，任意の点 p ∈ M と単位接ベクトル v ∈ TpM に対して

Rc(v, v) = λ = λg(v, v)

が成り立つ．このことと分極公式より Rc = λg だから，M は Einsteinである．
(c)

解答 8.25

解答 8.26

解答 8.27

解答 8.28 Hn(R)は枠等質だから（命題 3.9），補題 8.33より定断面曲率をもつ．したがって，Hn(R)の 1
つの断面曲率が −1/R2 であることを示せば十分である．

(a) Rn,1 の標準座標を (ξ, τ) = (ξ1, . . . , ξn, τ)と書き，双曲面モデル

Hn(R) = {(ξ, τ) ∈ Rn,1 | |ξ|2 − τ2 = −R2, τ > 0}

を考える（Hn(R)はRn,1の埋め込まれた部分Riemann多様体である）．関数 F : {(ξ, τ) ∈ Rn,1 | τ > 0} → R
を F (ξ, τ) = |ξ|2 − τ2 と定めると，F は滑らかで −R2 を正則値にもち，Hn(R) = F−1({−R2})であり，

gradF =
n∑
i=1

2ξi ∂
∂ξi

− 2τ ∂
∂τ

である．解答 2.9と脚注 *1より，Hn(R)上の単位法ベクトル場として

N = gradF
|gradF |Rn,1

= 1
R

(
n∑
i=1

ξi
∂

∂ξi
− τ

∂

∂τ

)∣∣∣∣∣
Hn(R)

がとれる．
N に伴う形状作用素を s，スカラー第二基本形式を hと書く．点 p ∈ Hn(R)における接ベクトル

v =
n∑
i=1

vi
∂

∂ξi

∣∣∣∣
p

+ vn+1 ∂

∂τ

∣∣∣∣
p

, w =
n∑
i=1

wi
∂

∂ξi

∣∣∣∣
p

+ wn+1 ∂

∂τ

∣∣∣∣
p
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に対して，h(v, w) を計算しよう．Rn,1 の Euclid 接続が誘導する TRn,1|Hn(R) 上の接続を ∇ と書くと，
Lorentz多様体における超平面に対するWeingarten方程式（問題 8.19 (c)）より，

s(v) = ∇vN = 1
R

(
n∑
i=1

vi
∂

∂ξi

∣∣∣∣
p

− vn+1 ∂

∂τ

∣∣∣∣
p

)

である．したがって，
h(v, w) = 〈s(v), w〉Rn,1 = 1

R

(
n∑
i=1

viwi − vn+1wn+1

)
(∗)

となる．
Lorentz多様体における超平面に対する Gauss方程式（問題 8.19 (d)）より，点 p ∈ Hn(R)と接ベクトル

v, w ∈ Hn(R)に対して

0 = Rm(v, w,w, v) + 1
2

(h ∧ h)(v, w,w, v)

= Rm(v, w,w, v) + h(v, v)h(w,w) − h(v, w)2,

すなわち
Rm(v, w,w, v) = −h(v, v)h(w,w) + h(v, w)2,

である．特に，p = (0, . . . , 0, R)，v = (∂/∂ξ1)|p，w = (∂/∂ξ2)|p と置くと，v, w は正規直交であり，命
題 8.29および (∗)と合わせて

sec

(
∂

∂ξ1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ2

∣∣∣∣
p

)
= Rm

(
∂

∂ξ1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ2

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ2

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ1

∣∣∣∣
p

)

= −h

(
∂

∂ξ1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ1

∣∣∣∣
p

)
h

(
∂

∂ξ2

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ2

∣∣∣∣
p

)
+ h

(
∂

∂ξ1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂ξ2

∣∣∣∣
p

)2

= − 1
R2

を得る．これで，主張が示された．
(b) Rn の標準座標を u = (u1, . . . , un)，Euclid計量を g と書き，Poincaréの球モデル

Bn(R) = {u ∈ Rn | |u| < R}, ğ3
R = 4R4

(R2 − |u|2)2 g

を考える．関数 f : Bn(R) → Rを

f(u) = log 2R2 − log(R2 − |u|2) (u ∈ Bn(R))

と定めると ğ3
R = e2f だから，定理 7.30より，ğ3

R の Riemann曲率テンソル Rm は

Rm = 4R4

(R2 − |u|2)
(−(∇2

f) ∧ g + (df ⊗ df) ∧ g − |df |2g(g ∧ g))

と書ける．df |0 = 0だから，点 0 ∈ Bn(R)においては

Rm|0 = −4(∇2
f)|0 ∧ g|0

である．
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点 0 ∈ Bn(R)における 2つの接ベクトル (1/2)(∂/∂u1)|0, (1/2)(∂/∂u2)|0 ∈ T0Bn(R)が正規直交であるこ
とに注意して，断面曲率 sec((1/2)(∂/∂u1)|0, (1/2)(∂/∂u2)|0)を計算しよう．命題 8.29より，

sec
(

1
2

∂

∂u1

∣∣∣∣
0
,

1
2

∂

∂u2

∣∣∣∣
0

)
= 1

16
Rm
(

∂

∂u1

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u2

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u2

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u1

∣∣∣∣
0

)
= −1

4
((∇2

f) ∧ g)
(

∂

∂u1

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u2

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u2

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u1

∣∣∣∣
0

)
= −1

4

(
(∇2

f)
(

∂

∂u1

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u1

∣∣∣∣
0

)
+ (∇2

f)
(

∂

∂u2

∣∣∣∣
0
,
∂

∂u2

∣∣∣∣
0

))
(∗∗)

である（最後の等式は，Kulkarni–野水積の定義と g(∂/∂ui, ∂/∂uj) = δij から従う）．ここで，

∇2
f = ∇(df)

= ∇

(
n∑
i=1

2ui

R2 − |u|2
dui

)

=
n∑

i,j=1

(
4uiuj

(R2 − |u|2)2 +
δij

R2 − |u|2

)
dui ⊗ duj

より
(∇2

f)|0 = 2
R2

n∑
i=1

(dui|0)⊗2

だから，これを (∗∗)に代入して

sec
(

1
2

∂

∂u1

∣∣∣∣
0
,

1
2

∂

∂u2

∣∣∣∣
0

)
= −1

4

(
2
R2 + 2

R2

)
= − 1

R2

を得る．これで，主張が示された．

解答 8.29 点 p ∈ M と接ベクトル v, w ∈ TpM に対して

1
2

(g ∧ g)(v, w,w, v) = g(v, v)g(w,w) − g(v, w)2 = |v ∧ w|2

であることに注意する．Rm = (c/2)g ∧ g ならば，任意の点 p ∈ M と線型独立な 2 つの接ベクトル v,
w ∈ TpM に対して

sec(v, w) = Rm(v, w,w, v)
|v ∧ w|2

= (c/2)(g ∧ g)(v, w,w, v)
|v ∧ w|2

= c

だから，M は定断面曲率 cをもつ．逆に，M が定断面曲率 cをもつとすると，任意の点 p ∈ M と線型独立
な 2つの接ベクトル v, w ∈ TpM に対して

Rm(v, w,w, v)
|v ∧ w|2

= sec(v, w) = c = (c/2)(g ∧ g)(v, w,w, v)
|v ∧ w|2

だから，命題 8.31より Rm = (c/2)g ∧ g である．
M が定断面曲率 cをもつとする．すると，前段の結果より Rm = (c/2)g ∧ g だから，Ricci曲率は

Rc = trg Rm = 1
2
c trg(g ∧ g) = (n− 1)cg
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と書け（trg は最初と最後の成分に関する縮約を表す．また，最後の等号は補題 7.22 (d)から従う），スカラー
曲率は

S = trg Rc = (n− 1)c trg g = n(n− 1)c

と書ける．また，p ∈ M，v, w, x ∈ TpM とすると，任意の y ∈ TpM に対して

〈R(v, w)x, y〉 = Rm(v, w, x, y)

= 1
2
c(g|p ∧ g|p)(v, w, x, y)

= c(〈v, y〉〈w, x〉 − 〈v, x〉〈w, y〉)
= 〈c(〈w, x〉v − 〈v, x〉w), y〉

が成り立つから，
R(v, w)x = c(〈w, x〉v − 〈v, x〉w)

である．
接空間の基底を 1つ固定するとき，等式 Rm = (c/2)g ∧ g と Rc = (n− 1)cg を成分表示すると，それぞれ

Rmijkl = c(gilgjk − gikgjl), Rcij = (n− 1)cgij

となる．

解答 8.30

解答 8.31

解答 8.32

解答 8.33

9 The Gauss–Bonnet Theorem
解答 9.1

解答 9.2

解答 9.3

解答 9.4

解答 9.5

解答 9.6

解答 9.7

解答 9.8

解答 9.9
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解答 9.10

解答 9.11

解答 9.12

解答 9.13

10 Jacobi Fields
解答 10.1 (U, ϕ) = (U ;x1, . . . , xn)を pを中心とする正規座標とする．Taylorの定理より

gij = gij(p) +
n∑
k=1

∂kgij(p)xk + 1
2

n∑
k,l=1

∂k∂lgij(p)xkxl +O(|x|3)

だから，示すべきことは

gij(p) = δij , ∂kgij(p) = 0, ∂k∂lgij(p) = −1
3

(Rmiklj + Rmilkj)(p)

である．gij(p)と ∂kgij(p)に関する式は，正規座標の性質（命題 5.24 (b), (e)）としてすでに示した．以下，
∂k∂lgij(p)に関する式を示す．
TpM の 2元 v =

∑n
i=1 v

i∂i|p（vi ∈ R），w =
∑n
i=1 w

i∂i|p（wi ∈ R）を任意にとり，

γ(t) = expp(tv) = ϕ−1(tv1, . . . , tvn), J(t) = t

n∑
i=1

wi∂i|γ(t)

と定める．γ は 0のまわりで定義された測地線であって γ(0) = pかつ γ′(0) = v を満たし，J は γ に沿った
Jacobi場であって J(0) = 0かつ DtJ(0) = w を満たす（命題 10.10）．|J |2 の 4階導関数の t = 0における
値を，2通りの方法で計算する．
まず，J の定義式を用いて直接計算する．

F (t) =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

wi∂i|γ(t)

∣∣∣∣∣ =
n∑

i,j=1
wiwj

〈
∂i|γ(t), ∂j |γ(t)

〉
と置くと，

|J(t)|2 = t2F (t),
d

dt
|J(t)|2 = 2tF (t) + t2F ′(t),

d2

dt2
|J(t)|2 = 2F (t) + 4tF ′(t) + t2F ′′(t),

d3

dt3
|J(t)|2 = 6F ′(t) + 6tF ′′(t) + t2F ′′′(t),

d4

dt4
|J(t)|2 = 12F ′′(t) + 8F ′′′(t) + t2F ′′′′(t)

であり，最後の式に t = 0を代入すると
d4

dt4

∣∣∣∣
t=0

|J(t)|2 = 12F ′′(0)
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を得る．ここで，

F (t) =
n∑

i,j=1
gij(γ(t))wiwj ,

F ′(t) =
n∑

i,j,k=1

∂kgij(γ(t))(xk ◦ γ)′(t)wiwj ,

F ′′(t) =
n∑

i,j,k,l=1

(∂l∂kgij(γ(t))(xl ◦ γ)′(t)(xk ◦ γ)′(t) + ∂kgij(γ(t))(xk ◦ γ)′′(t))wiwj

だから，∂kgij(p) = 0（正規座標の性質（命題 5.24 (e)））に注意すれば

d4

dt4

∣∣∣∣
t=0

|J(t)|2 = 12F ′′(0)

= 12
n∑

i,j,k,l=1

(∂l∂kgij(p)vlvk + ∂kgij(p)(xk ◦ γ)′′(0))wiwj

= 12
n∑

i,j,k,l=1

∂k∂lgij(p)wiwjvkvl (∗)

を得る．
次に，Jacobi方程式を用いて計算する．Levi-Civita接続は Riemann計量と整合するから，

d

dt
|J(t)|2 = 2〈DtJ(t), J(t)〉,

d2

dt2
|J(t)|2 = 2〈D2

t J(t), J(t)〉 + 2|DtJ(t)|2,

d3

dt3
|J(t)|2 = 2〈D3

t J(t), J(t)〉 + 6〈D2
t J(t), DtJ(t)〉,

d4

dt4
|J(t)|2 = 2〈D4

t J(t), J(t)〉 + 8〈D3
t J(t), DtJ(t)〉 + 12|D2

t J(t)|2

である．最後の式に t = 0を代入して，J(0) = 0，DtJ(0) = wと Jacobi方程式に注意すれば，

d4

dt4

∣∣∣∣
t=0

|J(t)|2 = 2〈D4
t J(0), J(0)〉 + 8〈D3

t J(0), w〉 + 12|D2
t J(0)|2

= −8〈Dt(R(J, γ′)γ′)(0), w〉 + 12|−R(J(0), γ′(0))γ′(0)|2

= −8〈Dt(R(J, γ′)γ′)(0), w〉 (∗∗)

を得る．ここで，X, Y , Z ∈ X(γ)に対して

(DtR)(X,Y )Z = Dt(R(X,Y )Z) −R(DtX,Y )Z −R(X,DtY )Z −R(X,Y )(DtZ)

である．X = J，Y = Z = γ′ として t = 0 を代入すると，J(0) = 0，DtJ(0) = w，γ′(0) = v および
Dtγ

′ = 0より，上式は
Dt(R(J, γ′)γ′)(0) = R(w, v)v
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となる．これを (∗∗)に代入して，
d4

dt4

∣∣∣∣
t=0

|J(t)|2 = −8〈R(w, v)v, w〉

= −8
n∑

i,j,k,l=1

Rmijkl(p)wivjvkwl

= −8
n∑

i,j,k,l=1

Rmiklj(p)wiwjvkvl (∗∗∗)

を得る．
以上の (∗), (∗∗∗)より，

12
n∑

i,j,k,l=1

∂k∂lgij(p)wiwjvkvl = −8
n∑

i,j,k,l=1

Rmiklj(p)wiwjvkvl

= −4
n∑

i,j,k,l=1

(Rmiklj + Rmilkj)(p)wiwjvkvl

である．これが，任意の v1, . . . , vn, w1, . . . , wn ∈ Rに対して成り立つ．さらに，最左辺の係数 ∂k∂lgij(p)
と最右辺の係数 (Rmiklj + Rmilkj)(p)は，ともに iと j および kと lに関して対称である（最右辺の係数につ
いては，命題 7.12 (a), (b), (c)で示した Rm の対称性 Rmabcd = Rmcdab = Rmdcba からわかる）．よって，
最左辺と最右辺の係数は等しく，

12∂k∂lgij(p) = −4(Rmiklj + Rmilkj)(p),

すなわち
∂k∂lgij(p) = −1

3
(Rmiklj + Rmilkj)(p)

が成り立つ．これが示すべき式であった．

解答 10.2

解答 10.3 M を定断面曲率 cをもつ Riemann多様体，I を含む 1点でない区間，γ : I → M を単位速測地
線とする．γ に沿った Jacobi場の空間J (γ)の基底を構成したい．J (γ)は接 Jacobi場の空間J >(γ)（2
次元）と法 Jacobi場の空間J ⊥(γ)（2n− 2次元）に直和分解される（系 10.8）．接 Jacobi場の空間は

J >(γ) = {(at+ b)γ′ | a, b ∈ R}

だから（ここで，γ に沿ったベクトル場 t 7→ (at + b)γ′(t)を単に (at + b)γ′ と書いた．以下同様），J >(γ)
の基底として (γ′, tγ′)がとれる．以下，法 Jacobi場について考える．
命題 10.12の証明で見たように，M が定断面曲率 cをもつことから，J ∈ X⊥(γ)に対する Jacobi方程式は

D2
t J + cJ = 0 (∗)

となる．Tγ(0)M における Rγ′(0)の直交補空間の基底 (e1, . . . , en−1)を 1つ固定し，各 ei を γ に沿って平行
移動させて得られる γ に沿ったベクトル場を Ei とする．各 t ∈ I において (E1|t, . . . , En−1|t)は Tγ(p)M に
おける Rγ′(t)の直交補空間の基底だから，J は J i ∈ C∞(I)（1 ≤ i ≤ n− 1）を用いて

J =
n−1∑
i=1

J iEi
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と表示できるが，これを (∗)に代入すると

(J i)′′ + cJ i = 0 (1 ≤ i ≤ n− 1)

となる．この微分方程式の一般解は ai, bi ∈ Rを径数として

J i = aisc + bis
′
c (1 ≤ i ≤ n− 1)

だから，(∗)の一般解は

J =
n−1∑
i=1

(aisc + bis
′
c)Ei

である．ai, bi ∈ Rに対して上式で与えられる J の全体が，J >(γ)となる．
以上より，J (γ) = J >(γ) ⊕ J ⊥(γ)の基底として

(γ′, tγ′, scE1, s
′
cE1, . . . , scEn−1, s

′
cEn−1)

がとれる．

解答 10.4

解答 10.5

解答 10.6

解答 10.7 I を 1点でない区間，γ : I → M を測地線，J を γ に沿った Jacobi場とする．Levi-Civita接続
が Riemann計量と整合することと Jacobi方程式を用いて |J |2 の 2階導関数を計算すると

d2

dt2
|J |2 = 2〈D2

t J, J〉 + 2|DtJ |2

= −2〈R(J, γ′)γ′, J〉 + 2|DtJ |2

となるが，いまM は非正の断面曲率をもつから，上式の最右辺は 0以上である．したがって，|J |2 は下に凸
である．そこで，もし J が 2点 a, b ∈ I で消えるならば，区間 [a, b]において常に消えていなければならず，
したがって J = 0となる．よって，γ は共役点をもたない．

解答 10.8 命題 10.2より，任意の v, x ∈ Tγ(a)M に対して，γ に沿った Jacobi場 J であって J(a) = v か
つ DtJ(a) = x を満たすものが一意に存在する．この Jacobi 場を，Jv,x と書く．Jacobi 方程式の線型性よ
り，(v, x) 7→ Jv,x は Tγ(a)M ⊕ Tγ(a)M からJ (γ)への線型写像である．
条件

任意の v ∈ Tγ(a)M とw ∈ Tγ(b)M に対して，γに沿った Jacobi場 J であって J(a) = vかつ J(b) = w

を満たすものが一意に存在する

は，

任意の v ∈ Tγ(a)M に対して，写像 x 7→ Jv,x(b)が Tγ(a)M から Tγ(b)M への全単射である

といい換えられる．Jv,x(b) = Jv,0(b) + J0,x(b)だから，これはさらに
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写像 x 7→ J0,x(b)が Tγ(a)M から Tγ(b)M への全単射である

ことと同値である．写像 x 7→ J0,x(b)は次元が等しい有限次元線型空間 Tγ(a)M から Tγ(b)M への線型写像だ
から，この写像が全単射であることは，J0,x(b) = 0ならば x = 0であることと同値である．これは，γ(a)と
γ(b)が γ に沿って共役ではないことを意味する．これで，同値性が示された．

解答 10.9

解答 10.10

解答 10.11 準備として，次の補題を示す．

補題 M を Riemann多様体，I を 1点でない区間，γ : I → M を定値でない測地線とする．γ に沿った滑ら
かな法ベクトル場 X に対して，DtX と R(X, γ′)γ′ はまた γ に沿った滑らかな法ベクトル場である．

補題の証明 X を γ に沿った滑らかな法ベクトル場とする．〈X, γ′〉 = 0より

0 = d

dt
〈X, γ′〉 = 〈DtX, γ

′〉 + 〈X,Dtγ
′〉 = 〈DtX, γ

′〉

だから，DtX は γ に沿った滑らかな法ベクトル場である．また，Rm の反対称性（命題 7.12 (b)）より

〈R(V, γ′)γ′, γ′〉 = Rm(V, γ′, γ′, γ′) = 0

だから，R(V, γ′)γ′ は γ に沿った滑らかな法ベクトル場である．これで，主張が示された．

本題に入る．γ : [a, b] → M（a < b）を定値でない測地線分とし，V を γ に沿った区分的に滑らかな法ベク
トル場とする*27．W を γ に沿った区分的に滑らかな固有法ベクトル場として，V とW の両方に対する [a, b]
の許容分割 (a0, . . . , ak)をとると，命題 10.24より

I(V,W ) = −
∫ b

a

〈D2
tV +R(V, γ′)γ′,W 〉 dt−

k−1∑
i=1

〈∆iDtV,W |ai〉 (∗)

である．ただし，
∆iDt = DtV (a+

i ) −DtV (a−
i )

である．
V が Jacobi場ならば，上の状況で D2

tV +R(V, γ′)γ′ = 0かつ∆iDtV = 0だから，I(V,W ) = 0である．
逆に，γ に沿った任意の区分的に滑らかな固有法ベクトル場W に対して I(V,W ) = 0であるとして，V が

γ に沿った Jacobi場であることを示す*28．V に対する [a, b]の許容分割 (a0, . . . , ak)をとると，(∗)より，γ
に沿った任意の滑らかな固有法ベクトル場W に対して

−
∫ b

a

〈D2
tV +R(V, γ′)γ′,W 〉 dt−

k−1∑
i=1

〈∆iDtV,W |ai
〉 = 0 (∗∗)

*27 本には「定値でない」という条件は書かれていないが，γ が定値のとき「γ に沿った法ベクトル場」は定義されないから，この条
件は必要である．また，本では V は固有であるとしているが，以下の証明からわかるように，この条件は不要である．

*28 以下の証明からわかるように，「γ に沿った任意の滑らかな固有法ベクトル場W に対して I(V, W ) = 0である」と仮定するだけ
でも，V が γ に沿った Jacobi場であることが示せる．したがって，系 10.25の 2条件は，前文の鉤括弧で囲んだ条件とも同値で
ある．
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である．0 ≤ i < k を固定し，ϕ ∈ C∞(R)が suppϕ ⊆ (ai, ai+1)を満たすとして，上式でW = ϕ · (D2
tV +

R(V, γ′)γ′)（上の補題より，これは γ に沿った滑らかな法ベクトル場である）と置くと，

−
∫ ai+1

ai

ϕ · |D2
tV +R(V, γ′)γ′|2 dt = 0

を得る．|D2
tV +R(V, γ′)γ′|2 は 0以上の値をとる連続関数であり，上式が suppϕ ⊆ (ai, ai+1)を満たす任意

の ϕ ∈ C∞(R)に対して成り立つから，[ai, ai+1]上で D2
tV + R(V, γ′)γ′ = 0である．すなわち，V |[ai,ai+1]

は Jacobi場である．各 iに対してこれが成り立つから，(∗∗)は

−
k−1∑
i=1

〈∆iDtV,W |ai
〉 = 0

となる．0 ≤ i < k を固定し，W をW |ai
= ∆iDtV かつW |aj

= 0（j 6= i）となるようにとると，上式は

−|∆iDtV |2 = 0

となるから，∆iDtV = 0，すなわちDtV (a+
i ) = DtV (a−

i )である．各 iに対して V |[ai,ai+1] は Jacobi場だっ
たから，Jacobi方程式の解の一意性（命題 10.2）より，V は [a, b]全体で Jacobi場である．これで，主張が
示された．

解答 10.12

解答 10.13 γ : [a, b] → M を測地線分とする．γ([a, b])はコンパクトだから，ϵ > 0と γ([a, b])の開近傍 U

を，X が生成するフローが (−ϵ, ϵ) × U 上で定義されるようにとれる．このフローを (s, p) 7→ ϕs(p)と書く．
任意の s ∈ (−ϵ, ϵ)に対して，フローの一般論より ϕs(U)はM の開集合で ϕs は U から ϕs(U)への微分同相
を与えるが，X が Killing ベクトル場であることと命題 B.10 より ϕ∗

sg = g だから，より強く ϕs は U から
ϕs(U)への等長同型を与える．特に，ϕs ◦ γ は測地線である．したがって，

Γ (s, t) = ϕs(γ(t)) (s ∈ (−ϵ, ϵ), t ∈ [a, b])

で定まる写像 Γ : (−ϵ, ϵ) × [a, b] → M は γ の測地変分である．X の γ に沿った制限は，Γ の変分場に等しい
から，定理 10.1より Jacobi場である．

解答 10.14

解答 10.15

解答 10.16

解答 10.17

解答 10.18

解答 10.19

解答 10.20

解答 10.21
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解答 10.22 系 10.35の証明において，コンパクト連結 Riemann多様体M とその点 p ∈ M に対して，∂Bn

のいくつかの点を同一視して得られる Bn の商空間 X からM への同相写像を構成した．商写像 Bn → X に
よる 0 ∈ Bn の像をそのまま 0と書き，∂Bn の像を Y と書くと，そこで構成した同相写像は，0を pに，Y を
C に移す．そこで，C がM \ {p}にホモトピー同値であることを示すためには，Y が X \ {0}にホモトピー
同値であることをいえばよい．
f : ∂Bn → Bn \ {0}を包含写像，g : Bn \ {0} → ∂Bn を写像 x 7→ x/|x|とし，これらが誘導する連続写像

f : Y → X \ {0}，g : X \ {0} → Y を考える．f と gが互いに他のホモトピー逆であることを示す．まず，明
らかに g ◦ f = idX である．次に，idBn\{0} から f ◦ g へのホモトピー

(Bn \ {0}) × [0, 1] → Bn \ {0}, (x, t) 7→ (1 − t)x+ t
x

|x|

は (X \ {0}) × [0, 1]から X \ {0}への連続写像を誘導し，これが idX\{0} から f ◦ g へのホモトピーとなる．
よって，f と g は互いに他のホモトピー逆であり，したがって Y は X \ {0}にホモトピー同値である．

解答 10.23

解答 10.24

11 Comparison Theory
解答 11.1 与えられた極正規座標（polar normal coordinate）(θ1, . . . , θn−1, r)に関する偏微分を ∂i と書き
（∂n = ∂r である），対応する Christoffel記号を Γ kij と書く．また，便宜上 θn = r と置く．例 4.22より

∇2r =
n∑

i,j=1
(∂j∂ir − Γ kji∂kr) dθi ⊗ dθj

であり，これに ∂ir = δni と Γnji = −(1/2)∂ngji = −(1/2)∂rgij（系 6.42 (b)）を代入すれば，

∇2r = 1
2

n−1∑
i,j=1

∂rgij dθ
i ⊗ dθj

を得る．

解答 11.2

解答 11.3 W ∈ X(U)とし，∇F∇WF を 2通りの方法で評価する．まず，Hf = ∇F と Levi-Civita接続
∇が対称であることより，

∇F∇WF = ∇F (Hf (W ))
= (∇FHf )(W ) + Hf (∇FW )
= (∇FHf )(W ) + Hf (∇WF + [F,W ])
= (∇FHf )(W ) + H 2

f (W ) + ∇[F,W ]F

である．次に，曲率の定義と ∇FF = 0（定理 6.32）より，
∇F∇WF = ∇W∇FF + ∇[F,W ]F +R(F,W )F

= ∇[F,W ]F −R(W,F )F
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である．これら 2式を辺々引いて，

(∇FHf )(W ) + H 2
f (W ) +R(W,F )F = 0

を得る．よって，γ が F の積分曲線ならば

(DtHf )(W |γ(–)) + H 2
f (W |γ(–)) +Rγ′(W |γ(–)) = 0

である．これが任意のW ∈ X(U)に対して成り立つから，

DtHf + H 2
f +Rγ′ = 0

である．

解答 11.4 M の Riemann計量が定める距離を dと書く．
M が空ならば inj(M) = ∞ であり主張は明らかだから，M が空でない場合を考える．点 p ∈ M に対し
て単射半径 inj(p) を与える関数は連続だから（命題 10.37），M が空でなくコンパクトであることより，点
p ∈ M を inj(p) = inj(M) となるようにとれる．M のコンパクト性より，inj(p) < ∞ である．切断軌跡
Cut(p)はM の閉集合であり（定理 10.34 (a)），その pからの距離は inj(p)に等しいから（命題 10.36），ふ
たたびM のコンパクト性より，q ∈ Cut(p)を

d(p, q) = d(p,Cut(p)) = inj(p) = inj(M)

となるようにとれる．pから q への単位速最短測地線 γ をとる（系 6.21）．
inj(M) < min(πR,L/2)と仮定する．すると，γ の長さは πR未満だから，M の断面曲率に関する仮定と
共役点の比較定理（定理 11.12）より，γ は共役点をもたない．したがって，問題 10.23 (b)より，pを始点と
する単位速閉測地線 σ : [0, 2inj(M)] → M がとれる．inj(M) < L/2よりこの閉測地線の長さは L未満だが，
これは Lの定義に矛盾する．よって，背理法より，inj(M) ≥ min(πR,L/2)が成り立つ．

解答 11.5

解答 11.6

解答 11.7

12 Curvature and Topology
解答 12.1 準備として，次の補題を示す．

補題 M , M̂ はRiemann多様体であり，M は単連結であるとする．また，U はM の連結開集合，ϕ : U → M̂

は局所等長同型写像であり，ある点 p ∈ M が存在して，ϕは pを始点とする任意の道 γ : [0, 1] → M̂ に沿っ
て解析接続可能であるとする．このとき，ϕは局所等長同型写像 Φ : M → M̂ に拡張できる．

補題の証明 系 12.3の証明の前半で示されている（この部分に完備性は必要ない）．

本題に入る．M を定断面曲率をもつ単連結 Riemann多様体とし，それと同じ次元・同じ断面曲率をもつモ
デル Riemann多様体（Rn, Sn(R), Hn(R)）のいずれかを M̂ と置く．1点 p ∈ M を固定すると，系 10.15
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より，pの連結開近傍 U から M̂ の開集合への等長同型写像 ϕ : U → M̂ がとれる．Killing–Hopfの定理（定
理 12.4）の証明で示したように，この ϕは pを始点とする任意の道に沿って解析接続可能である（この部分に
完備性は必要ない）．よって，上の補題より，ϕは局所等長同型写像 Φ : M → M̂ に拡張できる．これで，主
張が示された．

解答 12.2 n ≥ 0を偶数として，ϕ ∈ SO(n+ 1)とする．ϕの特性多項式は実係数だから，ϕの（複素数の範
囲での）固有値を重複度込みで列挙すると λ1, . . . , λk, µ1, µ1, . . . , µl, µl（λi は実数，µj は実数でない複素
数，k + 2l = n+ 1）という形になる．一方で，ϕ ∈ SO(n+ 1)より detA = 1かつ Aの固有値はすべて絶対
値 1だから，

1 = detA = λ1 · · ·λk · µ1µ1 · · ·µlµl = λ1 · · ·λk

である．各 λi は ±1のいずれかだが，nが偶数であることと k + 2l = n+ 1より k は奇数だから，少なくと
も 1つの λi は 1に等しい．よって，ϕは固有値 1をもつから，ϕは Sn のある点を固定する．
次に，n ≥ 2を偶数として，n次元球空間形について考える．系 12.5より，n次元球空間形とは，あるR > 0
と Sn(R)に自由に作用する離散部分群 Γ ⊆ O(n+ 1)に対する Sn(R)/Γ に等長同型な Riemann多様体に他
ならない．この Γ を決定する．Γ が Sn(R)に自由に作用することと前段の結果より，Γ ∩ SO(n+ 1) = {I}
である（I は単位行列を表す）．ϕ ∈ Γ \ {I}とすると，ϕ2 ∈ Γ ∩ SO(n+ 1) = {I}だから ϕの（複素数の範
囲での）固有値は ±1のみだが，固有値 1をもつとすると Sn(R)のある点を固定してしまうから，結局 ϕの
固有値は −1 のみである．したがって，ϕ = −I となる．よって，Γ は {I} または {±I} である．前者の場
合，Sn(R)/Γ は単位球面 Sn の Riemann計量を R2 倍したものに等長同型であり，後者の場合，Sn(R)/Γ は
実射影空間 RPn の Riemann計量を R2 倍したものに等長同型である．

解答 12.3

解答 12.4

解答 12.5

解答 12.6 M の普遍被覆Riemann多様体 π : M̃ → M をとる．γ0, γ1 : [0, 1] → M はともに pから qへの測
地線分で，これらは道ホモトピックであるとする．γ0, γ1 の持ち上げ γ̃0, γ̃1 : [0, 1] → M̃ を始点が一致するよ
うにとると，これらは終点も一致する．さらに，これらは M̃ 上の測地線分である．M̃ は Cartan–Hadamard
多様体だから，命題 12.9 (c)より γ̃0 = γ̃1 であり，したがって

γ0 = π ◦ γ̃0 = π ◦ γ̃1 = γ1

である．これで，主張が示された．

解答 12.7 (a) 計量線型同型 Rn ∼= TCM を 1つ固定する．Cartan–Hadamardの定理（定理 12.8）より，
制限指数写像 expC : Rn ∼= TCM → M は微分同相写像である．これによって A, B, C を Rn の点と同一視
し（Cは原点に対応する），M の Riemann計量 g を引き戻して得られる Rn 上の Riemann計量をそのまま
g と書く．また，k ≤ 0に対して，定断面曲率 k のモデル Riemann多様体（Euclid空間または双曲空間）の
Riemann計量の制限指数写像による引き戻しによって得られる Rn 上の Riemann計量を，gk と書く*29．CA
間の距離，CB間の距離，および角度 ∠Cは，g と g0 どちらの Riemann計量でも変わらないから，通常の余

*29 cがすでに辺 ABの長さを表す記号として使われているから，代わりに k を用いる．
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弦定理より
dg0(A,B)2 = a2 + b2 − 2ab cos∠C

である．そこで，主張を示すためには，c = dg(A,B)と dg0(A,B)を比較すればよい．
g に関する A から B への（一意かつ最短な）測地線分 γ : [0, 1] → Rn をとる．計量の比較定理（定
理 11.10 (b)）より，Rn の各点で |–|g ≤ |–|g0 だから，

dg(A,B) = Lg(γ) =
∫ 1

0
|γ′(t)|g dt

≤
∫ 1

0
|γ′(t)|g0 dt

= Lg0(γ)
≤ dg0(A,B)

が成り立つ．
次に，g の断面曲率がすべて負であるとする．原点 0 ∈ Rn を中心とする開球 B（これは g に関して測地開
球である）を，γ([0, 1])を含むようにとる．B は相対コンパクトだから，その上での g の断面曲率はある定数
k < 0で上から抑えられる．計量の比較定理（定理 11.10 (b)）より，B の各点で |–|g ≤ |–|gk

だから，

dg(A,B) = Lg(γ) =
∫ 1

0
|γ′(t)|g dt

≤
∫ 1

0
|γ′(t)|gk

dt

<

∫ 1

0
|γ′(t)|g0 dt (∗)

= Lg0(γ)
≤ dg0(A,B)

が成り立つ．ここで，真の不等号 (∗)は，A 6= C = 0と γ′(t) 6= 0より |γ′(0)|gk
< |γ′(0)|g0 であることと，被

積分関数の連続性から従う．
(b) (a)より，

cos∠A ≥ b2 + c2 − a2

2bc
, cos∠B ≥ c2 + a2 − b2

2ca
, cos∠C ≥ a2 + b2 − c2

2ab
(∗∗)

である．一方で，距離 dg に対する三角不等式より，3 点 A′, B′, C′ ∈ R2 を，Euclid 計量に関する距離が
B′C′ = a，C′A′ = b，A′B′ = cとなるようにとれる．この（退化しているかもしれない）三角形4A′B′C′ に
ついては，通常の余弦定理より

cos∠A′ = b2 + c2 − a2

2bc
, cos∠B′ = c2 + a2 − b2

2ca
, cos∠C′ = a2 + b2 − c2

2ab
(∗∗∗)

が成り立つ．(∗∗), (∗∗∗)より ∠A ≤ ∠A′，∠B ≤ ∠B′，∠C ≤ ∠C′ だから，

∠A + ∠B + ∠C ≤ ∠A′ + ∠B′ + ∠C′ = π

が成り立つ．
g の断面曲率がすべて負ならば，(∗∗)において真の不等号が成り立つから，上と同様の議論により

∠A + ∠B + ∠C < ∠A′ + ∠B′ + ∠C′ = π
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を得る．

解答 12.8 M または N が単連結ならば，系 12.12より，M ×N には非正断面曲率の Riemann計量は入ら
ない．一方で，M , N がともに単連結でなければ，それぞれの基本群の非自明な（有限または無限）巡回部分
群 G ⊆ π1(M)，H ⊆ π1(N)がとれる．すると，π1(M × N) ∼= π1(M) × π1(N)は G × H に同型な部分群
をもち，これは可換だが自明でも Zに同型でもない．よって，Preissmanの定理（定理 12.19）の対偶より，
M ×N には負断面曲率の Riemann計量は入らない．これで，主張が示された．

解答 12.9

解答 12.10

解答 12.11 M̃ の Riemann計量が定める距離を dと書く．
(a) x = π(p) と置き，均等に被覆される x の連結開近傍 U をとる．q ∈ π−1({x}) に対して q を含む

π−1(U)の連結成分を Uq と書くと，異なる q ∈ π−1({x})に対する Uq は交わらず，π は各 Uq から U への等
長同型を与える．そこで，ϵ > 0 を十分小さくとって Bϵ(x) が U に含まれる測地開球となるようにすれば，
任意の q ∈ π−1({x}) に対して Bϵ(q) ⊆ Uq となる．このとき，異なる q ∈ π−1({x}) に対する Bϵ(q) は交
わらない．Autπ(M̃)は π−1({x})に自由に作用するから，任意の異なる 2元 ψ1, ψ2 ∈ Autπ(M̃)に対して，
Bϵ(ψ1(p))と Bϵ(ψ2(p))は交わらない．

(b) 任意の ϕ ∈ Iso(M̃)に対して d(p, ϕ−1(p)) = d(ϕ(p), p) = d(p, ϕ(p))だから，S に S の元の逆元を付
け加えても，D の値は変わらない．そこで，一般性を失わず，S は逆元をとる操作で閉じていると仮定する．
このとき，長さmの ψ ∈ Γ は ψ = ϕi1 ◦ · · · ◦ ϕim（各 ik は {1, . . . , N}の元）と表せるから，

d(p, ψ(p)) ≤ d(p, ϕi1(p)) + d(ϕi1(p), ϕi1 ◦ ϕi2(p)) + d(ϕi1 ◦ · · · ◦ ϕim−1(p), ϕi1 ◦ · · · ◦ ϕim(p))
= d(p, ϕi1(p)) + d(p, ϕi2(p)) + · · · + d(p, ϕim(p))
≤ mD

が成り立つ．よって，三角不等式より，Bϵ(ψ(p)) ⊆ BmD+ϵ(p)である．
(c) たかだか長さmの Γ の元全体の集合を S≤m と書き，その元の個数を Nm と置く．(a), (b)より，

∑
ψ∈S≤m

Vol(Bϵ(ψ(p))) = Vol

 ⋃
ψ∈S≤m

Bϵ(ψ(p))

 ≤ Vol(BmD+ϵ(p)) (∗)

である．(∗)の最左辺と最右辺をそれぞれ評価する．ϵのとり方から各測地開球 Bϵ(ψ(p))は Bϵ(x)に等長同
型だから，C = Vol(Bϵ(x)) > 0と置くと，∑

ψ∈S≤m

Vol(Bϵ(ψ(p))) = CNm (∗∗)

である．一方で，M̃ は M と同様に非負の Ricci 曲率をもつから，Bishop–Gromov の体積比較定理（定
理 11.19）より，Euclid空間 Rn における半径 r の開球の体積を V (r)と置くと，

Vol(BmD+ϵ(p)) ≤ V (mD + ϵ) (∗∗∗)

である．(∗∗), (∗∗∗)を (∗)に代入して，

CNm ≤ V (mD + ϵ)
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を得る．C > 0であり，V (r)は rn に比例するから，Nm はmn の定数倍で上から抑えられる．これで，主張
が示された．

解答 12.12 連結成分ごとに考えればよいから，コンパクト連結多様体M について主張を示せばよい．M の
普遍被覆多様体 π : M̃ → M をとる．M はコンパクトだからM 上の Riemann計量はすべて完備であり，し
たがってその π による引き戻しは M̃ 上の完備 Riemann計量であることに注意する（系 6.24）．
M 上の Riemann計量 g1 が正定値の Ricci曲率をもつとすると，M のコンパクト性より，ある R > 0が存
在して任意の単位接ベクトル v に対して Rc(v, v) ≥ (n− 1)/R2 となる．その引き戻し π∗g1 も同様の不等式
を満たすから，Myersの定理（定理 12.24）より，M̃ はコンパクトである．一方で，M 上の Riemann計量
g2 が非正の断面曲率をもつとすると，その引き戻し π∗g2 も非正の断面曲率をもつから，Cartan–Hadamard
の定理（定理 12.8）より，M̃ は Rn に同相である．この 2つは同時には成り立たない．よって，M に正定値
の Ricci曲率をもつ Riemann計量と非正の断面曲率をもつ Riemann計量とがともに入ることはない．

解答 12.13
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