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概要
フィルタを用いた極限の定式化について解説する．
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記号と用語
• X を位相空間とする．点 x ∈ X の近傍フィルタ（近傍全体のなすフィルタ）を，NX (x) あるいは単に
N(x)と書く．

• X を位相空間とする．X の任意の 1点集合が閉であれば，X は T1 であるという．X の任意の異なる 2
点が開集合で分離できるならば，X は T2 であるという．X の任意の点とそれを含まない閉集合とが開
集合で分離できるならば，X は正則であるという．正則かつ T1 なる位相空間は T3 であるという．

• X を集合，{Yi}i∈I を位相空間族，{ϕi : X → Yi}i∈I を写像族とする．すべての ϕi を連続にするような
X 上の最小の位相を，{ϕi}i∈I が誘導する X 上の始位相という．

• 位相空間 X の点 x ∈ X が孤立点であるとは，1点集合 {x}が X の開集合であることをいう．

1 フィルタ
フィルタに関する必要事項を，本節にまとめておく．詳しくは，「フィルタのノート」を参照のこと．

定義 1.1（フィルタ） 集合 X の部分集合族 Fが次の条件を満たすとき，Fは X 上のフィルタであるという．
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(F1) F ∈ Fかつ F ⊆ F ′ ⊆ X ならば F ′ ∈ Fである．
(F2) F0, . . . , Fn−1 ∈ Fならば F0 ∩ · · · ∩ Fn−1 ∈ Fである（特に X ∈ Fである）．

P(X)を X 上の自明なフィルタという．自明でないフィルタを真フィルタという．

集合 X の部分集合族 Bに対して，Bを含む X 上のフィルタのうち最小のものを，Bが生成するフィルタと
いう．

定義 1.2（逆像フィルタ‧像フィルタ） X , Y を集合， f : X → Y を写像とする．

(1) Y 上のフィルタGに対して，X 上のフィルタ

f −1(G) = {A ⊆ X | ある G ∈ Gが存在して f −1(G) ⊆ A}

をGの f による逆像フィルタという．
(2) X 上のフィルタ Fに対して，Y 上のフィルタ

f (F) = {B ⊆ Y | f −1(B) ∈ F}

を Fの f による像フィルタという．

命題 1.3 X , Y を集合，F を X 上のフィルタ， f : X → Y とする．F が真フィルタならば， f (F)も真フィル
タである． □

命題 1.4 X , Y , Z を集合， f : X → Y，g : Y → Z とする．

(1) Z 上のフィルタ Hに対して， f −1(g−1(H)) = (g ◦ f )−1(H)である．
(2) X 上のフィルタ Fに対して，g( f (F)) = g ◦ f (F)である． □

命題 1.5 X , Y を集合， f : X → Y を写像とする．Y 上のフィルタ G に対して， f ( f −1(G)) ⊇ G である．
f ( f −1(G)) =Gであるための必要十分条件は， f (X) ∈ Gである．

証明
f ( f −1(G)) = {B ⊆ Y | ある G ∈ Gが存在して f −1(G) ⊆ f −1(B)}

である． f ( f −1(G)) ⊇ G は明らかである．後半の主張を示す． f (X) ∈ f ( f −1(G)) だから， f ( f −1(G)) = G な
らば f (X) ∈ G である．逆に， f (X) ∈ G とする．B ∈ f ( f −1(G)) を任意にとると， f −1(B) ∈ f −1(G) だから，
ある G ∈ Gが存在して f −1(G) ⊆ f −1(B)となる．このとき G ∩ f (X) = f ( f −1(G)) ⊆ B であり，仮定より G,
f (X) ∈ Gだから，B ∈ Gである．よって， f ( f −1(G)) ⊆ Gであり，前半の主張と合わせて f ( f −1(G)) = Gを
得る． □

定義 1.6（相対フィルタ） X を集合，X ′ ⊆ X とする．X 上のフィルタ Fに対して，

F |X′ = {F ∩ X ′ | F ∈ F}

を Fが誘導する X ′ 上の相対フィルタという．

Fの相対フィルタは，包含写像による Fの逆像フィルタに等しい．
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定義 1.7（積フィルタ） {Xi}i∈I を集合族とし，各 i ∈ I に対してFi を Xi 上のフィルタとする．
∏

i∈I Xi の部
分集合族 {∏

i∈I
Fi

����� すべての i ∈ I に対して Fi ∈ Fi，有限個の i ∈ I を除いて Fi = Xi

}
が生成するフィルタを，{Fi}i∈I の積フィルタといい，

∏
i∈I Fi と書く．F0, . . . , Fn−1 の積フィルタを，

F0 × · · · ×Fn−1 とも書く．

2 真フィルタの極限
定義 2.1（真フィルタの極限点‧接触点） X を位相空間，Fを X 上の真フィルタとする．

(1) Fが点 x ∈ X の近傍フィルタ N(x)よりも細かいとき，x はFの極限点である，あるいはFは x に収束
するという．Fの極限点全体の集合を，limFと書く．

(2) 任意の元 F ∈ Fが点 x ∈ X を接触点とする（すなわち x ∈ ⋂
F ∈F F である）とき，x はFの接触点であ

るという．Fの接触点全体の集合を，adhFと書く．

命題 2.2 X を位相空間，F,Gを X 上の真フィルタとする．F ⊆ Gであるとき，次が成り立つ．

(1) limF ⊆ limGである．すなわち，Fの極限点はGの極限点でもある．
(2) adhF ⊇ adhGである．すなわち，Gの接触点は Fの接触点でもある． □

命題 2.3 位相空間上の真フィルタ F について，limF ⊆ adhF である．すなわち，極限点は常に接触点で
ある．

証明 x ∈ limFならば N(x) ⊆ Fだから，任意の N ∈ N(x)と任意の F ∈ Fは交わりをもつ．すなわち，任意
の F ∈ Fに対して x ∈ F だから，x ∈ adhFである．よって，limF ⊆ adhFである． □

命題 2.4 位相空間 X 上の真フィルタ F が点 x ∈ X を接触点にもつための必要十分条件は，F より細かい真
フィルタであって x に収束するものが存在することである．

証明 次の同値関係から従う．

x ∈ adhF ⇐⇒ N(x)の任意の元が Fの任意の元と交わる
⇐⇒ N(x) ∪Fが有限交叉性をもつ
⇐⇒ N(x) ∪Fを含む真フィルタが存在する
⇐⇒ x に収束する Fより細かい真フィルタが存在する. □

系 2.5 位相空間上の極大フィルタM について，limM = adhM である． □

命題 2.6 X を位相空間，A ⊆ X とする．点 x ∈ X に対して，次の 2条件は同値である．

(a) x ∈ Aである．
(b) X 上の真フィルタ Fであって，Aを元にもち，x に収束するものが存在する．

証明 (a) =⇒ (b) x ∈ Aならば，x の任意の近傍は Aと交わる．すなわち，N(x) ∪ {A}は有限交叉性をもつ．
そこで，N(x) ∪ {A}が生成する真フィルタを考えれば，これは Aを元にもち，x に収束する．
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(b) =⇒ (a) A ∈ Fかつ x ∈ limFならば，x ∈ limF ⊆ adhF ⊆ Aである（命題 2.3）． □

命題 2.7 位相空間 X , Y の間の写像 f : X → Y と点 x ∈ X に対して，次の 3条件は同値である．

(a) f は x において連続である．
(b) f (N(x))は f (x)に収束する．
(c) X 上の真フィルタ Fについて，Fが x に収束するならば f (F)は f (x)に収束する．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 条件 (b)は，任意の N ∈ N( f (x))に対して f −1(N) ∈ N(x)であることを意味するが，これ
は f の x における連続性の定義そのものである．

(b) =⇒ (c) (b)は f (N(x)) ⊇ N( f (x))を意味し，(c)は「F ⊇ N(x)ならば f (F) ⊇ N( f (x))」を意味する．(b)
が成り立てば，F ⊇ N(x)のとき f (F) ⊇ f (N(x)) ⊇ N( f (x))となり，したがって (c)が成り立つ．

(c) =⇒ (b) (c)で F = N(x)と置けば (b)が従う． □

命題 2.8 X を集合，{Yi}i∈I を位相空間族とし，写像族 {ϕi : X → Yi}i∈I が誘導する始位相によって X を位相
空間とみなす．このとき，X 上の真フィルタ Fと点 x ∈ X に対して，次の 2条件は同値である．

(a) Fは x に収束する．
(b) すべての i ∈ I に対して，ϕi(F)は ϕi(x)に収束する．

証明 次の同値関係から従う．

(a) ⇐⇒ 任意の近傍 N ∈ NX (x)に対して N ∈ F
⇐⇒ 任意の i ∈ I と近傍 N ′ ∈ NYi (ϕi(x))に対して，ϕ−1

i (N ′) ∈ F (∗)
⇐⇒ 任意の i ∈ I と近傍 N ′ ∈ NYi (ϕi(x))に対して，N ′ ∈ ϕi(F)
⇐⇒ (b).

同値関係 (∗)は，ϕ−1
i (N ′)（i ∈ I，N ′ ∈ NYi (ϕi(x))）と表される集合全体が NX (x)の準フィルタ基であること

による． □

系 2.9 X を位相空間，Aをその部分空間，ι : A → X を包含写像とする．

(1) A上の真フィルタ F と点 x ∈ Aについて，x ∈ limF であるための必要十分条件は，x ∈ lim ι(F) であ
る．さらに，Aが X の閉部分空間ならば，limF = lim ι(F)が成り立つ．

(2) X 上の真フィルタGが A上に相対真フィルタG|A を誘導するとする．このとき，点 x ∈ Aについて，
x ∈ limG ならば x ∈ limG|A である．さらに，A が X の閉部分空間ならば，limG|A ⊇ limG が成り
立つ．

証明 (1) 前半は命題 2.8から従う．前半の結果は limF = lim ι(F) ∩ Aとも書けるので，Aが閉部分空間な
らば lim ι(F) ⊆ adh ι(F) ⊆ A = Aであることに注意すれば，後半も従う．

(2) ι(G|A) = ι(ι−1(G)) ⊇ Gより lim ι(G|A) ⊇ limGであることに注意すれば，(1)から従う． □

系 2.10 {Xi}i∈I を位相空間族とする．積空間
∏

i∈I Xi 上の真フィルタ F と点 x = (xi)i∈I ∈ ∏
i∈I Xi に対し

て，次の 2条件は同値である．

(a) Fは x に収束する．
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(b) すべての i ∈ I に対して，pi(F)は xi に収束する（pi : X → Xi は射影とする）．

証明 命題 2.8から従う． □

3 写像の極限
定義 3.1（写像の極限） X を集合，Y を位相空間， f : X → Y を写像，Fを X 上の真フィルタとする．像フィ
ルタ f (F)の極限点・接触点を， f の F による極限値・接触値といい，それら全体の集合をそれぞれ

lim
F

f あるいは lim
x→F

f (x),

adh
F

f あるいは adh
x→F

f (x)

と書く．X が位相空間であるとき，点 x ∈ X の近傍フィルタ N(x)による f の極限値・接触値を， f の x にお
ける極限値・接触値といい，それら全体の集合をそれぞれ

lim
x

f あるいは lim
y→x

f (y),

adh
x

f あるいは adh
y→x

f (y)

と書く．

F が部分集合 A ⊆ X 上に相対真フィルタ F |A を誘導するとする．このとき，写像 f : A → Y の F |A によ
る極限値・接触値を，単に f の Fによる極限値・接触値といい，記号においても単に limF f などと書く．特
に，X が位相空間であって NX (x) が A ⊆ X 上の相対真フィルタ NX (x)|A を定めるとき，写像 f : A → Y の
NX (x)|A による極限値・接触値を，単に f の x における極限値・接触値といい，記号においても単に limx f

などと書く．
写像 f : X → Y と X 上のフィルタFがあり，Fが A ⊆ X 上に相対真フィルタF |Aを定めるとする．このと
き，制限写像 f |Aの F |Aによる極限値・接触値を， f の A内での極限値・接触値という．
NX (x)|Aが A上の相対真フィルタであるための必要十分条件は，x ∈ Aである．また，相対位相の定義から
容易にわかるように，x ∈ Aのときは NX (x)|A = NA(x) である．そのため，以下では NX (x)|A を（x < Aで
あっても）単に NA(x)と書く．

命題 3.2 X を集合，Y を位相空間， f : X → Y を写像とする．X 上の真フィルタ Fと点 y ∈ Y について，次
が成り立つ．

(1) y ∈ limF f であるための必要十分条件は，任意の N ∈ N(y)に対して f −1(N) ∈ Fとなることである．
(2) y ∈ adhF f であるための必要十分条件は，任意の N ∈ N(y)に対して f −1(N)が F の任意の元と交わり
をもつことである．

証明 それぞれ，次の同値関係から従う．

y ∈ limF f ⇐⇒ 任意の N ∈ N(y)に対して N ∈ f (F)
⇐⇒ 任意の N ∈ N(y)に対して f −1(N) ∈ F,

y ∈ adhF f ⇐⇒ 任意の N ∈ N(y)と F ∈ Fに対し，N ∩ f (F) , ∅
⇐⇒ 任意の N ∈ N(y)と F ∈ Fに対し， f −1(N) ∩ F , ∅. □
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命題 3.3 X を集合，Y を位相空間とする．X 上の真フィルタ F と写像 f : X → Y に対して，limF f ⊆
adhF f ⊆ f (X)が成り立つ．

証明 命題 2.3より limF f ⊆ adhF f であり， f (X) ∈ f (F)より adhF f ⊆ f (X)である． □

命題 3.4 X を集合，A ⊆ X，Y を位相空間， f : X → Y とする．また，F は X 上の真フィルタであって，A

上に相対真フィルタを誘導するとする．

(1) limF f |A ⊇ limF f である．すなわち，X における極限値は Aにおける極限値でもある．
(2) adhF f |A ⊆ adhF f である．すなわち，Aにおける接触値は X における接触値でもある．

(1)，(2)ともに，A ∈ Fならば等号が成り立つ．

証明 ι : A → X を包含写像とする． f |A(F |A) = f (ι(ι−1(F))) ⊇ f (F)（命題 1.5）だから，主張は命題 2.2から
従う．A ∈ Fならば ι(ι−1(F)) = Fであり（命題 1.5），等号が成り立つ． □

命題 3.5 位相空間 X , Y の間の写像 f : X → Y と点 x ∈ X について，次の条件 (a)と (b)は同値である．さら
に，x が孤立点でなければ，これらは (c)とも同値である．

(a) f は x において連続である．
(b) f (x) ∈ limx f である．
(c) f (x) ∈ limx f |X\{x } である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 命題 2.7のいいかえにすぎない．
(b) =⇒ (c) 命題 3.4から従う．
x が孤立点でないとして (c) =⇒ (b) を示す． f (NX\{x }(x)) の各元は， f (NX (x)) のある元あるいはそ

こから 1 点 f (x) を取り除いたものに等しい．一方で，NY ( f (x)) の各元は必ず f (x) を含む．したがっ
て，NY ( f (x)) ⊆ f (NX\{x }(x)) ならば NY ( f (x)) ⊆ f (NX (x)) である．すなわち， f (x) ∈ limx f |X\{x } ならば
f (x) ∈ limx f である． □

命題 3.6 X を集合，Y, Z を位相空間，F を X 上の真フィルタ， f : X → Y，g : Y → Z とする．y ∈ limF f

かつ g が y で連続ならば，g(y) ∈ limF(g ◦ f )である．

証明 y ∈ limF f より f (F) ⊇ N(y)，したがって g( f (F)) ⊇ g(N(y)) である．一方で，g が y で連続だから
g(y) ∈ limy g となり（命題 3.5），したがって g(N(y)) ⊇ N(g(y)) である．よって g( f (F)) ⊇ N(g(y)) だから，
g(y) ∈ limF(g ◦ f )である． □

4 フィルタに伴う位相空間
定義 4.1（フィルタに伴う位相空間） X を集合，Fを X 上のフィルタとする．X̃ = X ∪ {∞}（∞は X に属さ
ない 1点）とし，各点 x ∈ X̃ に対して N(x)を次のように定める．

N(x) = {N ⊆ X̃ | x ∈ N} (x ∈ X),
N(∞) = {F ∪ {∞} | F ∈ F}
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すると，この N は近傍写像の条件を満たすから，これによって X̃ 上に位相が定まる．この位相空間 X̃ を，
フィルタ F に伴う位相空間という．

Fを集合 X 上のフィルタとする．Fに伴う位相空間 X̃ = X ∪ {∞}は，X 上に離散位相を誘導する．点∞の
近傍フィルタが誘導する X 上の相対フィルタを考えると，これは Fに等しい．

命題 4.2 X を集合，Fを X 上のフィルタ，X̃ を Fに伴う位相空間とする．X が X̃ において稠密であるため
の必要十分条件は，Fが真フィルタであることである．

証明 X が X̃ = X ∪ {∞}において稠密であることは，∞の任意の近傍が X と交わることと同値である．∞の
近傍フィルタは {F ∪ {∞} | F ∈ F} だから，これは結局 F が ∅ を含まないこと，すなわち F が真フィルタで
あることと同値である． □

命題 4.3 X を集合，Y を位相空間， f : X → Y を写像とする．X 上の真フィルタ F と点 y ∈ Y について，
y ∈ limF f であるための必要十分条件は，Fに伴う位相空間 X̃ = X ∪ {∞}から Y への写像

f̃ (x) =
{

f (x) (x ∈ X)
y (x = ∞)

が連続であることである．

証明 X は X̃ の部分空間として離散だから， f̃ は X の各点においては常に連続である．一方で， f̃ が∞で連
続であるとは任意の N ∈ N(y)に対して f̃ −1(N)が ∞の近傍になること，すなわち f −1(N) ∈ F となることで
ある．命題 3.2より，これは y ∈ limF f と同値である． □

5 極限と分離性
命題 5.1（T2 空間における極限点の一意性） 位相空間 X 上の任意の真フィルタの極限点がたかだか 1つであ
るための必要十分条件は，X が T2 であることである．

証明 次の同値関係から従う．

x と y をともに極限点とする真フィルタは存在しない
⇐⇒ N(x)と N(y)をともに含む真フィルタは存在しない
⇐⇒ N(x) ∪ N(y)は有限交叉性をもたない
⇐⇒ U ∈ N(x)と V ∈ N(y)であって互いに交わらないものが存在する
⇐⇒ x と y は分離される □

このことから，T2 空間上の真フィルタの極限点集合や，T2 空間への写像の極限値集合は，1点集合または空
集合となる．そのため以下では，T2 空間における極限について考える場合，limF = {x}や limF f = {x}の代
わりに limF = x や limF f = x とも書く．

命題 5.2 X を T2 空間，F を X 上の真フィルタ，x ∈ X とする．F が x に収束するならば，F より細かい任
意の真フィルタGについて，limG = x である．

7



証明 Fが x に収束し，F ⊆ Gとすると，x ∈ limF ⊆ limGとなる（命題 2.2）．ところが，X の T2 性よりG
の極限点はたかだか一意だから（命題 5.1），limG = x を得る． □

系 5.3 T2 空間 X 上の真フィルタ Fが点 x ∈ X に収束するならば，x は Fの唯一の接触点である．

証明 Fの接触点全体の集合は，Fよりも細かいある真フィルタの極限点になっているような点全体の集合と
一致していた（命題 2.4）．いま，F が x に収束するとすると，F よりも細かい任意の真フィルタGについて
limG = x だから（命題 5.2），x が Fの唯一の接触点となる． □

命題 5.4 X を集合，A ⊆ X，Y を T2 空間， f : X → Y を写像とする．Fは X 上の真フィルタであって，A上
の相対真フィルタを誘導するとする．x ∈ limF f ならば，limF f |A = x である．

証明 x ∈ limF f とすると，x ∈ limF f ⊆ limF f |A となる（命題 3.4 (1)）．ところが，Y の T2 性より極限値
limF f |Aはたかだか一意だから（命題 5.1），limF f |A = x を得る． □

T1 空間においては，極限は一意性は必ずしも成り立たないが，次のことがいえる．

命題 5.5 X を T1 空間，Fを X 上の真フィルタ，x ∈ X とする．任意の F ∈ Fが x を含むならば，Fの極限
点としてありうるのは x のみである．

証明 x とは異なる点 y ∈ X をとると，T1 性より，x を含まない y の近傍 U がとれる．U ∈ N(y)だが U < F

なので，Fは y には収束しない．よって，Fの極限点としてありうるのは x のみである． □

系 5.6 X を位相空間，Y を T1 空間とし， f : X → Y を写像とする． f の x ∈ X における極限点としてありう
るのは， f (x)のみである．

証明 f (N(x))のすべての元は f (x)を含むから，主張は命題 5.5から従う． □

系 5.7 X を位相空間，Y を T1 空間， f : X → Y，x ∈ X とする．次の 4条件は同値である．

(a) f は x において連続である．
(b) f (x) ∈ limx f である．
(c) limx f = { f (x)}である．
(d) x における f の極限値が存在する（limx f , ∅である）．

証明 (a) ⇐⇒ (b) 命題 3.5ですでに示した．
(b) ⇐⇒ (c) ⇐⇒ (d) Y の T1 性より，limx f は空集合か { f (x)}かのどちらかである（系 5.6）．ここから同
値性が従う． □

6 拡張定理と二重極限定理
定理 6.1（拡張定理） X を位相空間，Aをその稠密集合，Y を T3 空間とする．このとき，写像 f : A → Y に
ついて，次の 2条件は同値である．

(a) f の連続な拡張 f̃ : X → Y が存在する．
(b) 任意の点 x ∈ X に対して， f の x における極限値が存在する（limx f , ∅である）．
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この条件が満たされるとき， f の連続な拡張 f̃ : X → Y は一意であり，任意の x ∈ X に対して

f̃ (x) = lim
x

f

が成り立つ．

証明 (a) =⇒ (b) f̃ : X → Y が f の連続な拡張であるとする．点 x ∈ X を任意にとる． f̃ の連続性と命
題 3.5より f̃ (x) ∈ limx f̃ であり，命題 3.4 (1)より limx f = limx f̃ |A ⊇ limx f̃ だから，極限値 limx f は存在
する．

(b) =⇒ (a) 任意の x ∈ X に対して極限値 limx f が存在するとする．写像 f̃ : X → Y を，x ∈ X に対して

f̃ (x) = lim
x

f

とすることで定める．系 5.7より x ∈ Aに対しては limx f = f (x)だから， f̃ は f の拡張である．
このように定めた写像 f̃ : X → Y が連続であることを示す．正則空間 Y の各点においては「開近傍の閉包」
全体が近傍基をなすから，任意の点 x ∈ X と開近傍 V ∈ NY ( f̃ (x)) に対して， f̃ −1(V) ∈ NX (x) であることを
示せば十分である． f̃ の定義より V ∈ NY ( f̃ (x)) ⊆ f (NA(x))だから f −1(V) ∈ NA(x)であり，U ∩ A ⊆ f −1(V)
を満たす開近傍 U ∈ NX (x) が存在する．このとき U ⊆ f −1(V) であることを示そう．点 x ′ ∈ U を任意にと
る．U ∩ A ∈ NA(x ′)だから f (U ∩ A) ∈ f (NA(x ′)) = limx′ f，したがって limx′ f ⊆ f (U ∩ A)である．さらに，
U ∩ A ⊆ f −1(V)より f (U ∩ A) ⊆ V だから，

f̃ (x ′) ∈ lim
x′

f ⊆ f (U ∩ A) ⊆ V,

したがって x ′ ∈ f̃ −1(V)である．よって，U ⊆ f̃ −1(V)が成り立つので， f̃ −1(V)は x の近傍である．
後半の主張は，等式延長の原理と上記の f̃ の構成から従う． □

定理 6.2（二重極限定理） X0, X1 を集合，Y を T3 空間， f : X0 × X1 → Y とする．また，F0, F1 をそれぞれ
X0, X1 上の真フィルタとする．極限値

• lim(x0 ,x1)→F0×F1 f (x0, x1)および
• 任意の x0 ∈ X0 に対して limx1→F1 f (x0, x1)

が存在するとき，極限値 limx0→F0 limx1→F1 f (x0, x1)が存在して，

lim
(x0 ,x1)→F0×F1

f (x0, x1) = lim
x0→F0

lim
x1→F1

f (x0, x1)

が成り立つ．

証明 X̃0 = X0∪{∞0}，X̃1 = X1∪{∞1}をそれぞれ X0, X1上の真フィルタF0,F1に伴う位相空間とし，X̃0× X̃1

の部分空間
X = (X0 × X1) ∪ (X0 × {∞1}) ∪ {(∞0,∞1)}

を考える．X0 × X1 が X において稠密であることに注意する．
フィルタに伴う位相空間の定義より，X の各点の（X における）近傍基として，

B(x0, x1) = {(x0, x1)} (x0 ∈ X0, x1 ∈ X1),
B(x0,∞1) = {{x0} × (F1 ∪ {∞1}) | F1 ∈ F1} (x0 ∈ X0),
B(∞0,∞1) = {(F0 × (F1 ∪ {∞1})) ∪ {(∞0,∞1)} | F0 ∈ F0, F1 ∈ F1}
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がとれる．したがって，

lim
(x0 ,x1)

f = f (x0, x1) (x0 ∈ X0, x1 ∈ X1),

lim
(x0 ,∞1)

f = lim
x1→F1

f (x0, x1) (x0 ∈ X0),

lim
(∞0 ,∞1)

f = lim
(x0 ,x1)→F0×F1

f (x0, x1)

である．いま，条件によって右辺が存在することは保証されているから，拡張定理（定理 6.1）より，
f : X0 × X1 → Y の連続な拡張 f̃ : X → Y が一意に存在し， f̃ (x) = limx f（x ∈ X）を満たす．
さて，

lim
x1→F1

f (x0, x1) = lim
(x0 ,∞1)

f = f̃ (x0,∞1) (x0 ∈ X0)

である．また，点 (∞0,∞1)の近傍フィルタが X0 × {∞1}上に誘導する相対フィルタは，X0 × {∞1}を X0 と同
一視すれば，真フィルタ F0 に等しい．したがって， f̃ の連続性と命題 3.4 (1)より，

lim
x0→F0

f̃ |X0×{∞1 }(x0,∞1) = lim
(∞0 ,∞1)

f̃ |X0×{∞1 } = f̃ (∞0,∞1)

である．以上より，次が成り立つ．

lim
x0→F0

lim
x1→F1

f (x0, x1) = lim
x0→F0

f̃ (x0,∞1) = f̃ (∞0,∞1)

一方で，
lim

(x0 ,x1)→F0×F1
f (x0, x1) = lim

(∞0 ,∞1)
f = f̃ (∞0,∞1)

だから，主張は示された． □
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