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概要
確率論の基本事項をまとめた．後半では，大数の強法則と中心極限定理を証明する．
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記号と用語
• 自然数，実数，複素数全体の集合を，それぞれ N, R, C と書く．0 は自然数に含める．また，R≥0 =

[0, ∞)，R≥0 = [0, ∞]と書く．
• 位相空間は，常に Borel集合族によって可測空間とみなす．位相空間上の測度とは，常に Borel測度の
ことをいう．

• 積分値 ∫ f dµを，µ(f)とも書く．
• 集合 Ω を考えているとき，その部分集合 Aの特性関数を χA と書く．
• 位相空間の部分集合 Aに対して，その閉包を A，内部を A◦，境界を ∂Aと書く．
• 距離 dに関する中心 x，半径 r の閉球を Bd(x; r)，開球を B◦

d(x; r)と書く．
• V を有限次元実線型空間とするとき，V ∗ と V の間，および V ∗ ⊗ V ∗ と V ⊗ V の間の自然なペアリン
グを，ともに 〈–, –〉と書く．

1 確率変数
1.1 確率空間と確率変数
定義 1.1（確率空間） 可測空間 (Ω,A)上の全測度 1の（正値）測度 P を，(Ω,A)上の確率測度（probability）
という．このとき，測度空間 (Ω,A, P )を，確率空間（probability space）といい，可測集合 A ∈ Aを，この
確率空間における事象（event）という．

確率空間 (Ω,A, P )における事象 Aに対して，P (A)を，「Aの確率」や「Aが起こる確率」という．また，
確率空間を考えているときには，「ほとんど至るところで⋯⋯が成り立つ」という代わりに，「ほとんど確実に
（almost surely, a.s.）⋯⋯が成り立つ」ということが多い．

定義 1.2（確率変数） 確率空間 (Ω,A, P )から可測空間 (E,B)への可測写像X : Ω → E を，(Ω,A, P )上の
E に値をとる（あるいは，単に E 値）確率変数（random variable）という．このとき，P の X による像測
度 X∗P を，確率変数 X の分布（distribution）という．

Rに値をとる確率変数を実確率変数，Cに値をとる確率変数を複素確率変数という．
X を確率空間 (Ω,A, P )上の確率変数とするとき，しばしば，{ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B}を {X ∈ B}と略記し
たり，P ({ω ∈ Ω | X(ω) ∈ B})を P (X ∈ B)と略記したりする*1．
確率変数 X の分布が µであることを，「X は分布 µに従う」ともいう*2．同じ可測空間に値をとる確率変
数の族 (Xi)i∈I の分布が等しいことを，(Xi)i∈I は同分布（identically distributed）であるという．確率変数
が列挙されている場合には，「X と Y は同分布である」，「X0, X1, . . . は同分布である」などといういい方も
する．

命題 1.3 (Ω,A, P )を確率空間とする．

*1 このような記法の利点は，確率空間 (Ω,A, P )を意識せず，確率変数 X に注目して議論ができるようになることである．
*2 本稿では用いないが，X が分布 µに従うことを，X ∼ µと書くことが多い．
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(1) (An)n∈N を (Ω,A, P )における事象の増加列とすると，P (
⋃

n∈N An) = limn→∞ P (An)である．
(2) (An)n∈N を (Ω,A, P )における事象の減少列とすると，P (

⋂
n∈N An) = limn→∞ P (An)である．

証明 測度空間の一般論である．

1.2 独立性
定義 1.4（独立性） (Ω,A, P )を確率空間とする．

(1) (Ω,A, P )における事象の族 (Ai)i∈I が独立（independent）であるとは，任意の有限部分集合 F ⊆ I

に対して，
P

(⋃
i∈F

Ai

)
=
∏
i∈F

P (Ai)

が成り立つことをいう．
(2) Aの部分 σ-代数の族 (Ai)i∈I が独立であるとは，任意の有限部分集合 F ⊆ I と各 i ∈ F に対する任意
の Ai ∈ Ai に対して，事象の族 (Ai)i∈F が独立であることをいう．

(3) (Ω,A, P )上の確率変数の族 (Xi)i∈I（Xi の終域である可測空間は，iごとに異なってもよい）が独立で
あるとは，Aの部分 σ-代数の族 (σ(Xi))i∈I が独立であることをいう．

事象・部分 σ-代数・確率変数が列挙されている場合には，「X と Y は独立である」，「X0, X1, . . . は独立で
ある」などといういい方もする．
同じ可測空間に値をとる確率変数の族 (Xi)i∈I が独立かつ同分布であるとき，(Xi)i∈I は独立同分布

（independent and identically distributed, i.i.d.）であるという（確率変数が列挙されている場合のいい方も
同様である）．Rや有限次元実線型空間に値をとる確率変数の独立同分布列 (Xi)i∈N>0 の極限における性質を，
3節と 4節で述べる．

注意 1.5 確率空間 (Ω,A, P )における事象の族 (Ai)i∈I が独立であるとする．このとき，I の異なる元から
なる任意の列 (in)n∈N に対して，命題 1.3 (2)より，

P

(⋃
k∈N

Aik

)
= lim

n→∞
P

(
n−1⋃
k=0

Aik

)
= lim

n→∞

n−1∏
k=0

P (Aik
) =

∏
k∈N

P (Aik
)

である．よって，任意の可算部分集合 J ⊆ I に対しても，

P

(⋃
i∈J

Ai

)
=
∏
i∈J

P (Ai)

が成り立つ．

注意 1.6 (Ω,A, P )を確率空間とし，(Ai)i∈I を Aの部分 σ-代数の有限族とする．もし

(∗) 各 i ∈ I に対する任意の Ai ∈ Ai に対して，

P

(⋃
i∈I

Ai

)
=
∏
i∈I

P (Ai)

が成り立つ
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ならば，Ai のうちいくつかを Ω に固定することによって，この等式が，I を任意の部分集合 F ⊆ I で置き換
えても成り立つことがわかる．すなわち，(Ai)i∈I が独立であることを示すためには，条件 (∗)を確かめれば
十分である．確率変数の有限族の独立性についても，同じことがいえる．

命題 1.7 (Xi)i∈I を確率空間 (Ω,A, P )上の確率変数の有限族（Xi の終域である可測空間 (Ei,Bi)は，iご
とに異なってもよい）とし，各 i ∈ I に対して，Xi の分布を µi と書く．次の 2条件は同値である．

(a) (Xi)i∈I は独立である．
(b) (

∏
i∈I Ei,

⊗
i∈I Bi)値確率変数 (Xi)i∈I の分布は，積測度

⊗
i∈I µi に等しい．

証明 (Xi)i∈I が独立であるための必要十分条件は，各 i ∈ I に対する任意の Bi ∈ Bi に対して

P (すべての i ∈ I に対して Xi ∈ Bi) =
∏
i∈I

P (Xi ∈ Bi)

であることである（注意 1.6）．確率変数 (Xi)i∈I の分布を µと書けば，上式は，

µ

(∏
i∈I

Bi

)
=
∏
i∈I

µi(Bi)

と書き直せる．この等式が各 i ∈ I に対する任意の Bi ∈ Bi に対して成り立つことは，µが積測度⊗i∈I µi

に等しいということにほかならない．

命題 1.8 (Ω,A, P )を確率空間とし，Ω の部分集合 Aに対して，A0 = A，A1 = Ω \ Aと定める．(Ω,A, P )
における事象の族 (Ai)i∈I が独立ならば，任意の写像 b : I → {0, 1}に対して，(Ab(i)

i )i∈I も独立である．

証明 有限部分集合 F ⊆ I とその部分集合 S ⊆ F に対する等式

P

(⋂
i∈F

A
χS(i)
i

)
=
∏
i∈F

P (AχS(i)
i ) (∗F,S)

を考える．各 n ∈ Nに対して，n元部分集合 F ⊆ I とその部分集合 S ⊆ F に対しては (∗F,S)が成り立つこ
とを，nに関する帰納法で示す．F ⊆ I を n元部分集合とする．(Ai)i∈I は独立だから，(∗F,∅)は成り立つ．
また，(∗F,S)（S ⊆ F）が成り立つとして，i0 ∈ F \ S を固定すると，帰納法の仮定より

P

 ⋂
i∈F \{i0}

A
χS(i)
i

 =
∏

i∈F \{i0}

P (AχS(i)
i )

であり，等式 (∗F,S)が成り立つという仮定より

P

(⋂
i∈F

A
χS(i)
i

)
=
∏
i∈F

P (AχS(i)
i )

だから，辺々引いて
P

(⋂
i∈F

A
χS∪{i0}(i)
i

)
=
∏
i∈F

P (AχS∪{i0}(i)
i )

を得る．すなわち，(∗F,S∪{i0})が成り立つ．よって，帰納法より，任意の部分集合 S ⊆ F に対して (∗F,S)が
成り立つ．以上で，帰納法が完成し，任意の有限部分集合 F ⊆ I とその部分集合 S ⊆ F に対して (∗F,S)が
成り立つことが示された．
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命題 1.9 (Ω,A, P ) を確率空間とし，(Ai)i∈I を Aの部分 σ-代数の族とする．(Ij)j∈J を I の分割とし，各
j ∈ J に対してBj = σ(

⋃
i∈Ij

Ai)と置く．このとき，(Ai)i∈I が独立ならば，(Bj)j∈J も独立である．

証明 各 j ∈ J に対して，⋃i∈Ij
Ai の有限個の元の交叉全体のなす集合を Pj と置くと，Pj はBj を σ-代数

として生成する二交叉族である．有限部分集合 F ⊆ J を固定し，部分集合 S ⊆ F に対する命題

(∗F,S) 任意の Bj ∈ Bj（j ∈ S）と Bj ∈ Pj（j ∈ F \ S）に対して，P (
⋂

j∈F Bj) =
∏

j∈F P (Bj)である．

を考える．(Ai)i∈I が独立であることより，(∗F,∅) は成り立つ．また，(∗F,S)（S ⊆ F）が成り立つとして，
j0 ∈ F \ S を固定すると，{

Bj0 ∈ Bj0

∣∣∣∣∣ 任意の Bj ∈ Bj（j ∈ S）と Bj ∈ Pj（j ∈ F \ (S ∪ {j0})）に対して，P

(⋂
j∈F

Bj

)
=
∏
j∈F

Bj

}

はPj を含む Dynkin族だから，Dynkin族補題より，Bj0 全体に等しい．すなわち，(∗F,S∪{j0})が成り立つ．
よって，帰納法より，(∗F,F )が成り立つ．任意の有限部分集合 F ⊆ J に対してこれが成り立つから，(Bj)j∈J

は独立である．

1.3 Borel–Cantelliの補題
命題 1.10（Borel–Cantelliの補題） (Ω,A, P )を確率空間とし，(Ai)i∈I をこの確率空間における事象の可算
族とする．

(1)
∑

i∈I P (Ai) < ∞ならば，無限個の iに対して Ai が起こる確率は 0である．
(2) (Ai)i∈I が独立であり，

∑
i∈I P (Ai) = ∞ならば，無限個の iに対して Ai が起こる確率は 1である．

証明 (1) 「無限個の iに対して Ai が起こる」という事象は，可測集合
⋂
有限部分集合 F ⊆ I

⋃
i∈I\F Ai で表さ

れる．したがって，任意の有限部分集合 F ⊆ I に対して，

P (無限個の iに対して Ai が起こる) ≤ P

 ⋃
i∈I\F

Ai

 ≤
∑

i∈I\F

P (Ai)

である．∑i∈I P (Ai) < ∞とすると，上式の右辺は F → I のとき 0に収束するから，無限個の iに対して Ai

が起こる確率は 0である．
(2) (Ai)i∈I が独立であり，

∑
i∈I P (Ai) = ∞であるとする．まず，

1 − P (無限個の iに対して Ai が起こる) ≤ P

 ⋃
有限部分集合 F ⊆ I

⋂
i∈I\F

(Ω \ Ai)


≤

∑
有限部分集合 F ⊆ I

P

 ⋂
i∈I\F

(Ω \ Ai)


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である．次に，有限部分集合 F ⊆ I を固定すると，

P

 ⋂
i∈I\F

(Ω \ Ai)

 =
∏

i∈I\F

(1 − P (Ai)) (∗)

≤
∏

i∈I\F

e−P (Ai) (∗∗)

= exp

−
∑

i∈I\F

P (Ai)


= 0

である．ここで，等号 (∗)は (Ai)i∈I の独立性，命題 1.8，および注意 1.5から，不等号 (∗∗)は実数 t ∈ Rに
対して 1 − t ≤ e−t であることから従う．よって，無限個の iに対して Ai が起こる確率は 1である．

1.4 有限次元実線型空間に値をとる確率変数
(Ω,A, µ)を測度空間，V を有限次元実線型空間とするとき，可測関数 f : Ω → V に対する p乗可積分性（p ∈

[1, ∞]）が定義される*3．(Ω,A, µ)上の p乗可積分な V 値可測関数全体のなす線型空間を，L p(Ω,A, µ; V )
と書く．(Ω,A, µ)が有限測度空間であるとき，1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ならばL q(Ω,A, µ; V ) ⊆ L p(Ω,A, µ; V )で
ある．

定義 1.11（期待値） (Ω,A, P )を確率空間とし，V を有限次元実線型空間とする．(Ω,A, P )上の可積分な V

値確率変数 X について，X の期待値（expected value, expectation）あるいは平均（mean）を，

E[X] =
∫

Ω

X dP

と定める．

定義 1.12（共分散，分散） (Ω,A, P )を確率空間とする．

(1) X, Y は確率空間 (Ω,A, P )上の実確率変数であり，X, Y , XY はいずれも可積分であるとする．この
とき，X と Y の共分散（covariance）を，

Cov[X, Y ] = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] =
∫

Ω

(X − E[X])(Y − E[Y ]) dP

と定める．
(2) (Ω,A, P )上の 2乗可積分な実確率変数 X に対して，X の分散（variance）を，Var[X] = Cov[X, X]
と定める．X の分散の正の平方根

√
Var[X]を，X の標準偏差（standard deviation）という．

定義 1.13（相互共分散テンソル，共分散テンソル） (Ω,A, P )を確率空間とし，V , W を有限次元実線型空
間とする．

*3 たとえば，可測関数 f : Ω → V が p乗可積分であるとは，任意の ϕ ∈ V ∗ に対して ϕ ◦ f : Ω → Rが p乗可積分であることと定
義すればよい．|–|を V 上のノルムとすると，これは，E 上の関数 ω 7→ |f(ω)|が p乗可積分であることと同値である．
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(1) X, Y は (Ω,A, P ) 上のそれぞれ V , W に値をとる確率変数であり，任意の s ∈ V ∗ と t ∈ W ∗ に
対して共分散 Cov[s(X), t(Y )] が定義されるとする．このとき，関数 (s, t) 7→ Cov[s(X), t(Y )] は
V ∗ × W ∗ 上の双線型形式だから，V ⊗ W の元を定める．この元を，X と Y の相互共分散テンソル
（cross-covariance tensor）という．

(2) (Ω,A, P )上の V 値確率変数X について，X とX 自身の相互共分散テンソルが定義されるならば，こ
れを，X の共分散テンソル（covariance tensor）という．*4

V = Rd1，W = Rd2 の場合，X と Y の相互共分散テンソルは Rd1 ⊗Rd2 の元だが，これを標準的な基底に
関して成分表示して d1 × d2 行列の形に表したものを，X と Y の相互共分散行列（cross-covariance matrix）
という．すなわち，X = (X1, . . . , Xd1)T と Y = (Y1, . . . , Yd2)T の相互共分散行列は，

E[(X − E[X])(Y − E[Y ])T] = ((Xi − E[Xi])(Yj − E[Yj ]))1≤i≤d1, 1≤j≤d2

である．X と X 自身の相互共分散行列を，共分散行列（covariance matrix）という．

注意 1.14 有限次元実線型空間に値をとる確率変数X と Y が 2乗可積分ならば，X と Y の相互共分散テン
ソルが定義される．これ以外にも，たとえば，X と Y が可積分で互いに独立である場合には，相互共分散テ
ンソルが定義される（後述の命題 1.18を参照のこと）．

注意 1.15 X を有限次元実線型空間 V に値をとる確率変数とし，X の共分散テンソル Σ ∈ V ⊗ V が定義さ
れるとすると，容易に確かめられるように，Σ は正値対称 2階テンソルである．すなわち，任意の s, t ∈ V ∗

に対して 〈s ⊗ t, Σ〉 = 〈t ⊗ s, Σ〉であり，任意の t ∈ V ∗ に対して 〈t ⊗ t, Σ〉 ≥ 0である．

注意 1.16 有限次元実線型空間に値をとる確率変数X が p乗可積分であるかどうかや，X の期待値や共分散
テンソルは，X の分布のみに依存する．そこで，本稿では，用語の濫用で，有限次元実線型空間上の確率測度
µに対しても，「µは p乗可積分である*5」，「µの期待値」，「µの共分散テンソル」ということがある．また，
有限次元実線型空間に値をとる確率変数 X と Y の相互共分散テンソルは，(X, Y )の分布にのみ依存する．

命題 1.17 (Ω,A, P )を確率空間，V を有限次元実線型空間とし，X, Y を (Ω,A, P )上の互いに独立な V 値
確率変数とする．X, Y の分布をそれぞれ µ, ν とすると，X + Y の分布は畳み込み µ ∗ ν に等しい．

証明 V × V 値確率変数 (X, Y )の分布は積測度 µ ⊗ ν に等しく，X + Y の分布はこれの写像 (x, y) 7→ x + y

による像測度，すなわち畳み込み µ ∗ ν に等しい．

命題 1.18 (Ω,A, P )を確率空間，V , W を有限次元実線型空間とし，X, Y を (Ω,A, P )上のそれぞれ V , W

に値をとる可積分な確率変数とする．X と Y が独立ならば，これらの相互共分散テンソルは定義され，0に
等しい．

証明 X と Y の相互共分散テンソルが定義され 0 であるとは，任意の s ∈ V ∗ と t ∈ W ∗ に対して s(X)
と t(Y )の共分散が定義され 0であることにほかならない．また，X と Y が独立ならば，任意の s ∈ V ∗ と
t ∈ W ∗ に対して，s(X) と t(Y ) は独立である．したがって，主張は，V = W = R の場合に示せば十分で

*4「相互共分散テンソル」と「共分散テンソル」は，本稿だけの用語である．ただし，すぐ下に述べる「相互共分散行列」と「共分散
行列」は，一般的な用語である．

*5 関数ではなく測度に対して「p乗可積分である」というのは違和感があるのだが，ほかに適当な語も思いつかないので，このよう
にいう．

7



ある．
X と Y を (Ω,A, P )上の可積分な実確率変数とし，これらは独立であるとする．X, Y の分布をそれぞれ

µ, ν と書くと，(X, Y )の分布は µ ⊗ ν である（命題 1.7）．よって，XY は可積分であり，

Cov[X, Y ] = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]

=
∫
R×R

(x − E[X])(y − E[Y ]) d(µ ⊗ ν)(x, y)

=
(∫

R
(x − E[X]) dµ(x)

)(∫
R
(y − E[Y ]) dν(y)

)
= 0

が成り立つ．

系 1.19 確率空間 (Ω,A, P )上の可積分な実確率変数X と Y が独立ならば，XY も可積分であり，E[XY ] =
E[X]E[Y ]が成り立つ．

証明 V = W = Rの場合の命題 1.18のいいかえにすぎない．

命題 1.20（Markovの不等式） (Ω,A, P )を確率変数とし，X をその上の可積分な R≥0 値確率変数とする．
任意の a > 0に対して，

P (X ≥ a) ≤ 1
a

E[X]

である．

証明 X の期待値は
E[X] =

∫
Ω

X dP ≥
∫

{X≥a}
X dP ≥ aP (X ≥ a)

と評価できるから，P (X ≥ a) ≤ (1/a)E[X]である．

系 1.21（Chebyshevの不等式） (Ω,A, P )を確率変数，X をその上の 2乗可積分な実確率変数とし，X の
標準偏差を σ と書く．任意の k > 0に対して，

P (|X − E[X]| ≥ kσ) ≤ 1
k2

である．

証明 Markovの不等式（命題 1.20）より，

P (|X − E[X]| ≥ kσ) = P ((X − E[X])2 ≤ k2σ2)

≤ 1
k2σ2 E[(X − E[X])2]

= 1
k2

である．
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1.5 特性関数
定義 1.22（特性関数） 有限次元実線型空間 V 上の確率測度 µ に対して，その特性関数（characteristic
function）ϕµ : V ∗ → Cを，

ϕµ(t) =
∫

V

ei〈t,x〉 dµ(x) (t ∈ V ∗)

と定める．
(Ω,A, P )を確率空間とし，V を有限次元実線型空間とする．(Ω,A, P )上の V 値確率変数X に対して，X

の分布の特性関数を，単に X の特性関数といい，ϕX と書く．

Rd 上の確率測度 µに対しては，特に断らなくても，標準的な同型 (Rd)∗ ∼= Rd を通して，特性関数 ϕµ を
Rd 上の関数とみなす．すなわち，

ϕµ(t1, . . . , td) =
∫
Rd

ei(t1x1+···+tdxd) dµ(x1, . . . , xd) ((t1, . . . , td) ∈ Rd)

とみなす．

命題 1.23 V , W を有限次元実線型空間とし，A : V → W を線型写像，b ∈ W とする．µを V 上の確率測
度とし，その V からW へのアフィン写像 x 7→ Ax + bによる像測度を ν と書く．このとき，ν の特性関数
ϕν は，µの特性関数 ϕµ を用いて

ϕν(t) = ei〈t,b〉ϕµ(A∗t) (t ∈ W ∗)

と表せる（Aの双対線型写像を A∗ : W ∗ → V ∗ と書いた）．

証明 t ∈ W ∗ に対して，

ϕν(t) =
∫

W

ei〈t,y〉 dν(y)

=
∫

V

ei〈t,Ax+b〉 dµ(x)

= ei〈t,b〉
∫

V

ei〈A∗t,x〉 dµ(x)

= ei〈t,b〉ϕµ(A∗t)

である．

V とW を有限次元実線型空間とし，V ′ を V の開集合とする．写像 f : V ′ → W に対して，f の点 x ∈ V ′

における方向 v ∈ V に関する方向微分を，

Dvf(x) = lim
ϵ→0

f(x + ϵv) − f(x)
ϵ

と定義する（極限が存在する場合）．任意の点 x ∈ V ′ において方向微分Dvf(x)が定義される場合，f の方向
v に関する偏導関数 Dvf : V ′ → W が定まる．偏導関数をとる操作を繰り返したもの（高階偏導関数）を考
えるとき，Dv1 · · · Dvk

f をDk
v1,...,vk

f と略記することにする．p ∈ Nに対して，p階までのすべての高階偏導
関数Dk

v1,...,vk
f（k ∈ {0, . . . , p}，v1, . . . , vk ∈ V）が V ′ 上で定義され連続であるとき，f は p階連続微分可
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能であるという．写像 f : V ′ → W が p階連続微分可能であるとき，任意の k ∈ {0, . . . , p}と点 x ∈ V ′ に対
して，(v1, . . . , vk) 7→ Dk

v1,...,vk
f(x)が V k からW への対称 k 重線型形式であることが知られている．

命題 1.24 V を有限次元実線型空間とし，µをその上の確率測度とする．µの特性関数 ϕµ を考える．

(1) ϕµ は連続である．
(2) pを正の整数とする．µが p乗可積分ならば，ϕµ は p階連続微分可能であり，任意の k ∈ {0, . . . , p}と

t1, . . . , tk ∈ V ∗ に対して，

Dk
t1,...,tk

ϕµ(t) = ik

∫
V

t1(x) · · · tk(x)eitx dµ(x) (t ∈ V ∗)

である．

証明 (1) Lebesgueの収束定理から従う．
(2) µ が p 乗可積分であるとする．このとき，k ∈ {0, . . . , p} と t1, . . . , tk ∈ V ∗ に対して，V 上の関数

x 7→ t1(x) · · · tk(x)が可積分であることに注意する．kに関する帰納法で主張を示す．k = 0のときの主張は，
特性関数の定義そのものである．k ≥ 1とし，k − 1のときの主張が正しいとすると，微分と積分の順序交換
に関する定理より，

Dk
t1,...,tk

ϕµ(t) = Dtk

(
ik−1

∫
V

t1(x) · · · tk−1(x)eitx dµ(x)
)

= ik−1
∫

V

t1(x) · · · tk−1(x)Dtk
eitx dµ(x)

= ik

∫
V

t1(x) · · · tk(x)eitx dµ(x) (t1, . . . , tk ∈ V ∗)

が成り立つ．すなわち，k のときの主張も正しい．これで，帰納法が完成した．

次の系では，実線型空間 V の複素化を，V(C) と書く．

系 1.25 V を有限次元実線型空間とし，µをその上の確率測度とする．µの特性関数 ϕµ を考える．

(1) ϕµ(0) = 1である．
(2) µが可積分ならば，V ∗ から Cへの実線型写像 t 7→ Dtϕµ(0)が定める V(C) の元は，µの期待値の i倍
に等しい．

(3) µが 2乗可積分ならば，V ∗ × V ∗ から Cへの実双線型写像 (s, t) 7→ D2
s,tϕµ(0)が定める (V ⊗ V )(C) の

元は，µの共分散テンソルの −1倍に等しい．

証明 (1) 特性関数の定義から明らかである．
(2), (3) 命題 1.24から従う．

命題 1.26 有限次元実線型空間 V 上の確率測度 µと ν について，これらの畳み込み µ ∗ ν の特性関数 ϕµ∗ν

は，それぞれの特性関数 ϕµ と ϕν の積に等しい．
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証明 t ∈ V ∗ に対して，

ϕµ∗ν(t) =
∫

V

ei〈t,x〉 d(µ ∗ ν)(x)

=
∫

V ×V

ei〈t,y+z〉 d(µ ⊗ ν)(y, z)

=
(∫

V

ei〈t,y〉 dµ(y)
)(∫

V

ei〈t,z〉 dν(z)
)

= ϕµ(t)ϕν(t)

である．

系 1.27 (Ω,A, P )を確率空間，V を有限次元実線型空間とし，X, Y を (Ω,A, P )上の互いに独立な V 値確
率変数とする．X + Y の特性関数 ϕX+Y は，それぞれの特性関数 ϕX と ϕY の積に等しい．

証明 X + Y の分布は X と Y の分布の畳み込みに等しいから（命題 1.17），主張は命題 1.26から従う．

命題 1.28 V1, . . . , Vn を有限次元実線型空間とし，各 k ∈ {1, . . . , n}に対して，µk を Vk 上の確率測度とす
る．積測度 µ1 ⊗ · · · ⊗ µn の特性関数は，

ϕµ1⊗···⊗µn
(t1, . . . , tn) = ϕµ1(t1) · · · ϕµn

(tn) (tk ∈ V ∗
k )

と表される．ここで，(V1 × · · · × Vn)∗ を自然な同型によって V ∗
1 × · · · × V ∗

n と同一視している．

証明 (t1, . . . , tn) ∈ V ∗
1 × · · · × V ∗

n に対して，

ϕµ1⊗···⊗µn(t1, . . . , tn) =
∫

V1×···×Vn

n∏
k=1

eitkxk d(µ1 ⊗ · · · ⊗ µn)(x1, . . . , xn)

=
n∏

k=1

∫
Vk

eitkxk dµk(xk)

= ϕµ1(t1) · · · ϕµn
(tn)

である．

本小節の以下の部分では，特性関数が確率測度を特徴付けることを示す．そのために，補題を用意する．
σ > 0に対して，R上の正値関数 x 7→ (2πσ2)−1/2e−x2/2σ2（|–|は Euclidノルムを表す）の Lebesgue測度
に関する積分値は 1だから（Gauss積分），この正値関数を Lebesgue測度に関する密度関数にもつ R上の確
率測度 νσ が存在する*6．以下の補題および定理では，この記号 νσ を用いる．

補題 1.29 Rd 上の確率測度 ν⊗d
σ の特性関数 ϕν⊗d

σ
は，

ϕν⊗d
σ

(t) = e−σ2|t|2/2 (t ∈ Rd)

で与えられる（|–|は Euclidノルムを表す）．

証明 命題 1.28と命題 1.23より，主張は，d = 1かつ σ = 1のときに示せば十分である．関数 Φ : C → Cを

Φ(z) =
∫
R

ezx · 1
(2π)1/2 e−x2

dx (z ∈ C)

*6 4.1節で定義する用語と記号を用いれば，νσ は，中心正規分布 N(0, σ2)である．
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と定めると，微分と積分の順序交換に関する定理より，Φは正則である．t ∈ Rに対しては

Φ(t) =
∫
R

etx · 1
(2π)1/2 e−x2

dx = et2/2
∫
R

1
(2π)1/2 e−(x−t)2

dx = et2/2

だから，一致の定理より，Φ(z) = ez2/2（z ∈ C）である．特に，R 上の確率測度 ν1 の特性関数 ϕν1 は，
ϕν1(t) = Φ(it) = e−t2/2（t ∈ R）で与えられる．

補題 1.30 µ1, µ2 を Rd 上の確率測度とする．任意の σ > 0に対して µ1 ∗ ν⊗d
σ = µ2 ∗ ν⊗d

σ ならば，µ1 = µ2

である．

証明 µを Rd 上の確率測度とする．σ > 0に対して，ν⊗d
σ の Lebesgue測度に関する密度関数

gσ(x) = 1
(2πσ2)d/2 e−|x|2/2σ2

(x ∈ Rd)

を考える．すると，容易に確かめられるように，コンパクト台連続関数 f : Rd → R に対して，f ∗ gσ は
σ → 0+のとき f に一様収束するから，

µ(f) = lim
σ→0+

µ(f ∗ gσ)

= lim
σ→0+

∫
Rd

∫
Rd

f(x)gσ(y − x) dx dµ(y)

= lim
σ→0+

∫
Rd

f(x)
(∫

Rd

gσ(y − x) dµ(y)
)

dx

= lim
σ→0+

∫
Rd

f(x)
(∫

Rd

gσ(x − y) dµ(y)
)

dx

= lim
σ→0+

∫
Rd

f d(µ ∗ ν⊗d
σ )

が成り立つ．よって，σ > 0に対する µ ∗ ν⊗d
σ は，有界連続関数 f : Rd → Rに対する µ(f)の値を一意に定

め，したがって，µを一意に定める．

定理 1.31 有限次元実線型空間 V 上の確率測度 µ1 と µ2 が等しいための必要十分条件は，それらの特性関数
ϕµ1 と ϕµ2 が等しいことである．

証明 必要性は明らかだから，十分性を示す．一般性を失わず，V = Rd と仮定する．µを Rd 上の確率測度
とし，その特性関数 ϕµ を考える．すると，Tonelliの定理と補題 1.29より，σ > 0に対して

1
(2π)d

∫
Rd

ϕµ(t)e−σ2|t|2
e−itx dt = 1

(2π)d

∫
Rd

(∫
R

eity dµ(y)
)

e−σ2|t|2
e−itx dt

= 1
(2π)d

∫
Rd

∫
Rd

e−σ2|t|2
e−it(x−y) dt dµ(y)

=
∫
Rd

1
(2πσ2)d/2 e|x−y|2/2σ2

dµ(y) (x ∈ Rd)

である（|–| は Euclid ノルムを表す）．上式の最右辺は，µ ∗ ν⊗d
σ の Lebesgue 測度に関する密度関数にほか

ならない．したがって，µ ∗ ν⊗d
σ は，特性関数 ϕµ から一意に定まる．このことと補題 1.30 から，主張が従

う．

系 1.32 (Ω,A, P )を確率空間，V1, . . . , Vn を有限次元実線型空間とし，各 k ∈ {1, . . . , n}に対して，Xk を
(Ω,A, P )上の Vk 値確率変数とする．次の 2条件は同値である．
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(a) X1, . . . , Xn は独立である．
(b) V1 × · · · × Vn 値確率変数 X = (X1, . . . , Xn)の特性関数は，

ϕX(t1, . . . , tn) = ϕX1(t1) · · · ϕXn
(tn) (tk ∈ V ∗

k )

と表される．ここで，(V1 × · · · × Vn)∗ を自然な同型によって V ∗
1 × · · · × V ∗

n と同一視している．

証明 各 Xk の分布を µk と書き，X = (X1, . . . , Xn)の分布を µと書く．X1, . . . , Xn が独立であるための
必要十分条件は，X の分布 µが積測度 µ1 ⊗ · · · ⊗ µn に等しいことであり（命題 1.7），これはさらに，µと
µ1 ⊗ · · · ⊗ µn の特性関数が等しいことと同値である（定理 1.31）．よって，主張は命題 1.28から従う．

2 確率変数の収束
2.1 Lp 収束，概収束，確率収束

(Ω,A, µ) を測度空間，V を有限次元実線型空間とする．V 上のノルム |–| を一つ固定するとき，f ∈
L p(Ω,A, µ; V )（p ∈ [1, ∞]）に対して

‖f‖p =


(∫

V

|f(x)|p dµ(x)
)1/p

(p ∈ [1, ∞))

ess sup
x∈V

|f(x)| (p = ∞)

と定めると，これはL p(Ω,A, µ; V )上の半ノルムとなる．さらに，この半ノルムが定める位相は，V 上のノル
ム |–|のとり方によらない．この位相を，Lp 位相といい，Lp 位相に関する収束を，Lp 収束という．(Ω,A, µ)
が有限測度空間であるとき，1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ならば，1.4節で述べたようにL q(Ω,A, µ; V ) ⊆ L p(Ω,A, µ; V )
であり，Lq 位相は Lp 位相が定める相対位相よりも細かい．

(Ω,A, µ)を測度空間，E を位相空間とするとき，(Ω,A, µ)上の E 値可測写像のネット (fi)i∈I が E 値可測
写像 f に概収束（almost covergent）するとは，µ-無視可能な集合N ⊆ Ω が存在して，(fi)i∈I が f に Ω \ N

上で各点収束することをいう．確率空間を考えているときには，確率変数のネット (Xi)i∈I が確率変数 X に
概収束することを，Xi

a.s.−−→ X と書く．
(Ω,A, µ)を測度空間，(E, d)を距離空間とするとき，(Ω,A, µ)上の E 値可測写像のネット (fi)i∈I が E 値
可測写像 f に測度収束（convergent in measure）するとは，任意の ϵ > 0に対して，

lim
i

µ∗({ω ∈ Ω | d(fi(ω), f(ω)) ≥ ϵ}) = 0

となることをいう．（ここで，µ∗ は，µが定める外測度を表す．E が第二可算ならば，上式の µ∗ の中身は Ω

の可測集合であり，したがって，µ∗ を µに置き換えてよい．）確率空間を考えているときには，測度収束の代
わりに確率収束（convergence in probability）といい，確率変数のネット (Xi)i∈I が確率変数 X に確率収束
することを，Xi

p−→ X と書く．

命題 2.1 (Ω,A, P )を確率空間，V を有限次元実線型空間とし，(Xi)i∈I を (Ω,A, P )上の可積分な V 値確
率変数のネット，X を (Ω,A, P )上の可積分な V 値確率変数とする．(Xi)i∈I がX に L1 収束するならば，V

上のノルム |–|を一つ固定して V をノルム空間とみなすとき，(Xi)i∈I は X に確率収束する*7．

*7 容易に確かめられるように，V 値確率変数の確率収束の定義は，V 上のノルム |–|のとり方によらない．
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証明 Markovの不等式（命題 1.20）より，ϵ > 0に対して

P (|Xi − X| ≥ ϵ) ≤ 1
ϵ

E[|Xi − X|]

である．よって，(Xi)i∈I が X に L1 収束するならば，(Xi)i∈I は X に確率収束する．

命題 2.2 (Ω,A, P )を確率空間，(E, d)を距離空間とし，(Xn)n∈N を (Ω,A, P )上の E 値確率変数の列，X

を (Ω,A, P )上の E 値確率変数とする．

(1) (E, d)が可分距離空間である（特に，E は第二可算である）とする．このとき，(Xn)n∈N が X に概収
束するならば，(Xn)n∈N は X に確率収束する．

(2) (Xn)n∈N が X に確率収束するならば，(Xn)n∈N は X に概収束する部分列をもつ．

証明 (1) (Xn)n∈N が X に概収束するとする．ϵ > 0 を任意にとり，各 n ∈ N に対して，An =
{d(Xn, X) ≥ ϵ} と置く．すると，(

⋃∞
i=n Ai)n∈N は事象の減少列であり，その全体の交叉

⋂
n∈N

⋃∞
i=n Ai

は N = {(Xn)n∈N は X に収束しない}に含まれる．仮定より，P (N) = 0だから，n → ∞のとき

P (An) ≤ P

( ∞⋃
i=n

Ai

)
→ P (N) = 0

である（命題 1.3 (2)）．よって，(Xn)n∈N は X に確率収束する．
(2) (Xn)n∈N が X に確率収束するとすると，自然数の狭義単調増加列 (nk)k∈N であって，任意の k ∈ N
に対して

P ∗(d(Xnk
, X) ≥ 2−k) < 2−k

（P ∗ は P が定める外測度を表す）を満たすものがとれる．さらに，各 k ∈ Nに対して，{d(Xnk
, X) ≥ 2−k}

を含む事象 Ak を，P (Ak) ≤ 2−k を満たすようにとれる．このとき，Borel–Cantelliの補題（命題 1.10 (1)）
より，「無限個の k ∈ Nに対して事象 Ak が起こる」確率は 0である．すなわち，ほとんど確実に，有限個を
除くすべての k ∈ Nに対して d(Xnk

, X) < 2−k となる．よって，(Xnk
)n∈N は X に概収束する．

2.2 確率測度の空間上の弱位相
本節の以下の部分では，位相空間 E 上の確率測度全体のなす集合を，P(E)と書く．

定義 2.3（弱位相） 位相空間 E 上の確率測度全体のなす集合 P(E) 上の位相であって，有界連続関数
f : E → R に対するP(E) から R への写像 µ 7→ µ(f) をすべて連続にする最小のものを，P(E) の弱位相
（weak topology）という．弱位相に関する収束を，弱収束（weak convergence）という．

(Ω,A, P )を確率空間とし，E を位相空間とする．(Ω,A, P )上の E 値確率変数のネット (Xi)i∈I と E 値確
率変数X について，Xi の分布のなすネットがX の分布に弱収束するとき，単に (Xi)i∈I はX に弱収束*8 す
るという．

確率変数のネット (Xi)i∈I が確率変数X に弱収束することを，Xi
d−→ X と書く．また，X の分布が µであ

るとき，このことを，Xi
d−→ µとも書く．

*8 確率変数については，「弱収束」のほかに，「分布収束（convergence in distribution）」や「法則収束（convergence in law）」と
もいう．すぐ下に述べる記号 Xi

d−→ X の「d」は，「distribution」の頭文字である．
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位相空間 E が正規（normal）であるとは，互いに交わらない任意の閉集合 F1, F2 ⊆ E に対して，互いに交
わらない開集合 G1, G2 ⊆ E であって，F1 ⊆ G1 かつ F2 ⊆ G2 を満たすものが存在することをいう．また，
E が完全正規（perfectly normal）であるとは，E が正規であり，かつ E の任意の閉集合が可算個の開集合の
交叉として書けることをいう．

命題 2.4 完全正規空間 E 上の確率測度 µ1 と µ2 が等しいための必要十分条件は，任意の有界連続関数
f : E → Rに対して µ1(f) = µ2(f)であることである．

証明 必要性は明らかだから，十分性を示す．µ を E 上の確率測度として，閉集合 F ⊆ E を任意にと
る．E は完全正規だから，E の開集合の減少列 (Gk)k∈N であって

⋂
k∈N Gk = F を満たすものがとれる．

さらに，Urysohn の補題より，各 k ∈ N に対して，連続関数 fk : E → [0, 1] であって fk(F ) ⊆ {1} かつ
fk(E \ Gk) ⊆ {0}を満たすものがとれる．このとき，(fk)k∈N は χF に各点収束するから，Lebesgueの収束
定理より，

µ(F ) = lim
k→∞

µ(fk)

である．したがって，閉集合 F ⊆ E に対する µ(F )の値は，有界連続関数 f : E → Rに対する µ(f)の値か
ら一意に定まる．一方で，位相空間上の二つの有限測度は，すべての閉集合に対する値が一致すれば，全体で
一致する（Dynkin族補題から従う）．以上の二つのことから，主張が従う．

系 2.5 完全正規空間 E に対して，P(E)の弱位相は Hausdorffである．

証明 命題 2.4 より，任意の異なる 2 点 µ1, µ2 ∈ P(E) に対して，ある有界連続関数 f : E → R が存在し
て，µ1(f) 6= µ2(f)となる．有界連続関数 f : E → Rに対して，P(E)上の関数 µ 7→ µ(f)は弱位相に関し
て連続であり，その終域である Rは Hausdorffだから，P(E)は Hausdorffである．

補題 2.6 (Ω,A, µ)を σ-有限測度空間とする．可測関数 f : Ω → R≥0に対して，At = f−1([t, ∞])（t ∈ R≥0）
と置くと，R≥0 上の R≥0 値関数 t 7→ µ(At)は可測であり，∫

Ω

f dµ =
∫
R

µ(At) dt

が成り立つ．

証明 Ã = {(ω, t) ∈ Ω × R | t ≤ f(ω)} と置き，µ と Lebesgue 測度の積測度を µ̃ と書く．Ã は Ω × R の
（積可測構造に関する）可測集合であり，At = {ω ∈ Ω | (ω, t) ∈ Ã}（t ∈ R≥0）である．よって，Tonelliの
定理より，R≥0 上の R≥0 値関数 t 7→ µ(At)は可測であり，主張の等式の両辺は，ともに µ̃(Ã)に等しい．

定理 2.7（Portmanteauの定理*9） E を位相空間とする．E 上の確率測度の列 (µn)n∈N と確率測度 µに関
する次の 4条件について，(b) ⇐⇒ (c) =⇒ (d) =⇒ (a)が成り立つ．さらに，E が完全正規空間ならば，4条
件は同値である．

(a) (µn)n∈N は µに弱収束する．
(b) 任意の閉集合 F ⊆ E に対して，lim supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F )である．
(c) 任意の開集合 G ⊆ E に対して，lim infn→∞ µn(G) ≥ µ(G)である．

*9 「Portmanteau」は，人名ではなく，もともとは「両開き式の旅行用鞄」を意味し，現在では主に「鞄語・混成語（複数の語のそ
れぞれの一部を組み合わせて作られた語）」という意味で使われる単語である．
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(d) 任意の Borel集合 A ⊆ E に対して，µ(∂A) = 0ならば limn→∞ µn(A) = µ(A)である．

証明 (a) =⇒ (b)（E が完全正規空間である場合） (µn)n∈N が µに弱収束するとして，E の閉集合 F を任
意にとる．E は完全正規だから，E の開集合の減少列 (Gk)k∈N であって

⋂
k∈N Gk = F を満たすものがとれ

る．さらに，Urysohnの補題より，各 k ∈ Nに対して，連続関数 fk : E → [0, 1]であって fk(F ) ⊆ {1}かつ
fk(E \ Gk) ⊆ {0}を満たすものがとれる．仮定より，任意の k ∈ Nに対して，

lim sup
n→∞

µn(F ) ≤ lim sup
n→∞

µn(fk) = µ(fk) ≤ µ(Gk)

である．k → ∞とすれば，lim supn→∞ µn(F ) ≤ µ(F )を得る．
(b) ⇐⇒ (c) 補集合をとればよい．
(b)かつ (c) =⇒ (d) (b)と (c)が成り立つとすると，任意の Borel集合 A ⊆ E に対して，

µ(A) ≥ lim sup
n→∞

µn(A)

≥ lim sup
n→∞

µn(A)

≥ lim inf
n→∞

µn(A)

≥ lim inf
n→∞

µn(A◦)

≥ µ(A◦)

である．さらに，µ(∂A) = 0，すなわち µ(A) = µ(A◦) ならば，上式ですべての等号が成立するから，
limn→∞ µn(A) = µ(A)となる．

(d) =⇒ (a) (d)が成り立つとする．連続関数 f : E → [0, 1]を任意にとり，At = f−1([t, 1])（t ∈ [0, 1]）
と置く．すると，各 t ∈ [0, 1]に対して

∂At = At \ A◦
t ⊆ f−1([t, 1]) \ f−1((t, 1]) = f−1({t})

だから，異なる tに対する ∂At は交わらない．特に，P (∂At) > 0となる tは可算個である．したがって，仮
定と Lebesgueの収束定理より，

lim
n→∞

µn(f) = lim
n→∞

∫ 1

0
µn(At) dt →

∫ 1

0
µ(At) dt = µ(f)

である（補題 2.6）．よって，(µn)n∈N は µに弱収束する．

注意 2.8 Portmanteau の定理（定理 2.7）の証明で，(µn)n∈N がネットではなく点列であることが必要な
のは，(d) =⇒ (a) で Lebesgue の収束定理を使っている箇所のみである．したがって，定理の主張のうち，
(b) ⇐⇒ (c) =⇒ (d)の部分と E が完全正規空間である場合の (a) =⇒ (b)の部分は，確率測度のネットに対
しても同様に成り立つ．

注意 2.9 Portmanteauの定理（定理 2.7）の状況で，さらに，E 上に距離 dが定まっているとする．このと
き，定理の (a) =⇒ (b)の証明における連続関数 fk : E → [0, 1]の代わりに，

gk(x) = max{1 − kd(x, F ), 0} (x ∈ E)

で定まる一様連続関数 gk : E → [0, 1]を用いても，同じ議論ができる．したがって，距離空間 (E, d)に対し
ては，Portmanteauの定理（定理 2.7）の 4条件は，次の条件とも同値である．
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(a′) 任意の有界一様連続関数 f : E → Rに対して，limn→∞ µn(f) = µ(f)である．

命題 2.10（写像定理） E を完全正規空間，E′ を位相空間，ϕ : E → E′ を可測写像とし，ϕの不連続点全体
をDϕ と書く．E 上の確率測度の列 (µn)n∈N が確率測度 µに弱収束し，Dϕ が µ-無視可能ならば，E′ 上の確
率測度の列 (ϕ∗µn)n∈N は ϕ∗µに弱収束する．

証明 主張の仮定が成り立つとして，Dϕ を含む Borel 集合 N ⊆ E であって µ(N) = 0 を満たすものをと
る．E′ の任意の閉集合 F ′ に対して，(µn)n∈N が µ に弱収束することと Portmanteau の定理（定理 2.7），
µ(N) = 0であること，ϕ−1(F ′) \ N ⊆ ϕ−1(F ′) \ Dϕ ⊆ ϕ−1(F ′) = ϕ−1(F ′)であることを順に用いると，

lim sup
n→∞

µn(ϕ−1(F ′)) ≤ lim sup
n→∞

µn(ϕ−1(F ′))

≤ µ(ϕ−1(F ′))

= µ(ϕ−1(F ′) \ N)
≤ µ(ϕ−1(F ′))

を得る．よって，ふたたび Portmanteauの定理（定理 2.7）より，(ϕ∗µn)n∈N は ϕ∗µに弱収束する．

確率収束と弱収束の関係を述べる．

命題 2.11 (Ω,A, P )を確率空間とし，(E, d)を距離空間とする．(Xn)n∈N を (Ω,A, P )上の E 値確率変数
の列，X を E 値確率変数とする．

(1) (Ω,A, P )上の E 値確率変数の列 (Xn)n∈N が E 値確率変数X に確率収束するならば，(Xn)n∈N はX

に弱収束する．
(2) (Ω,A, P )上の E 値確率変数の列 (Xn)n∈N が定値確率変数 x0 ∈ E に確率収束することと弱収束する
こととは同値である．

証明 (1) (Xn)n∈N が X に確率収束するとする．f : E → Rを有界一様連続関数として，ϵ > 0を任意にと
ると，ある δ > 0が存在して，d(x, y) ≤ δ を満たす任意の 2点 x, y ∈ E に対して |f(x) − f(y)| ≤ ϵとなる．
さらに，(Xn)n∈N は X に確率収束するから，十分大きい nに対しては P (d(Xn, X) > δ) ≤ ϵとなる．この
ような nに対しては，∣∣∣∣∫

Ω

(f(Xn) − f(X)) dP

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|f(Xn) − f(X)| dP

=
∫

{d(Xn,X)≤δ}
|f(Xn) − f(X)| dP +

∫
{d(Xn,X)>δ}

|f(Xn) − f(X)| dP

≤ ϵ + 2
(

sup
x∈E

|f(x)|
)

ϵ

が成り立つ．したがって，n → ∞のとき∫
Ω

f(Xn) dP →
∫

Ω

f(X) dP

である．これが任意の有界一様連続関数 f : E → Rに対して成り立つから，注意 2.9より，(Xn)n∈N はX に
弱収束する．
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(2) (Xn)n∈N が定値確率変数 x0 に弱収束するとは，分布の列 ((Xn)∗P )n∈N が x0 に集中した Dirac測度
δx0 に弱収束するということであり，Portmanteauの定理（定理 2.7）より，これはさらに，E の任意の開集
合 Gに対して

lim inf
n→∞

P (Xn ∈ G) ≥

{
1 (x0 ∈ G)
0 (x0 /∈ G)

であることと同値である．上式は，x0 ∈ Gのときは limn→∞ P (Xn ∈ G) = 1を意味し，x0 /∈ Gのときは常
に正しい．よって，条件は，(Xn)n∈N が定値確率変数 x0 に確率収束することと同値である．

2.3 Prokhorov距離
定義 2.12（Prokhorov距離） (E, d)を距離空間とする．µ, ν ∈ P(E)に対して

π(µ, ν) = inf
{

r ∈ R≥0

∣∣∣∣ 任意の Borel集合 A ⊆ E に対して，
µ(A) ≤ ν(Bd(A; r)) + r かつ ν(A) ≤ µ(Bd(A; r)) + r

}
と定めるとき，π を，dが定める Prokhorov距離（Prokhorov metric）という．

Prokhorov距離が確かにP(E)上の距離であることは，容易に確かめられる．

補題 2.13 (E, d)を距離空間とし，dが定める Prokhorov距離を π と書く．µ, ν ∈ P(E)と r ∈ R≥0 につ
いて，条件「任意の Borel集合 Aに対して，µ(A) ≤ ν(Bd(A; r)) + rである」が成り立つならば，π(µ, ν) ≤ ϵ

である．

証明 B を E の Borel集合とする．A = E \ Bd(B; r)が主張の仮定の不等式を満たすとすると，

ν(B) ≤ ν(E \ Bd(A; r))
= 1 − ν(Bd(A; r))
≤ 1 − µ(A) + r

= µ(Bd(B; r)) + r

となる．よって，主張の仮定の下で，π(µ, ν) ≤ r が成り立つ．

定理 2.14 (E, d)を距離空間とし，dが定める Prokhorov距離を π と書く．

(1) π が定めるP(E)上の位相は，弱位相よりも細かい．
(2) E が可分ならば，π が定めるP(E)上の位相は，弱位相に等しい．

証明 (1) P(E)上の点列 (µn)n∈N と µ ∈ P(E)が limn→∞ π(µn, µ) = 0を満たすとして，(µn)n∈N が µ

に弱収束することを示せばよい．
F を E の閉集合とすると，任意の ϵ > 0に対して，nが十分大きければ µ(Bd(F ; ϵ)) ≥ µn(F ) − ϵとなる
から，

µ(Bd(F ; ϵ)) ≥ lim sup
n→∞

µn(F ) − ϵ

である．F が閉集合であることより F =
⋂

ϵ>0 Bd(F ; ϵ)だから，上式で極限 ϵ → 0+をとれば，

µ(F ) = lim
ϵ→0+

µ(Bd(F ; ϵ)) ≥ lim sup
n→∞

µn(F )

18



を得る（命題 1.3 (2)）．よって，Portmanteauの定理（定理 2.7）より，(µn)n∈N は µに弱収束する．
(2) Eが可分であるとする．P(E)上のネット (µi)i∈I が µ ∈ P(E)に弱収束するとして，limi π(µi, µ) =

0となることを示せばよい．
ϵ > 0を任意にとる．E は可分距離空間であり，特に Lindelöfだから，直径 ϵ以下の開球からなる E の可
算被覆がとれる．ここから，E の直径 ϵ以下の Borel集合の有限族 (Bj)j∈J であって，どの異なる二つも交
わらず，かつ

µ

E \
⋃
j∈J

Bj

 ≤ ϵ (∗)

を満たすものが作れる．部分集合 J ′ ⊆ J に対して，E の開集合 GJ′ を

GJ′ = B◦
d

⋃
j∈J′

Bj ; ϵ


と定める．(µi)i∈I は µに弱収束するから，Portmanteauの定理（定理 2.7）と注意 2.8より，十分大きい iに
対しては，任意の部分集合 J ′ ⊆ J に対して

µi(GJ′) ≥ µ(GJ′) − ϵ (∗∗)

が成り立つ．このような iに対して，π(µi, µ) ≤ 2ϵであることを示そう．E の Borel集合 Aを任意にとり，
これに対して，J ′ = {j ∈ J | A ∩ Bj 6= ∅}と定める．すると，(Bj)j∈J のとり方より

A ∩
⋃
j∈J

Bj ⊆ GJ′ ⊆ Bd(A; 2ϵ)

だから，(∗), (∗∗)と合わせて，

µ(A) ≤ µ(GJ′) + ϵ ≤ µi(GJ′) + 2ϵ ≤ µi(Bd(A; 2ϵ)) + 2ϵ

を得る．よって，補題 2.13より，π(µi, µ) ≤ 2ϵである．
以上で，limi π(µi, µ) = 0となることが示された．

系 2.15 E が可分距離化可能空間ならば，P(E)は弱位相に関して距離化可能である．

証明 定理 2.14 (2)の結果である．

2.4 緊密性
定義 2.16（緊密性） E を位相空間とする．確率測度の集合S ⊆ P(E)が緊密（tight）であるとは，任意の
ϵ > 0に対して，あるコンパクト集合K ⊆ E が存在して，任意の µ ∈ S に対して µ(K) ≥ 1 − ϵを満たすこ
とをいう．

一般に，位相空間 E の部分集合 S について，S が E において相対コンパクト（relatively compact）である
とは，S を含む E のコンパクト集合が存在することをいい，S が E において相対点列コンパクト（relatively
sequentially compact）であるとは，S 上の任意の点列が E における収束部分列をもつことをいう．E が距
離化可能であれば，これらの 2条件は同値である．
以下，緊密性と弱位相に関する相対（点列）コンパクト性との関係を述べる．
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補題 2.17 E を位相空間とし，確率測度の集合S ⊆ P(E)はP(E)において弱位相に関して相対点列コン
パクトであるとする．(Gn)n∈N を E の開集合の増加列であって ⋃n∈N Gn = E を満たすものとすると，任意
の ϵ > 0に対して，ある n0 ∈ Nが存在して，任意の n ≥ n0 と µ ∈ S に対して，µ(Gn) ≥ 1 − ϵとなる．

証明 主張が成り立たないとすると，ある ϵ > 0とS 上の点列 (µn)n∈N が存在して，任意の n ∈ Nに対して
µn(Gn) ≥ 1 − ϵとなる．S は相対点列コンパクトだから，(µn)n∈N の弱収束部分列 (µnk

)k∈N（(nk)k∈N は
狭義単調増加自然数列）がとれる．その弱収束極限を ν と置くと，Portmanteauの定理（定理 2.7）より，任
意の n ∈ Nに対して，

ν(Gn) ≤ lim inf
k→∞

µnk
(Gn) ≤ lim inf

k→∞
µnk

(Gnk
) ≤ 1 − ϵ

となる．ところが，上式で n → ∞とすると，1 = ν(E) ≤ 1 − ϵとなり矛盾する．よって，背理法より，主張
が成り立つ．

補題 2.18 E を距離化可能空間とする．E の任意のコンパクト集合の可算族 K0 に対して，E のコンパクト
集合の可算族 Kであって，次の 3条件を満たすものが存在する．

(i) K0 ⊆ Kである．
(ii) Kは有限合併で閉じている（特に，∅ ∈ Kである）．
(iii) 閉集合 F ⊆ E が Kのある元に含まれるとする．このとき，F を含む任意の開集合 G ⊆ E に対して，

K ∈ Kであって F ⊆ K ⊆ Gを満たすものが存在する．

証明 各 C ∈ K0 はコンパクト距離化可能だから，第二可算であり，可算開基 OC がとれる．
⋃

C∈K0
OC の

元の閉包の有限合併全体のなす集合を K と置く．明らかに，K は E のコンパクト集合の可算族であり，条
件 (i), (ii) を満たす．K が条件 (iii) を満たすことを示す．閉集合 F ⊆ E が K のある元に含まれるとして，
F を含む開集合 G ⊆ E を任意にとる．F は K のある元に含まれるから，有限部分族 K1 ⊆ K0 が存在して
F ⊆

⋃
C∈K1

C となる．さらに，各 C ∈ K1 に対して，コンパクト集合 F ∩ C は C の開集合 G ∩ C に含まれ，
OC は C の開基であり，C は正則だから，有限部分族 O′

C ⊆ OC が存在して

F ∩ C ⊆
⋃

O∈O′
C

O ⊆
⋃

O∈O′
C

O ⊆ G ∩ C

となる．これらを用いて K =
⋃

C∈K1

⋃
O∈O′

C
O と置くと，K ∈ Kかつ F ⊆ K ⊆ Gである．よって，Kは

条件 (iii)を満たす．

補題 2.19 正規空間 E の任意の有限開被覆 (Gi)i∈I に対して，それを細分する E の閉被覆 (Fi)i∈I（すなわ
ち，E の閉被覆 (Fi)i∈I であって，任意の i ∈ I に対して Fi ⊆ Gi を満たすもの）が存在する．

証明 I = {1, . . . , n}とし，n ∈ Nに関する帰納法で主張を示す．n = 0のときは明らかである．n ≥ 1とし，
n − 1のとき主張は正しいとする．E の開集合 G1, . . . , Gn が E を被覆するとする．G′ = G1 ∪ · · · ∪ Gn−1

と置くと，E \ Gn と E \ G′ は互いに交わらない E の閉集合だから，E の正規性より，互いに交わらない
E の開集合 U ′, Un であって，E \ Gn ⊆ U ′ かつ E \ G′ ⊆ Un を満たすものがとれる．これらの補集合をそ
れぞれ F ′, Fn と置けば，(F ′, Fn) は (U ′, Un) を細分する E の閉被覆である．さらに，正規空間 F ′ の開被
覆 (Gi ∩ F ′)1≤i≤n−1 に帰納法の仮定を適用して，これを細分する F ′ の閉被覆 (Fi)1≤i≤n−1 を得る．以上で，
(Ui)1≤i≤n を細分する E の閉被覆 (Fi)1≤i≤n が構成できた．よって，主張は nのときも正しい．これで，帰
納法が完成した．
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定理 2.20（Prokhorovの定理） E を位相空間とする．確率測度の集合S ⊆ P(E)に関する次の 3条件につ
いて，E が距離化可能ならば (a) =⇒ (b)が成り立ち，E が可分距離化可能ならば (b) ⇐⇒ (c)が成り立ち，
E がポーランド空間ならば 3条件は同値である．

(a) S は緊密である．
(b) S はP(E)において弱位相に関して相対点列コンパクトである．
(c) S はP(E)において弱位相に関して相対コンパクトである．

証明 (b) ⇐⇒ (c)（E が可分距離化可能である場合） P(E)の弱位相が距離化可能であること（系 2.15）
から従う．

(b) =⇒ (a)（E がポーランド空間である場合） E の位相と整合する完備な距離 dをとる．E が可分であ
ることより，各 k ∈ Nに対して，dに関する半径 2−k の開球の可算族 Ak であって E を被覆するものがとれ
る．S が相対点列コンパクトであるとして，ϵ > 0を任意にとる．すると，補題 2.17より，各 k ∈ Nに対し
て，Ak の元の有限合併として表せる集合 Ak であって，任意の µ ∈ S に対して µ(Ak) ≥ 1 − 2−kϵを満たす
ものがとれる．これらを用いて K =

⋂∞
k=1 Ak と置く．定義より

⋂∞
k=1 Ak は dに関して全有界であり，dは

完備だから，K はコンパクトである．また，K は，任意の µ ∈ S に対して

µ(K) ≥ µ

( ∞⋂
k=0

Ak

)
≥ µ

(
E \

∞⋃
k=0

(E \ Ak)

)
≥ 1 −

∞∑
k=0

(1 − µ(Ak)) = 1 − 2ϵ

を満たす．よって，S は緊密である．
(a) =⇒ (b)（E が距離化可能である場合） S が緊密であるとすると，各 k ∈ Nに対して，コンパクト集
合 Ck ⊆ E であって，任意の µ ∈ S に対して µ(Ck) ≥ 1 − 2−k を満たすものがとれる．K0 = {Ck | k ∈ N}
と置き，これに対して，E のコンパクト集合の可算族 Kであって補題 2.18の条件を満たすものをとる．

S 上の点列 (µn)n∈N を任意にとる．K が可算であることより積空間 [0, 1]K は点列コンパクトだから，
(µn)n∈N の部分列 (µnk

)k∈N（(nk)k∈N は狭義単調増加自然数列）であって，任意のK ∈ Kに対して極限

α(K) = lim
k→∞

µnk
(K) ∈ [0, 1]

が存在するものがとれる．以下，(µnk
)k∈N の弱収束極限を構成する．

主張 2.21 上記の αについて，次が成り立つ．

(1) K1, K2 ∈ Kについて，K1 ⊆ K2 ならば α(K1) ≤ α(K2)である．
(2) 任意の有限個の元 K1, . . . , Km ∈ K に対して，α(K1 ∪ · · · ∪ Km) ≤ α(K1) + · · · + α(Km) である．

K1, . . . , Km のどの二つも交わらないならば，等号が成立する．（特に，α(∅) = 0である．）

主張 2.21の証明 明らかである． //

主張 2.22 開集合 G ⊆ E に対して

β(G) = sup{α(K) | K ∈ Kは Gに含まれる}

と定めると，次が成り立つ．

(1) β(E) = 1である．
(2) E の任意の開集合族 (Gi)i∈I に対して，β(

⋃
i∈I Gi) ≤

∑
i∈I β(Gi)である．
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主張 2.22の証明 (1) 任意の k ∈ Nに対して β(E) ≥ α(Ck) ≥ 1 − 2−k だから，β(E) = 1である．
(2) (Gi)i∈I を E の開集合族とする．K ∈ K が ⋃

i∈I Gi に含まれるとすると，K のコンパクト性よ
り，有限部分集合 I0 ⊆ I であって K ⊆

⋃
i∈I0

Gi を満たすものがとれる．これに対して，補題 2.19 より，
(Gi ∩K)i∈I0 を細分するK の閉被覆 (Fi)i∈I0 がとれる．さらに，Kのとり方より，各 i ∈ I に対して，Ki ∈ K

であって Fi ⊆ Ki ⊆ Gi を満たすものがとれる．よって，主張 2.21より，

α(K) ≤ α

(⋃
i∈I0

Ki

)
≤
∑
i∈I0

α(Ki) ≤
∑
i∈I0

α(Gi) ≤
∑
i∈I

α(Gi)

である．これが ⋃i∈I Gi に含まれる任意の K ∈ K に対して成り立つから，β(
⋃

i∈I Gi) ≤
∑

i∈I β(Gi) であ
る． //

主張 2.23 部分集合 A ⊆ E に対して

γ(A) = inf{β(G) | G ⊆ E は Aを含む開集合}

と定めると，次が成り立つ．

(1) γ は E 上の外測度である．すなわち，次の二つが成り立つ．
• 部分集合 A1, A2 ⊆ E について，A1 ⊆ A2 ならば γ(A1) ≤ γ(A2)である（単調性）．
• E の部分集合の可算族 (Ai)i∈I について，γ(

⋃
i∈I Ai) ≤

∑
i∈I γ(Ai)である（可算劣加法性）．

(2) E の任意の Borel集合は，γ-可測である．

主張 2.23の証明 (1) γ が単調であることと，γ(∅) = 0であることは明らかである．あとは，E の部分集合
の列 (Ai)i∈N について，

γ

( ∞⋃
i=0

Ai

)
≤

∞∑
i=0

γ(Ai) (∗)

ϵ > 0を任意にとる．すると，各 i ∈ Nに対して，Ai を含む開集合 Gi ⊆ E であって，β(Gi) ≤ γ(Ai) + 2−iϵ

を満たすものがとれる．このとき，主張 2.22 (2)より，

γ

( ∞⋃
i=0

Ai

)
≤ β

( ∞⋃
i=0

Gi

)
≤

∞∑
i=0

β(Gi) ≤
∞∑

i=0
γ(Gi) + 2ϵ

である．任意の ϵ > 0に対してこれが成り立つから，等式 (∗)が成り立つ．
(2) まず，任意の閉集合 F ⊆ E と開集合 G ⊆ E に対して

β(G) ≥ γ(G ∩ F ) + γ(G \ F ) (∗∗)

であることを示す．ϵ > 0を任意にとる．すると，G \ F に含まれるK2 ∈ Kを，α(K2) ≥ β(G \ F ) − ϵを満
たすようにとれる．さらに，G \ K2 に含まれるK1 ∈ Kを，α(K1) ≥ β(G \ K2) − ϵを満たすようにとれる．
このとき，主張 2.21 (2)より，

β(G) ≥ α(K1 ∪ K2)
= α(K1) + α(K2)
≥ β(G \ K2) + β(G \ F ) − 2ϵ

≥ γ(G ∩ F ) + γ(G \ F ) − 2ϵ
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である．任意の ϵ > 0に対してこれが成り立つから，等式 (∗∗)が成り立つ．
次に，閉集合 F ⊆ E と部分集合 A ⊆ E を任意にとる．Aを含む任意の開集合 G ⊆ E について，前段の結
果より

β(G) ≥ γ(G ∩ F ) + γ(G \ F ) ≥ γ(A ∩ F ) + γ(A \ F )

だから，γ(A) ≥ γ(A ∩ F ) + γ(A \ F )である．すなわち，F は γ-可測である．よって，E の任意の閉集合は
γ-可測であり，したがって，E の任意の Borel集合は γ-可測である． //

主張 2.22 (1)と主張 2.23より，γ の Borel集合族への制限は，E 上の確率測度である．G ⊆ E を開集合と
すると，Gに含まれる任意のK ∈ Kに対して

α(K) = lim
k→∞

µnk
(K) ≤ lim inf

k→∞
µnk

(G)

だから，
γ(G) = β(G) = sup{α(K) | K ∈ Kは Gに含まれる} ≤ lim inf

k→∞
µnk

(G)

である．よって，Portmanteauの定理（定理 2.7）より，(µnk
)k∈N はこの確率測度に弱収束する．

2.5 Lévyの連続性定理
補題 2.24 µを Rd 上の確率測度とし，δ > 0とすると，

µ

(
Rd \

[
−2

δ
,

2
δ

]d
)

≤ 2
(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

(1 − ϕµ(t)) dt

が成り立つ（右辺が実数であることも主張に含む）．

証明 特性関数 ϕµ の [−δ, δ]d 上の平均値は，
1

(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

ϕµ(t) dt = 1
(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

∫
Rd

eitx dµ(x) dt

= 1
(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

d∏
k=1

(∫ δ

−δ

eitkxk dtk

)
dµ(x1, . . . , xd)

= 1
(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

d∏
k=1

(
2 sin(δxk)

xk

)
dµ(x1, . . . , xd)

=
∫

[−δ,δ]d

d∏
k=1

(
sin(δxk)

δxk

)
dµ(x1, . . . , xd)

と表せる（関数 y 7→ (sin y)/y は，y = 0にも連続に拡張して考えるものとする．以下同様）．また，容易に確
かめられるように，y ∈ Rに対して (sin y)/y ≤ 1であり，|y| ≥ 1/2ならば (sin y)/y ≤ 1/2である．よって，

1
(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

(1 − ϕµ(t)) dt =
∫
Rd

(
1 −

d∏
k=1

sin(δxk)
δxk

)
dµ(x1, . . . , xd)

≥ 1
2

µ

(
Rd \

[
−2

δ
,

2
δ

]d
)

である．
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定理 2.25（Lévy の連続性定理） V を有限次元実線型空間とし，(µn)n∈N をその上の確率測度の列とする．
特性関数の列 (ϕµn

)n∈N が，関数 ϕ : V ∗ → Cに各点収束するとする．このとき，次の 4条件は同値である．

(a) V 上の確率測度の集合 {µn | n ∈ N}は緊密である．
(b) (µn)n∈N は V 上のある確率測度 µに弱収束する．
(c) ϕは V 上のある確率測度 µの特性関数に等しい．
(d) ϕは連続である．
(e) ϕは点 0 ∈ V ∗ において連続である．

さらに，これらの条件の下で，条件 (b)と (c)の確率測度 µは一致する．

証明 (b) =⇒ (c)および最後の主張 (µn)n∈N が V 上の確率測度 µに弱収束するならば，

ϕ(t) = lim
n→∞

ϕµn
(t) = lim

n→∞

∫
V

ei〈t,x〉 dµn(x) =
∫

V

ei〈t,x〉 dµ(x) = ϕµ(t) (t ∈ V ∗)

である．さらに，特性関数が確率測度を特徴付けること（定理 1.31）より，(b) と (c) の確率測度 µ は一致
する．

(c) =⇒ (d) 一般に特性関数が連続であること（命題 1.24）の結果である．
(d) =⇒ (e) 明らかである．
(e) =⇒ (a) 一般性を失わず，V = Rd であるとし，特性関数や ϕを Rd 上の関数とみなす．ϕは連続関数
列 (ϕµn

)n∈N の各点収束極限だから，可測である．ϕが点 0 ∈ Rd において連続であるとすると，任意の ϵ > 0
に対して，十分小さい δ > 0をとれば，

1
(2δ)d

∫
[−δ,δ]d

|1 − ϕ(t)| dt < ϵ (∗)

となる．(ϕµn
)n∈N は ϕに各点収束するから，Lebesgueの収束定理より，不等式 (∗)は，ϕを十分大きい nに

対する ϕµn
に置き換えても成り立つ．このような nに対しては，補題 2.24より，

µn

(
Rd \

[
−2

δ
,

2
δ

]d
)

< 2ϵ (∗∗)

である．さらに，必要に応じて δ を小さくとり直すことで，不等式 (∗∗)が残る有限個の nに対しても成り立
つようにできる．よって，{µn | n ∈ N}は緊密である．

(a) =⇒ (b) {µn | n ∈ N}が緊密であるとすると，Prokhorovの定理（定理 2.20）より，(µn)n∈N の弱収
束部分列がとれる．その弱収束極限を µと置くと，ϕ = ϕµ である（上記の (b) =⇒ (c)の証明を参照のこと）．

(µn)n∈N が µに弱収束しないと仮定して，矛盾を導こう．このとき，ある有界連続関数 f : E → Rが存在し
て，(µn(f))n∈N は µ(f)に収束しない．一方で，任意の n ∈ Nに対して |µn(f)| ≤ ‖f‖∞ だから，(µn(f))n∈N

の収束部分列 (µn(f))n∈S1（S1 は Nの無限部分集合）がとれる．この部分列は，µ(f)とは異なる値に収束す
る．さらに，ふたたび {µn | n ∈ N}の緊密性と Prokhorovの定理（定理 2.20）より，(µn)n∈S1 の弱収束部
分列 (µn)n∈S2（S2 は S1 の無限部分集合）がとれる．その弱収束極限を ν と置くと，各点収束の意味で

ϕν = lim
n∈S2, n→∞

ϕµn
= ϕ = ϕµ

だから（ふたたび (b) =⇒ (c)を用いた），ν = µである（定理 1.31）．ところが一方で，

ν(f) = lim
n∈S2, n→∞

µn(f) 6= µ(f)
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であり，これは矛盾である．よって，背理法より，(µn)n∈N は µに弱収束する．

系 2.26 有限次元実線型空間 V 上の確率測度の列 (µn)n∈N と確率測度 µ に対して，次の 2 条件は同値で
ある．

(a) (µn)n∈N は µに弱収束する．
(b) 特性関数の列 (ϕµn)n∈N は ϕµ に各点収束する．

証明 Lévyの連続性定理（定理 2.25）の (b) ⇐⇒ (c)と最後の主張から従う．

3 大数の法則
3.1 大数の弱法則
定理 3.1 (Xi)i∈N>0 を確率空間 (Ω,A, P )上の 2乗可積分な実確率変数の独立列とする．この列が

lim
n→∞

1
n2

n∑
i=1

Var[Xi] = 0

を満たすならば，n → 0のとき
1
n

n∑
i=1

Xi − 1
n

n∑
i=1

E[Xi]
p−→ 0

である．

証明 ϵ > 0 を任意にとる．(1/n)
∑n

i=1 Xi の平均は (1/n)
∑n

i=1 E[Xi]，分散は (1/n2)
∑n

i=1 Var[Xi] だか
ら，Chebyshevの不等式（系 1.21）より，

P

(
1
n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi −

n∑
i=1

E[Xi]

∣∣∣∣∣ ≥ ϵ

)
≤ 1

ϵ2n2

∞∑
i=1

Var[Xi] = 0

である．主張の仮定が成り立つとすると，n → ∞のとき上式の右辺は 0に収束する．すなわち，主張の確率
収束が成り立つ．

系 3.2（大数の弱法則） (Xi)i∈N>0 を確率空間 (Ω,A, P )上の 2乗可積分な実確率変数の独立同分布列とし，
これらの共通の期待値を µと書く．すると，n → ∞のとき

1
n

n∑
i=1

Xi
p−→ µ

である．

3.3節で，大数の弱法則よりも強い主張である，大数の強法則を示す．

3.2 大数の強法則の証明の準備
本小節では，大数の強法則の証明に用いる命題・補題のうち，議論の本筋とは比較的独立しているものをま
とめる．
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補題 3.3（Kroneckerの補題） (ai)i∈N>0 を実数列とし，(bi)i∈N>0 を正の実数の増加列とする．
∑n

i=1 ai/bi

が n → ∞のとき（有限値に）収束するならば，

lim
n→∞

1
bn

n∑
i=1

ai = 0

である．

証明 An =
∑n

i=1 ai/bi と置き，これが n → ∞のとき A ∈ Rに収束するとする．Abelの総和公式より

1
bn

n∑
i=1

ai = 1
bn

n∑
i=1

ai

bi
bi

= 1
bn

(
Anbn −

n−1∑
i=1

Ai(bi+1 − bi)

)

= An − 1
bn

n−1∑
i=1

Ai(bi+1 − bi)

だから，主張を示すためには，
lim

n→∞

1
bn

n−1∑
i=1

Ai(bi+1 − bi) = A (∗)

をいえばよい．任意の ϵ > 0に対して，正の整数 n0 が存在して，任意の整数 i ≥ n0 に対して |Ai − A| ≤ ϵ

となる．このような n0 をとると，任意の整数 n > n0 に対して∣∣∣∣∣ 1
bn

n−1∑
i=1

Ai(bi+1 − bi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 1
bn

n−1∑
i=1

(Ai − A)(bi+1 − bi) − b1

bn
A

∣∣∣∣∣
≤ 1

bn

n−1∑
i=1

|Ai − A|(bi+1 − bi) + b1

bn
A

≤ 1
bn

n0∑
i=1

|Ai − A|(bi+1 − bi) + bn − bn0+1

bn
ϵ + b1

bn
A

となり，nが十分大きければ，上式の最右辺は 2ϵ以下となる．これで，(∗)が示された．

補題 3.4 (Ω,A, µ)を測度空間とする．f : Ω → R≥0 を可測関数とし，C > 0とすると，

C

∞∑
i=1

µ(f−1([iC, ∞])) ≤
∫

Ω

f dµ ≤ C

∞∑
i=0

µ(f−1((iC, ∞]))

である．

証明 可測関数 g+, g− : E → R≥0 を

g+(x) = inf{iC | i ∈ N, f(x) ≤ iC},

g−(x) = sup{iC | i ∈ N, f(x) ≥ iC}

と定めると，g− ≤ f ≤ g+ である．g+ = C
∑∞

i=0 χf−1((iC,∞])，g− = C
∑∞

i=1 χf−1([iC,∞]) と書けることに
注意して，この不等式の各辺を積分すれば，主張の不等式を得る．
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3.3 大数の強法則
補題 3.5（Kolmogorovの不等式） X1, . . . , Xn を確率空間 (Ω,A, P )上の 2乗可積分な実確率変数とし，こ
れらは独立であり，これらの期待値はすべて 0であるとする．各 i ∈ {1, . . . , n}に対して，Si = X1 + · · ·+Xi

と置く．このとき，任意の ϵ > 0に対して，

P

(
max

1≤i≤n
|Si| ≥ ϵ

)
≤ 1

ϵ2 Var[Sn]

が成り立つ．

証明 各 i ∈ {1, . . . , n}に対して

Ai = {|S1|, . . . , |Si−1| < ϵ, |Si| ≥ ϵ}

と置くと，{max1≤i≤n|Si| ≥ ϵ} =
∐n

i=1 Ai であり，Ai 上では χAiS
2
i ≥ ϵ2 だから，

P

(
max

1≤i≤n
|Si| ≥ ϵ

)
=

n∑
i=1

P (Ai) ≤ 1
ϵ2

n∑
i=1

E[χAiS
2
i ] (∗)

である．また，各 i ∈ {1, . . . , n}に対して，χAi
Si と Sn − Si は独立だから，

E[χAiS
2
n] = E[χAiS

2
i ] + 2E[χAiSi(Sn − Si)] + E[χAi(Sn − Si)2]

= E[χAi
S2

i ] + 2E[χAi
Si]E[Sn − Si] + E[χAi

(Sn − Si)2]
= E[χAi

S2
i ] + E[χAi

(Sn − Si)2]
≥ E[χAiS

2
i ]

である（系 1.19）．したがって，
n∑

i=1
E[χAi

S2
i ] ≤

n∑
i=1

E[χAi
S2

n] ≤ E[S2
n] = Var[Sn] (∗∗)

である．(∗)と (∗∗)より，主張の不等式が成り立つ．

補題 3.6 (Xi)i∈N>0 を確率空間 (Ω,A, P ) 上の 2 乗可積分な実確率変数の独立列とする．この列が∑∞
i=1 E[Xi] < ∞かつ∑∞

i=1 Var[Xi] < ∞を満たすならば，確率変数列 (
∑n

i=1 Xi)n∈N>0 は概収束する．

証明 ∑∞
i=1 E[Xi] < ∞だから，Xi − E[Xi]を改めて Xi と置き直すことで，一般性を失わず，E[Xi] = 0

（i ∈ N>0）と仮定する．Kolmogorovの不等式（補題 3.5）より，任意の ϵ > 0と整数 1 ≤ m ≤ nに対して，

P

(
max

m≤b≤n
|Xm + · · · + Xb| ≥ ϵ

)
≤ 1

ϵ2

n∑
i=m

Var[Xi]

である．さらに，a, bをm ≤ a ≤ b ≤ nを満たす整数とすると |Xa + · · · + Xb| ≤ |Xm + · · · + Xb| + |Xm +
· · · + Xa−1|だから，上式から

P

(
max

m≤a≤b≤n
|Xa + · · · + Xb| ≥ 2ϵ

)
≤ 1

ϵ2

n∑
i=m

Var[Xi] ≤ 1
ϵ2

∞∑
i=m

Var[Xi]
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を得る．ここで，n → ∞とすると

P

(
sup

m≤a≤b
|Xa + · · · + Xb| ≥ 3ϵ

)
≤ P

( ∞⋃
n=m

{
max

m≤a≤b≤n
|Xa + · · · + Xb| ≥ 2ϵ

})
≤ 1

ϵ2

∞∑
i=m

Var[Xi]

となり（命題 1.3 (1)），続けてm → ∞とすると，∑∞
i=1 Var[Xi] < ∞より

P

(
lim

m→∞
sup

m≤a≤b
|Xa + · · · + Xb| ≥ 3ϵ

)
= P

( ∞⋂
m=1

{
sup

m≤a≤b
|Xa + · · · + Xb| ≥ 3ϵ

})
= 0

となる（命題 1.3 (2)）．これが任意の ϵ > 0に対して成り立つから，

P

(
lim

m→∞
sup

m≤a≤b
|Xa + · · · + Xb| > 0

)
= 0

である．すなわち，(
∑n

i=1 Xi)n∈N>0 は，ほとんど確実に Cauchy列である．よって，主張の概収束が成り立
つ．

定理 3.7 (Xi)i∈N>0 を確率空間 (Ω,A, P )上の 2乗可積分な確率変数の独立列とする．この列が
∞∑

i=1

Var[Xi]
i2 < ∞

を満たすならば，n → ∞のとき
1
n

n∑
i=1

Xi − 1
n

n∑
i=1

E[Xi]
a.s.−−→ 0

である．

証明 主張の仮定が成り立つとすると，確率変数列 ((Xi − E[Xi])/i)i∈N>0 について，

E

[
Xi − E[Xi]

i

]
= 0 (i ∈ N>0),

∞∑
i=1

Var
[

Xi − E[Xi]
i

]
=

∞∑
i=1

Var[Xi]
i2 < ∞

である．このとき，補題 3.6より，確率変数列 (
∑n

i=1(Xi −E[Xi])/i)n∈N>0 は概収束する．よって，Kronecker
の補題（補題 3.3）より，主張の概収束が成り立つ．

注意 3.8 Kronecker の補題（補題 3.3）より，定理 3.7 の仮定∑∞
i=1 Var[Xi]/i2 < ∞ は，定理 3.1 の仮定

limn→∞(1/n2)
∑n

i=1 Var[Xi] = 0よりも強い．

定理 3.9（大数の強法則） (Xi)i∈N>0 を確率空間 (Ω,A, P ) 上の 2 乗可積分な実確率変数の独立同分布列と
し，これらの共通の期待値を µと置く．すると，n → ∞のとき

1
n

n∑
i=1

Xi
a.s.−−→ 0

である．

証明 各 i ∈ N>0 に対して，確率変数 Yi を，

Yi =

{
Xi (|Xi| ≤ i)
0 (otherwise)
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と定める．各 Yi は有界だから，特に 2乗可積分である．また，Xi の共通の分布を ν と書くと，
∞∑

i=1

Var[Yi − E[Yi]]
i2 ≤

∞∑
i=1

E[Y 2
i ]

i2

≤ 4
∞∑

i=1

E[Y 2
i ]

(i + 1)2

= 4
∞∑

i=1

1
(i + 1)2

∫
|x|≤i

x2 dν(x)

≤ 4
∫ ∞

0

1
y2

∫
|x|≤i

x2 dν(x) dy

= 4
∫
R

(∫ ∞

|x|

1
y2 dy

)
x2 dν(x)

= 4
∫
R
|x| dν(x)

< ∞

である．したがって，定理 3.7より，n → ∞のとき

1
n

n∑
i=1

(Yi − E[Yi])
a.s.−−→ 0 (∗)

である．
確率変数の列 (Xi)i∈N>0 が同分布で可積分であることと補題 3.4より

∞∑
i=1

P (Xi 6= Yi) =
∞∑

i=1
P (|Xi| > i) =

∞∑
i=1

P (|X1| > i) < ∞

だから，Borel–Cantelliの補題（命題 1.10 (1)）より，無限個の iに対して Xi 6= Yi となる確率は 0である．
したがって，n → ∞のとき

1
n

n∑
i=1

(Xi − Yi)
a.s.−−→ 0 (∗∗)

である．また，(Xi)i∈N>0 が同分布で可積分であることと Lebesgueの収束定理より

lim
i→∞

E[Yi] = lim
i→∞

E[χ{|X1|≤i}X1] = E[X1] = µ

だから，
lim

n→∞

1
n

n∑
i=1

E[Yi] = µ (∗∗∗)

である（Cesàro平均の性質）．以上，(∗), (∗∗), (∗∗∗)より，主張の概収束が従う．

3.4 大数の強法則の逆
次の命題は，ある意味で，大数の法則の逆を主張している．
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命題 3.10 (Xi)i∈N>0 を確率空間 (Ω,A, P )上の実確率変数の独立同分布列とし，これらの確率変数は可積分
でないとする．このとき，ほとんど確実に，

lim sup
n→∞

1
n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi

∣∣∣∣∣ = ∞

が成り立つ．

証明 C ≥ 0とすると，(Xi)i∈N>0 が同分布であり可積分でないことと補題 3.4より，
∞∑

i=1
P (|Xi| ≥ iC) =

∞∑
i=1

P (|X1| ≥ iC) = ∞

である．したがって，Borel–Cantelli の補題（命題 1.10 (2)）より，ほとんど確実に無限個の i に対して
|Xi| ≥ iC である．特に，ほとんど確実に lim supn→∞|Xn|/n ≥ C である．これが任意の C ≥ 0に対して成
り立つから，ほとんど確実に

lim sup
n→∞

|Xn|
n

= ∞ (∗)

である．一方で，

|Xn|
n

= 1
n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi − n − 1

n

1
n − 1

n−1∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
≤ 1

n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi

∣∣∣∣∣+ n − 1
n

1
n − 1

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
だから，上極限をとって

lim sup
n→∞

|Xn|
n

≤ 2 lim sup
n→∞

1
n

∣∣∣∣∣
n∑

i=1
Xi

∣∣∣∣∣ (∗∗)

を得る．(∗)と (∗∗)より，主張が成り立つ．

4 中心極限定理
4.1 正規分布

V を有限次元実線型空間とする．対称 2階テンソル Σ ∈ V ⊗ V が正値であるとは，任意の t ∈ V ∗ に対し
て，〈t ⊗ t, Σ〉 ≥ 0であることをいう．これに加えて，〈t ⊗ t, Σ〉 = 0となるのが t = 0のときのみであるなら
ば，Σ は非退化であるという．

命題 4.1 V を有限次元実線型空間とする．任意の µ ∈ V と正値対称 2階テンソル Σ ∈ V ⊗ V に対して，関
数 γµ,Σ : V ∗ → Cを

γµ,Σ(t) = exp(i〈t, µ〉 − 〈t ⊗ t, Σ〉) (t ∈ V ∗)

と定めると，γµ,Σ を特性関数にもつ V 上の確率測度 νµ,Σ が一意に存在する．さらに，この νµ,Σ は，任意の
p ∈ [1, ∞)に対して p乗可積分であり，その期待値は µ，共分散テンソルは Σ である．
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証明 一意性 特性関数が確率測度を特徴付ける（定理 1.31）ことの結果である．
存在 V 上の確率測度 ν が γ0,Σ を特性関数にもつとすると，その写像 v 7→ v + µによる像は，γµ,Σ を特
性関数にもつ（命題 1.23）．したがって，主張は，µ = 0の場合に示せば十分である．さらに，Σ ∈ V ⊗ V は
対称 2階テンソルだから，V の基底 (e1, . . . , ed)と k ∈ {0, . . . , d}が存在して，Σ =

∑k
i=1 ei ⊗ ei と書ける．

このとき，(e1, . . . , ed)の双対基底が定める同型を通して γ0,Σ を Rd 上の関数とみなしたものは，

γ
(d)
k (t1, . . . , td) = exp

(
−

k∑
i=1

t2
i

)
=

k∏
i=1

e−t2
i ((t1, . . . , td) ∈ Rd)

で与えられる関数 γ
(d)
k となる．以上より，結局，任意の k ∈ {0, . . . , d}に対して，γ

(d)
k を特性関数にもつ Rd

上の確率測度が存在することを示せばよい．
Lebesgue測度に関して密度関数 x 7→ (2π)1/2e−x2/2 をもつ R上の確率測度を ν と書くと，ν の特性関数は

t 7→ e−t2/2 である（補題 1.29）．また，点 0 ∈ Rに集中した R上の Dirac測度 δ0 の特性関数は，定数関数 1
である．よって，Rd 上の積測度 ν⊗k ⊗ δ

⊗(d−k)
0 の特性関数は，上記の γ

(d)
k となる（命題 1.28）．これで，主

張が示された．
最後の主張 前段の記号で，Rd 上の確率測度 ν⊗k ⊗ δ

⊗(d−k)
0 は，任意の p ∈ [1, ∞)に対して p乗可積分で

ある．よって，確率測度 νµ,Σ についても同様である．また，

Dtγν,Σ(0) = i〈t, µ〉 (t ∈ V ∗), D2
s,tγν,Σ(0) = −〈s ⊗ t, Σ〉 (s, t ∈ V ∗)

だから，νµ,Σ の期待値は µ，共分散テンソルは Σ である（系 1.25）．

定義 4.2（正規分布） V を有限次元実線型空間とする．µ ∈ V と正値対称 2階テンソルΣ ∈ V ⊗V に対して，
命題 4.1で定まる V 上の確率測度 νµ,Σ を，期待値 µ，共分散テンソル Σ の正規分布（normal distribution）
といい，記号 N(µ, Σ)で表す*10．µ = 0のとき，N(0, Σ)を，共分散テンソル Σ の中心正規分布（centered
normal distribution）という．Σ が非退化であるとき，正規分布 N(µ, Σ)は非退化（non-degenerate）であ
るという．

V = Rd の場合は，µ ∈ Rd と d 次実正値対称行列 Σ に対して，期待値 µ，共分散行列 Σ の正規分布
N(µ, Σ) が定まる．期待値 0，共分散行列 Id（d 次単位行列）の正規分布 N(0, Id) を，d 次元標準正規分布
（d-dimensional standard normal distribution）という．

注意 4.3 命題 4.1の証明からわかるように，d次元標準正規分布 N(0, Id)は，Lebesgue測度に関して密度
関数

f0,Id
(x) = 1

(2π)d/2 exp
(

−1
2

|x|2
)

(x ∈ Rd)

をもつ確率測度である（|–| は Euclid ノルムを表す）．µ ∈ Rd とし，Σ を d 次実正値対称行列とすると，
N(0, Id)のアフィン写像 x 7→ Σ1/2x + µによる像は，正規分布 N(µ, Σ)である（命題 1.23を用いて確かめ
られる）．以上のことと変数変換公式より，非退化な正規分布 N(µ, Σ)は，Lebesgue測度に関して密度関数

fµ,Σ(x) = 1
(2π)d/2(det Σ)1/2 exp

(
−1

2
(x − µ)T

Σ−1(x − µ)
)

(x ∈ Rd)

をもつ確率測度である．

*10 この記号は，主に確率変数の分布を扱う文脈で，たとえば「X は正規分布 N(µ, Σ)に従う」というように使われる．一方で，こ
の正規分布に関する Borel集合 Aの関する測度を N(µ, Σ)(A)と書くことは，あまりない．
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4.2 中心極限定理
補題 4.4 複素数列 (zn)n∈N>0 が z ∈ Cに収束するならば，

lim
n→∞

(
1 + zn

n

)n

= ez

である．

証明 各 n ∈ N>0 に対して，(
1 + zn

n

)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
zk

n

nk
=

∞∑
k=0

n

n

n − 1
n

· · · n − k + 1
n

· zk
n

k!

である．C = supn∈N>0
|zn| と置くと，上式の最右辺の各項の絶対値は Ck/k! で上から抑えられ，∑∞

k=0 Ck/k! = eC < ∞である．よって，Lebesgueの収束定理より，上式は n → ∞のとき∑∞
k=0 zk/k! = ez

に収束する．

定理 4.5（中心極限定理） (Ω,A, P )を確率空間，V を有限次元実線型空間とし，(Xi)i∈N>0 を (Ω,A, P )上
の 2乗可積分な V 値確率変数の独立同分布列とする．Xi の共通の期待値は 0であるとし，共通の共分散テン
ソルを Σ ∈ V ⊗ V と書く．すると，n → ∞のとき

1√
n

n∑
i=1

Xi
d−→ N(0, Σ)

である．

証明 Xi の共通の分布を µとする．特性関数 ϕµ は 2階連続微分可能であり，

ϕµ(0) = 1, Dtϕµ(0) = 0 (t ∈ V ∗), D2
s,tϕµ(0) = −〈s ⊗ t, Σ〉 (s, t ∈ V ∗)

だから（系 1.25），Taylorの定理より，

ϕµ(t) = 1 − 1
2

〈Σ, t ⊗ t〉 + R(t) (t ∈ V ∗), lim
t→0

R(t)
|t|2

= 0

と書ける．ここで，|–|は任意に固定した V ∗ 上のノルムである．これを用いると，Tn = (1/
√

n)
∑n

i=1 Xi の
特性関数は，

ϕTn
(t) = ϕµ

(
1√
n

t

)n

=
(

1 − 1
2n

〈t ⊗ t, Σ〉 + R

(
1√
n

t

))n

(t ∈ V ∗)

と表せる（系 1.27）．補題 4.4 より，上式は，n → ∞ のとき exp(−(1/2)〈t ⊗ t, Σ〉) = γ0,Σ(t) に収束する
（γ0,Σ は，命題 4.1で定義したものである）．よって，Lévyの連続性定理の系（系 2.26）より，Tn の分布は
N(0, Σ)に弱収束する．
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