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記号と用語
• 集合 X からその商集合 X/Rへの写像であって，各 x ∈ X に対して x の同値類を対応させるものを，等
化写像という．

• 集合 X 上の同値関係 Rを X × X の部分集合として扱うとき，これを Rのグラフといい，Γ(R)と書く．
• X を集合，Rを X 上の同値関係，π : X → X/Rを等化写像とする．X の部分集合 Aが Rに関して充満
しているとは，A = π−1(π(A))であることをいう．

• X を集合，Rを X 上の同値関係とし，Aを X の部分集合とする．Rを A × Aに制限して得られる A上
の同値関係を，RAと書く．

• {Xi}i∈I を集合族とし，各 i ∈ I に対して Ri を Xi 上の同値関係とする．「x = (xi)i∈I と y = (yi)i∈I が関
係するのは，任意の i ∈ I に対して xi = yi であるとき，かつそのときに限る」とする

∏
i∈I Xi 上の同値

関係を，∏
i∈I Ri と書く．

• {Xi}i∈I , {Yi}i∈I を集合族とし，各 i ∈ I に対して fi : Xi → Yi とする．
∏

i∈I Xi の点 (xi)i∈I に対して∏
i∈I Yi の点 ( fi(xi))i∈I を対応させる写像を，{ fi}i∈I の積写像といい，

∏
i∈I fi :

∏
i∈I Xi →

∏
i∈I Yi と

書く．

1 終位相の一般論
定義 1.1（終位相） X を集合，{Yi}i∈I を位相空間族とする．写像族 {σi : Yi → X}i∈I に対して，すべての σi
が連続となるような X 上の最大の位相を，{(Yi,σi)}i∈I（あるいは単に {σi}i∈I）が誘導する X 上の終位相と
いう．

容易にわかるように，{σi}i∈I が誘導する X 上の終位相は，任意の i ∈ I に対して σ−1
i (A)が Yi の開集合と

なるような A ⊆ X の全体を開集合系とする位相である．

命題 1.2（終位相の特徴付け） X を集合，{Yi}i∈I を位相空間族とする．写像族 {σi : Yi → X}i∈I が誘導する
X 上の終位相は，次の性質をもつ唯一の X 上の位相である．

任意の位相空間 Z と写像 g : X → Z について，g が連続であることと，任意の i ∈ I に対して g ◦ σi が
連続であることとは同値である．

証明 {σi}i∈I が誘導する X 上の終位相を Of とする．このとき，位相空間 Z と写像 g : X → Z に対して，次
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の同値関係が成り立つ．

任意の i ∈ I に対して g ◦ σi が連続
⇐⇒ 任意の i ∈ I と開集合 O ⊆ Z に対して σ−1

i (g−1(O))は Yi の開集合
⇐⇒ 任意の開集合 O ⊆ Z に対して g−1(O) ∈ Of. (∗)

一方で，X 上の位相 O によって X を位相空間とみなすとき，g が連続であることは，次のようにいいかえら
れる．

任意の開集合 O ⊆ Z に対して g−1(O) ∈ O. (∗∗)

任意の位相空間 Z と写像 g : X → Z に対して (∗) ⇐⇒ (∗∗) であることは，Of = O であることに他ならな
い． □

命題 1.3（終位相の推移性） X を集合，{Yi}i∈I を集合族，{Zi j}i∈I , j∈Ji（Ji は各 i ∈ I に対して定まる添字集
合）を位相空間族とする．写像族 {σi : Yi → X}i∈I，{τi j : Zi j → Yi}i∈I , j∈Ji について，{σi ◦ τi j}i∈I , j∈Ji が誘
導する X 上の終位相と，「各 Yi を {τi j}j∈Ji が誘導する終位相によって位相空間とみなすときの，{σi}i∈I が誘
導する X 上の終位相」とは一致する．

証明 終位相の特徴付け（命題 1.2）より，σi が連続であることと，任意の j ∈ Ji に対して σi ◦ τi j が連続で
あることとは同値である．ここから結論が従う． □

2 商空間と商写像
定義 2.1（商空間） X を位相空間，Rを X 上の同値関係とする．等化写像 π : X → X/Rが誘導する X/R上
の終位相を，X の位相が誘導する X/R 上の商位相という．商位相によって X/R を位相空間とみなすとき，
X/Rを X の商空間という．

定義 2.2（商写像） X , Y を位相空間， f : X → Y とする．Y の位相が f の誘導する終位相に等しく，かつ f

が全射であるとき， f は商写像であるという．

X を位相空間，X/Rをその商空間とするとき，等化写像 π : X → Y は商写像である．逆に， f : X → Y が商
写像であるとき，X を f が定める同値関係で割った商空間と Y とは f が誘導する写像により同相となる．こ
のように，商空間を考えることと商写像を考えることは等価である．

命題 2.3 X , Y を位相空間，Rを X 上の同値関係，π : X → X/Rを等化写像とする．写像 f : X/R → Y が連
続であるための必要十分条件は， f ◦ π : X → Y が連続であることである．

証明 命題 1.2から従う． □

系 2.4 X , Y を位相空間，R, S をそれぞれ X , Y 上の同値関係， f : X → Y を R, S と整合する写像とする． f

が連続ならば， f が誘導する写像 f : X/R → Y/S も連続である． □

命題 2.5 X を位相空間，R, S を X 上の同値関係とし，S は R よりも粗いとする．このとき，自然な全単射
(X/R)/(S/R) → X/S は同相写像である．

証明 命題 1.3から従う． □
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3 開写像と閉写像
定義 3.1 X , Y を位相空間， f : X → Y とする．

(1) X の開集合の f による像が常に Y の開集合であるとき， f は開写像であるという．
(2) X の閉集合の f による像が常に Y の閉集合であるとき， f は閉写像であるという．

命題 3.2 X , Y を位相空間， f : X → Y とし，Aを X の部分集合とする．

(1) f が開写像であり，Aが X の開集合ならば， f |A : A → Y も開写像である．
(2) f が閉写像であり，Aが X の閉集合ならば， f |A : A → Y も閉写像である． □

命題 3.3 X , Y を位相空間， f : X → Y とし，Bを Y の部分集合とする．

(1) f が開写像ならば， f を f −1(B)から Bへの写像とみなしたものも開写像である．
(2) f が閉写像ならば， f を f −1(B)から Bへの写像とみなしたものも閉写像である．

証明 X の部分集合 Aに対して f (A ∩ f −1(B)) = f (A) ∩ Bであることからわかる． □

命題 3.4 開連続全射および閉連続全射は商写像である．

証明 どちらも同様に示せるから，開連続全射について示す．X , Y を位相空間， f : X → Y を開連続全射とす
る． f の連続性より，Y の開集合の f による逆像は常に X の開集合である．逆に，部分集合 B ⊆ Y について，
f −1(B)が X の開集合であるとすると， f が開写像であることより f ( f −1(B))は Y の開集合であり， f が全射
であることより B = f ( f −1(B))だから，Bは Y の開集合である．よって，Y の位相は， f が誘導する終位相に
等しい． f の全射性と合わせて， f が商写像であることが従う． □

したがって，開連続全射および閉連続全射は，商写像の特別な場合であるといえる．これに対応して，次の
概念を定義する．

定義 3.5 X を位相空間，Rを X 上の同値関係，π : X → X/Rを等化写像とする．

(1) π が開写像であるとき，Rは開同値関係であるという．
(2) π が閉写像であるとき，Rは閉同値関係であるという．

注意 開でも閉でもない商写像が存在する．あるいは同じことだが，開でも閉でもない（位相空間上の）同値
関係が存在する．たとえば，Rを R上の同値関係であって各 n ∈ N>0 に対して nと 1/nとを同一視するもの
とすると，Rは開同値関係でも閉同値関係でもない．

4 商空間と部分空間
前節で述べた開写像・閉写像に関する命題から，商空間と部分空間に関する次の命題が得られる．

命題 4.1 X を位相空間，Rを X 上の同値関係，π : X → X/Rを等化写像，Aを X の部分集合とする．次の
それぞれの場合，自然な全単射 A/RA → π(A)は同相写像である．
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(1) Rが開同値関係であり，Aが X の開集合である．
(2) Rが閉同値関係であり，Aが X の閉集合である．
(3) Rが開同値関係であり，Aが Rに関して充満している．
(4) Rが閉同値関係であり，Aが Rに関して充満している．

証明 (1) と (2)，(3) と (4) の証明はそれぞれ同様にできるから，(1) と (3) のみ証明する．自然な全単射
A/RA → π(A)が同相写像であることは，π を Aから π(A)への写像とみなしたものが商写像であることに同
値なので，これを示せばよい．

(1) R が開同値関係であり，Aが X の開集合であるとする．このとき，命題 3.2，命題 3.3より π を Aか
ら π(A)への写像とみなしたものも開写像であり，したがって命題 3.4より商写像である．

(3) R が開同値関係であり，A が R に関して充満しているとする．このとき，命題 3.3 より π を
A = π−1(π(A)) から π(A) への写像とみなしたものは開写像であり，したがって命題 3.4 より商写像である．

□

注意 命題 4.1の結論は，無条件には成り立たない．たとえば，Rを R上の同値関係であって各 n ∈ N>0 に対
して nと 1/nとを同一視するものとし，A = {0} ∪ ((1,∞) \ N>0)とすると，Aは Rに関して充満しているが，
自然な全単射 A/RA → π(A)は同相写像ではない．実際，RA は A上の離散同値関係であり，0は A/RA = A

の孤立点だが，π(0)は π(A) ⊆ R/Rの孤立点ではない．

5 商空間と積空間
命題 5.1 {Xi}i∈I , {Yi}i∈I を位相空間族とし，各 i ∈ I に対して fi : Xi → Yi とする．各 fi が開写像であり，有
限個の i ∈ I を除いて fi が全射ならば，積写像

∏
i∈I fi :

∏
i∈I Xi →

∏
i∈I Yi も開写像である．

証明 各 fi が開写像であり，有限個の i ∈ I を除いて fi が全射とする．各 i ∈ I に対して Ui を Xi の開集合と
し，有限個の i ∈ I を除いてはUi = Xi とする．これらの積

∏
i∈I Ui の

∏
i∈I fi による像は

∏
i∈I fi(Ui)である．

仮定より，各 fi(Ui)は Yi の開集合であり，有限個の i ∈ I を除いては fi(Ui) = Yi だから，この像は
∏

i∈I Yi の
開集合である．このような∏

i∈I Ui の全体は
∏

i∈I Xi の開基をなすから，
∏

i∈I fi は開写像である． □

上の命題から，商空間と積空間に関する次の命題が得られる．

命題 5.2 {Xi}i∈I を位相空間族とし，各 i ∈ I に対して Ri を Xi 上の同値関係とする．各 Ri が開同値関係な
らば，∏

i∈I Ri も開同値関係であり，自然な全単射
∏

i∈I Xi/
∏

i∈I Ri →
∏

i∈I (Xi/Ri)は同相写像である．

証明 各 i ∈ I に対して，πi : Xi → Xi/Ri を商写像とする．各 πi が開写像であるとして，
∏

i∈I πi が開写像で
あることを示せばよいが（命題 3.4），これは命題 5.1から従う． □

注意 命題 5.2の結論は，無条件には成り立たない．たとえば，∆を Q上の離散同値関係，R を Q上の同値
関係であって Zのすべての点を同一視するものとすると，∆は開かつ閉な同値関係，Rは閉同値関係だが，自
然な全単射 (Q × Q)/(∆ × R) → Q × (Q/R)は同相写像ではない．
このことを見るために，∆ × Rに関して充満した Q × Qの開集合（したがって (Q × Q)/(∆ × R)への自然な
全射による像は開集合となる）であって，Q × (Q/R)への自然な全射による像は開集合でないものを構成しよ
う．(an)n∈Z を (0,1) 内の無理数の列で，limn→∞ an = 0 を満たすものとする．各 n ∈ Z に対して，(−1,n) と
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(−an,n)とを結ぶ線分を直径とする開球，(−an,n)と (an,n)とを結ぶ線分を直径とする開球，(an,n)と (1,n)と
を結ぶ線分を直径とする開球を考え，これら 3つの開球の合併を Un とする．U =

∪
n∈ZUn と置くと，これは

条件を満たす．

6 商空間の分離性
本節では，商空間が Hausdorffになるための十分条件をいくつか挙げる．

命題 6.1 X を位相空間，R を X 上の同値関係とする．次の 2条件について，(a) =⇒ (b)が成り立つ．さら
に，Rが開同値関係ならば，2条件は同値となる．

(a) X/Rは Hausdorffである．
(b) Γ(R)は X × X の閉集合である．

証明 π : X → X/Rを等化写像とし，∆(X/R) = {(a,a) | a ∈ X/R} と置く．X/Rが Hausdorffであることは，
∆(X/R)が (X/R) × (X/R)の閉集合であることに同値である．

(a) =⇒ (b) X/R が Hausdorff であるとすると，∆(X/R) は (X/R) × (X/R) の閉集合だから，Γ(R) =
(π × π)−1(∆(X/R))は X × X の閉集合である．

(b) =⇒ (a) R が開同値関係であり，Γ(R) が X × X の閉集合であるとする．このとき，命題 5.2 より，
(X/R) × (X/R)を (X × X)/(R × R)と同一視できる．そのため，∆(X/R)を (X × X)/(R × R)の部分集合と考え
たものが閉集合であることを示せばよい．∆(X/R) ⊆ (X × X)/(R × R)の等化写像による逆像は，Γ(R)である．
仮定よりこれは X × X の閉集合だから，商位相の定義より，∆(X/R)は (X × X)/(R × R)の閉集合である．こ
れで示された． □

命題 6.2 X が正則 Hausdorff空間，Rが X 上の閉同値関係ならば，Γ(R)は X × X の閉集合である．

証明 Xを正則Hausdorff空間，Rを X上の閉同値関係とし，π : X → X/Rを等化写像とする．点 (x, y) ∈ Γ(R)
を任意にとる．すると，x の任意の閉近傍 F と y の任意の近傍 V に対して，F × V は Γ(R) と交わる．すな
わち，π−1(π(F))は V と交わる．ここで，V は y の任意の近傍を動き，仮定より π−1(π(F))は閉集合だから，
y ∈ π−1(π(F)) = π−1(π(F))である．したがって，π−1(π({y}))と F は交わる．ここで，F は x の任意の閉近傍
を動き，仮定より π−1(π({y}))は閉集合だから，x ∈ π−1(π({y})) = π−1(π({y}))である．これは，(x, y) ∈ Γ(R)
を意味する．よって，Γ(R)は X × X の閉集合である． □

系 6.3 X が正則 Hausdorff空間，Rが X 上の開かつ閉な同値関係ならば，X/Rは Hausdorffである．

証明 命題 6.1と命題 6.2から従う． □

命題 6.4 X を正則 Hausdorff空間，F を X の空でない閉集合とし，Rを X 上の同値関係であって F を 1点
に潰すものとする（すなわち，Rに関する同値類は，F と各 x ∈ X \ F に対する {x}である）．このとき，商空
間 X/Rは Hausdorffである．

証明 π : X → X/R を等化写像とする．まず，異なる 2 点 x, y ∈ X \ F を任意にとる．X は Hausdorff であ
り，F は閉集合だから，x の開近傍 U と y の開近傍 V を交わらないように X \ F の中にとれる．このとき，
π(U), π(V)はそれぞれ π(x), π(y)の開近傍であり，互いに交わらない．次に，x ∈ X \ F を任意にとる．X は正
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則であり，F は閉集合だから，x の開近傍 U と F の開近傍 V を交わらないようにとれる．このとき，π(U),
π(V)はそれぞれ π(x), F の開近傍であり，互いに交わらない．よって，X/Rは Hausdorffである． □

注意 一般には，X が Hausdorffであっても，その空でない閉集合 F を 1点に潰す同値関係 Rによる商空間
X/Rは Hausdorffとは限らない．反例を構成しよう．X を，実数全体のなす集合に

O = {U \ C | U は Rの通常の開集合，C は U の可算部分集合}

を開集合系とする位相を入れた位相空間とする（O は確かに開集合系の公理を満たす）．F を有理数全体の
なす集合とすると，F は X の空でない閉集合である．F を 1 点に潰す同値関係 R による商空間 X/R は，
Hausdorffではない．実際，点 F ∈ X/Rはその他の点と開集合で分離できない．

注意 上の反例は，Hausdorff 空間の（位相空間の圏における）列帰納極限であって Hausdorff ではない例
をも与えている．このことを見よう．記号は上と同じとし，有理数を数え上げて F = {qn | n ∈ N} と置く．
n ∈ N>0 に対して，Rn を，{q0, . . . ,qn−1} を 1点に潰す X 上の同値関係とする．すると，各商空間 X/Rn は
Hausdorffだが，自然な全射の列 X/R1 → X/R2 → · · · の帰納極限は X/Rであり（終位相の推移性：命題 1.3
からわかる），これは Hausdorffではないのだった．
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