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概要
‌C*‌ 代数の理論を前提として，正規作用素のスペクトル分解定理を証明する．スペクトル分解定理のいく
つかの応用にも触れる．
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記号と用語
• 自然数，整数，実数，複素数全体の集合を，それぞれ N, Z, R, Cと書く．0は自然数に含める．また，

N>0 = {n ∈ N | n > 0}，R≥0 = [0,∞)，R>0 = (0,∞)，U = {λ ∈ C | |λ| = 1}と書く．
• 写像 f : X → Y のグラフを，gr(f) = {(x, f(x)) | x ∈ X}と書く．
• 考えている空間 X の部分集合 Aに対して，その特性関数を χA と書く．
• 線型空間などの係数体は常に Cとし，いちいち明示しない．
• 局所コンパクトHausdorff空間X 上の無限遠で消える複素数値連続関数全体のなす ‌C* ‌代数を，C0(X)
と書く．X がコンパクト Hausdorff空間である場合には，C0(X)はX 上の複素数値連続関数全体のな
す単位的 ‌C*‌ 代数となるが，これを C(X)と書く．

• 位相線型空間 E 上の恒等作用素を，1E と書く．
• 位相線型空間E, F に対して，Eから F への連続線型写像全体のなす空間をL(E;F )と書く．L(E;E)
を単にL(E)と書く．E, F がノルム空間である場合には，L(E;F )を作用素ノルムによってノルム空
間とみなす．

• ノルム空間 E のノルムを，‖–‖E あるいは単に ‖–‖と書く．内積空間Hの内積を，〈–|–〉H あるいは単
に 〈–|–〉と書く．内積は，左の引数に関して共役線型，右の引数に関して線型とする．
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1 Hilbert空間上の線型作用素
1.1 線型作用素
定義 1.1（線型作用素） 線型空間 E の部分線型空間から線型空間 F への線型写像を，E から F への線型作
用素（linear operator）あるいは単に作用素（operator）という．E から E への線型作用素を，E 上の線型
作用素という．E から F への線型作用素 T に対して，その定義域を DomT と書く．

線型空間 E から F への線型作用素 T は，DomT = E であるとき，全域で定義されているという．また，E
が位相線型空間であり，DomT が E において稠密であるとき，T は稠密に定義されている（densely defined）
という．
線型空間 E から F への線型作用素 T と S は，定義域を含めて一致するとき，等しいといい，T = S と書
く．また，DomT ⊆ DomS かつ S|Dom T = T であるとき，S は T の拡張であるといい，T ⊆ S あるいは
S ⊇ T と書く．
線型空間 E から F への線型作用素 T は，特に断らない限り，DomT から F への写像と考える．T が全
射，単射，あるいは全単射であるなどの言明は，DomT から F への写像としての性質を述べたものである．
また，T の DomT から F への線型写像としての核・像を，単に T の核・像といい，それぞれ KerT , ImT

と書く．すなわち，

KerT = {ξ ∈ DomT | Tξ = 0},
ImT = {Tξ | ξ ∈ DomT}

である．

定義 1.2（線型作用素の演算） E, F , Gを線型空間とする．

(1) E から F への線型作用素 T , S に対して，T と S の和と呼ばれる E から F への線型作用素 T + S を，
次のように定める．

• Dom(T + S) = DomT ∩ DomS，
• ξ ∈ Dom(T + S)に対して (T + S)ξ = Tξ + Sξ．

(2) λ ∈ Cと E から F への線型作用素 T に対して，λによる T のスカラー倍と呼ばれる E から F への線
型作用素 λT を，次のように定める．

• Dom(λT ) = DomT，
• ξ ∈ Dom(λT )に対して (λT )ξ = λ(Tξ)．

(3) E から F への線型作用素 T と F から G への線型作用素 S に対して，T と S の合成と呼ばれる E か
ら Gへの線型作用素 ST を，次のように定める．

• DomST = {ξ ∈ DomT | Tξ ∈ DomS}，
• ξ ∈ DomST に対して (ST )ξ = S(Tξ)．

(4) E から F への単射な線型作用素 T に対して，T の逆と呼ばれる F から E への線型作用素 T−1 を，次
のように定める．

• DomT−1 = ImT，
• ξ ∈ DomT−1 に対して，Tη = ξ を満たす唯一の元 η ∈ DomT を T−1ξ とする．

3



命題 1.3 E, F , Gを線型空間とする．E から F への単射な線型作用素 T と F から Gへの単射な線型作用
素 S に対して，(ST )−1 = T−1S−1 である．

証明 ζ ∈ G，ξ ∈ E とする．(ζ, ξ) ∈ gr((ST )−1)と (ζ, ξ) ∈ gr(T−1S−1)はともに，ある η ∈ F が存在して
(ξ, η) ∈ gr(T )かつ (η, ζ) ∈ gr(S)となることと同値だから，(ST )−1 = T−1S−1 である．

1.2 閉作用素
定義 1.4（閉作用素） Hausdorff位相線型空間 E から F への線型作用素 T が閉（closed）であるとは，その
グラフ gr(T ) = {(ξ, T ξ) | ξ ∈ DomT}が E × F の閉集合であることをいう．

命題 1.5 T を Hausdorff位相線型空間 E から F への連続線型作用素とする．

(1) DomT が E において閉ならば，T は E から F への閉作用素である．特に，E から F への全域で定義
された連続線型作用素は，閉作用素である*1．

(2) さらに，F が完備であるとする．このとき，T が E から F への閉作用素であるための必要十分条件
は，DomT が E において閉であることである．

証明 (1) gr(T ) = {(ξ, η) ∈ DomT × H | η = Tξ}は DomT × Hにおいて閉だから，DomT が E におい
て閉ならば，T は E から F への閉作用素である．

(2) F が完備であることより，T は，DomT を定義域とする連続線型作用素 T̃ に一意に拡張される．こ
のとき，容易に確かめられるように，gr(T̃ ) = gr(T )である．よって，T が E から F への閉作用素ならば，
T̃ = T，すなわち DomT = DomT である．

事実 1.6（閉グラフ定理） 完備かつ距離化可能な位相線型空間 E から F への全域で定義された閉作用素は，
連続である．

証明は，Bourbaki [2, §I.3.3, Corollaire 5 du Théorème 1] を参照のこと．

系 1.7 完備かつ距離化可能な位相線型空間 E から F への稠密に定義された閉作用素 T について，T が全域
で定義されていることと，T が連続であることとは同値である．

証明 T が全域で定義されているならば，閉グラフ定理（事実 1.6）より，T は連続である．逆に，T が連続
ならば，T が稠密に定義された閉作用素であることと命題 1.5 (2)より，T は全域で定義されている．

命題 1.8 E, F , Gを Hausdorff位相線型空間とする．

(1) T が E から F への閉作用素であり，S ∈ L(E;F )ならば，T + S は E から F への閉作用素である．
(2) T が E から F への閉作用素であり，λ ∈ C \ {0}ならば，λT は E から F への閉作用素である．
(3) T ∈ L(E;F )であり，S が F から Gへの閉作用素ならば，ST は E から Gへの閉作用素である．
(4) T が E から F への単射な閉作用素ならば，T−1 は F から E への閉作用素である．

証明 T を E から F への線型作用素とする．

*1 このことが成り立つように，Hausdorff位相線型空間のみを考えている．
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(1) S ∈ L(E;F ) に対して，E × F から自身への同相写像 (ξ, η) 7→ (ξ, η + Sξ) による gr(T ) の像が
gr(T + S)だから，T が閉ならば T + S も閉である．

(2) λ ∈ C \ {0}に対して，E × F から自身への同相写像 (ξ, η) 7→ (ξ, λη)による gr(T )の像が gr(λT )だ
から，T が閉ならば λT も閉である．

(3) T ∈ L(E;F ) に対して，E × G から F × G への連続写像 (ξ, ζ) 7→ (Tξ, ζ) による gr(S) の逆像が
gr(ST )だから，S が閉ならば ST も閉である．

(4) T が単射であるとする．E×F から F ×E への同相写像 (ξ, η) 7→ (η, ξ)による gr(T )の像が gr(T−1)
だから，T が閉ならば T−1 も閉である．

命題 1.9 Hausdorff位相線型空間 E から F への閉作用素 T に対して，KerT は E の閉部分線型空間である．

証明 T を E から F への閉作用素とすると，gr(T )は E ×F の閉集合だから，KerT × 0 = gr(T ) ∩ (E × 0)
は E × 0の閉集合である．よって，KerT は E の閉部分線型空間である．

定義 1.10（可閉作用素） T を Hausdorff位相線型空間 E から F への線型作用素とする．E から F への閉
作用素であって T の拡張であるものを，T の閉拡張（closed extension）という．T が閉拡張をもつとき，T
は可閉（closable）であるという．

命題 1.11 Hausdorff位相線型空間 E から F への線型作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) T は可閉である．
(b) T のグラフの E × F における閉包 gr(T )は，E から F へのある線型作用素のグラフと一致する．
(c) T のグラフの E × F における閉包 gr(T )は，E の部分集合から F へのある写像のグラフと一致する．
(d) η ∈ F について，(0, η) ∈ gr(T )ならば η = 0である．

さらに，これらの条件の下で，グラフが gr(T )で与えられるような E から F への線型作用素は，T の（拡張
関係に関して）最小の閉拡張である．

証明 (a) =⇒ (c) T が閉拡張 T̃ をもてば，gr(T ) ⊆ gr(T̃ )だから，gr(T )は T̃ のある制限のグラフと一致
する．

(c) =⇒ (b) gr(T )は E × F の部分線型空間だから，gr(T )が E の部分集合から F への写像 T̃ のグラフ
と一致するならば，T̃ は E から F への線型作用素である．

(b) =⇒ (a)および最後の主張 E から F への線型作用素 T̃ が gr(T )をグラフにもつとすると，T̃ は T の
閉拡張である．さらに，T の任意の閉拡張のグラフは gr(T̃ ) = gr(T )を含むから，この T̃ は T の最小の閉拡
張である．

(c) =⇒ (d) (0, 0) ∈ gr(T ) ⊆ gr(T )だから，gr(T )が E の部分集合から F へのある写像のグラフと一致
するならば，gr(T )の点であって (0, η)という形のものは (0, 0)のみである．

(d) =⇒ (c) gr(T )は E × F の部分線型空間だから，(ξ, η), (ξ, η′) ∈ gr(T )ならば (0, η − η′) = (ξ, η) −
(ξ, η′) ∈ gr(T ) である．よって，条件 (d) が成り立つならば，各 ξ ∈ E に対して，(ξ, η) ∈ gr(T ) を満たす
η ∈ F はたかだか一意である．これは，gr(T )が E の部分集合から F へのある写像のグラフと一致すること
を意味する．

定義 1.12（可閉作用素の閉包） Hausdorff位相線型空間 E から F への可閉作用素 T に対して，その最小の
閉拡張を T の閉包（closure）といい，T と書く．
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命題 1.11より，可閉作用素 T に対して，gr(T ) = gr(T )である．閉作用素 T に対しては，明らかに，T = T

である．

例 1.13 E, F を Hausdorff 位相線型空間とし，F は完備であるとする．命題 1.5 (2) の証明で述べたよう
に，T を E から F への（全域で定義されているとは限らない）連続線型作用素とすると，T は DomT を定
義域とする連続線型作用素 T̃ に一意に拡張でき，gr(T̃ ) = gr(T )となる．すなわち，T は可閉であり，T̃ は T

の閉包である．

注意 1.14 Hilbert空間上の稠密に定義された線型作用素であって，可閉でないものが存在する．このような
例を構成しよう．

Hilbert空間
l2(N) =

{
ξ : N → C

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|ξ(n)|2 < ∞

}

を考え，その標準的な正規直交基底を (en)n∈N と書く．また，l2(N)上の稠密に定義された線型作用素 T を，

DomT = C⊕N = {ξ ∈ l2(N) | 有限個の n ∈ Nを除いて ξ(n) = 0},
T en = e0

によって定める．各 n ∈ N>0 に対して ξn = (e0 + · · · + en−1)/n ∈ C⊕N と置くと，n → ∞ のとき
(ξn, T ξn) → (0, e0)だから，(0, e0) ∈ gr(T )である．よって，命題 1.11より，T は可閉ではない．

1.3 閉作用素のスペクトル
定義 1.15（連続可逆性） Hausdorff位相線型空間 E 上の線型作用素 T が連続可逆であるとは，T が DomT

から E への全単射であり，かつ T−1 が連続であることをいう．

Hausdorff 位相線型空間 E 上の線型作用素 T が連続可逆ならば，T−1 は E 上の全域で定義された連続
線型作用素だから，特に閉作用素である．よって，このとき，T = (T−1)−1 は E 上の閉作用素である（命
題 1.8 (4)）．

定義 1.16（閉作用素のスペクトル） Hausdorff位相線型空間E上の閉作用素 T のスペクトル（spectrum）を，

Sp(T ) = {λ ∈ C | T − λ1E は連続可逆でない}

と定める*2．

T を Hausdorff位相線型空間上の閉作用素とすると，明らかに，T の固有値全体のなす集合は Sp(T )に含
まれる．

命題 1.17 T を完備かつ距離化可能な位相線型空間 E 上の閉作用素とする．λ ∈ Cに対して，λ /∈ Sp(T )で
あるための必要十分条件は，T − λ1E が DomT から E への全単射であることである．

*2 閉でない線型作用素 T に対しては，どんな λ ∈ Cに対しても T − λ1E は閉でなく（命題 1.8 (1)），したがって連続可逆でない
から，T のスペクトルを定義する意味はない．
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証明 T − λ1E が DomT から E への全単射ならば，(T − λ1E)−1 は E 上の全域で定義された閉作用素だか
ら（命題 1.8 (1), (4)），閉グラフ定理（事実 1.6）より (T − λ1E)−1 ∈ L(E)である．よって，T − λ1E は連
続可逆である．逆に，T − λ1E が連続可逆ならば，定義から明らかに，T − λ1E は DomT から E への全単
射である．

命題 1.18 Banach空間 E 上の閉作用素 T のスペクトルは，Cの閉集合である．

証明 C \ Sp(T )が Cの開集合であることを示す．λ0 ∈ C \ Sp(T )とすると，λ ∈ Cに対して，

T − λ1E = (T − λ01E)(1E − (λ− λ0)(T − λ01E)−1) (∗)

である．また，Im(T − λ01E)−1 = DomT であることより，ξ ∈ E に対して

ξ ∈ DomT ⇐⇒ (1E − (λ− λ0)(T − λ01E)−1)ξ ∈ DomT

だから，

(1E − (λ− λ0)(T − λ01E)−1)(DomT ) = Im(1E − (λ− λ0)(T − λ01E)−1) ∩ DomT (∗∗)

である．
λ ∈ C が λ0 に十分近く，‖(λ − λ0)(T − λ01E)−1‖ < 1 が成り立つとする．このとき，1E + (λ −

λ0)(T − λ01E)−1 は L(E) において可逆である [15, 命題 2.7]．特に，(∗∗) より，(1E − (λ − λ0)(T −
λ01E)−1)(DomT ) = DomT となる．このことと (∗)より，T − λ1E は DomT から E への全単射であり，

(T − λ1E)−1 = (1E − (λ− λ0)(T − λ01E)−1)−1(T − λ01E)−1 ∈ L(E)

が成り立つ．よって，λ ∈ C \ Sp(T )である．これで，C \ Sp(T )が Cの開集合であることが示された．

1.4 随伴
定義 1.19（随伴） T を Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された線型作用素とする．T の随伴（adjoint）
と呼ばれる KからHへの線型作用素 T ∗ を，次のように定義する．

• DomT ∗ は，η ∈ Kのうち，ある ζ ∈ Hが存在して，任意の ξ ∈ DomT に対して 〈η|Tξ〉 = 〈ζ|ξ〉が成
り立つ（Rieszの表現定理より，これは，DomT 上の線型形式 ξ 7→ 〈η|Tξ〉が連続であることと同値で
ある）ものの全体とする．

• η ∈ DomT ∗ に対して，前項の条件を満たす ζ ∈ H（DomT はHにおいて稠密だから，これは一意に
定まる）を，T ∗η と定める．

定義より，Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された線型作用素 T の随伴 T ∗ は，KからHへの線型作
用素 S であって，任意の ξ ∈ DomT と η ∈ DomS に対して 〈η|Tξ〉 = 〈Sη|ξ〉を満たす最大のものにほかな
らない．

Hilbert 空間の間の線型作用素 T , S について，T が稠密に定義されていて T ⊆ S ならば，明らかに，
S∗ ⊆ T ∗ である．

命題 1.20 H, K, Lを Hilbert空間とする．
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(1) T , S をHから Kへの稠密に定義された線型作用素とし，T +S も稠密に定義されているとする．この
とき，(T+S)∗ ⊇ T ∗+S∗である．さらに，T または SがL(H; K)に属するならば，(T+S)∗ = T ∗+S∗

である．
(2) T を Hから Kへの稠密に定義された線型作用素とし，λ ∈ C \ {0}とする．このとき，(λT )∗ = λT ∗

である．
(3) T を Hから K への稠密に定義された線型作用素，S を K から Lへの稠密に定義された線型作用素と
し，ST も稠密に定義されているとする．このとき，(ST )∗ ⊇ T ∗S∗ である．さらに，S ∈ L(H; K)な
らば，(ST )∗ = T ∗S∗ である．

証明 (1) η ∈ Dom(T ∗ + S∗)ならば，任意の ξ ∈ Dom(T + S)に対して

〈η|(T + S)ξ〉 = 〈η|Tξ〉 + 〈η|Sξ〉
= 〈T ∗η|ξ〉 + 〈S∗η|ξ〉
= 〈(T ∗ + S∗)η|ξ〉

だから，η ∈ Dom(T + S)∗ かつ (T + S)∗η = (T ∗ + S∗)η である．よって，(T + S)∗ ⊇ T ∗ + S∗ である．
さらに，S ∈ L(H; K)であると仮定する．このとき，η ∈ Dom(T + S)∗ とすると，任意の ξ ∈ DomT に
対して

〈η|Tξ〉 = 〈η|(T + S)ξ〉 − 〈η|Sξ〉
= 〈(T + S)∗η|ξ〉 − 〈S∗η|ξ〉
= 〈((T + S)∗ − S∗)η|ξ〉

だから，η ∈ DomT ∗ = Dom(T ∗ + S∗)である．よって，Dom(T + S)∗ ⊆ Dom(T ∗ + S∗)であり，前半の結
果と合わせて (T + S)∗ = T ∗ + S∗ を得る．

(2) (η, ζ) ∈ K × Hに対して

(η, ζ) ∈ gr((λT )∗) ⇐⇒ 任意の ξ ∈ DomT に対して 〈η|λTξ〉 = 〈ζ|ξ〉
⇐⇒ 任意の ξ ∈ DomT に対して 〈η|Tξ〉 = 〈ζ/λ|ξ〉
⇐⇒ (η, ζ/λ) ∈ gr(T ∗)
⇐⇒ (η, ζ) ∈ gr(λT ∗)

だから，(λT )∗ = λT ∗ である．
(3) ζ ∈ DomT ∗S∗ ならば，任意の ξ ∈ DomST に対して

〈ζ|STξ〉 = 〈S∗ζ|Tξ〉 = 〈T ∗S∗ζ|ξ〉

だから，ζ ∈ Dom(ST )∗ かつ (ST )∗ζ = T ∗S∗ζ である．よって，(ST )∗ ⊇ T ∗S∗ である．
さらに，S ∈ L(K; L) であると仮定する．このとき，ζ ∈ Dom(ST )∗ とすると，任意の ξ ∈ DomT に対
して

〈S∗ζ|Tξ〉 = 〈ζ|STξ〉 = 〈(ST )∗ζ|ξ〉

だから，S∗ζ ∈ DomT ∗，すなわち ζ ∈ DomT ∗S∗ である．よって，Dom(ST )∗ ⊆ DomT ∗S∗ であり，前半
の結果と合わせて (ST )∗ = T ∗S∗ を得る．

命題 1.21 Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された線型作用素 T に対して，KerT ∗ = (ImT )⊥ である．
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証明 η ∈ Kに対して

η ∈ KerT ∗ ⇐⇒ 任意の ξ ∈ DomT に対して 〈η|Tξ〉 = 0

⇐⇒ η ∈ (ImT )⊥

だから，KerT ∗ = (ImT )⊥ である．

命題 1.22 T を Hilbert 空間 H から K への稠密に定義された線型作用素とする．ユニタリ作用素 J : H ×
K → K × Hを J(ξ, η) = (η,−ξ)と定めると，gr(T ∗) = J(gr(T ))⊥ である．

証明 (η, ζ) ∈ K × Hに対して

(η, ζ) ⊥ J(gr(T )) ⇐⇒ 任意の ξ ∈ DomT に対して (η, ζ) ⊥ (Tξ,−ξ)
⇐⇒ 任意の ξ ∈ DomT に対して 〈η|Tξ〉 = 〈ζ|ξ〉
⇐⇒ (η, ζ) ∈ gr(T ∗)

だから，gr(T ∗) = J(gr(T ))⊥ である．

系 1.23 Hilbert空間 H から K への稠密に定義された線型作用素 T に対して，その随伴 T ∗ は，K から H
への閉作用素である．

証明 一般に，Hilbert空間において部分線型空間の直交補空間は閉だから，主張は命題 1.22から従う．

命題 1.24 Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された線型作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) T ∗ は稠密に定義されている．
(b) T は可閉である．

さらに，これらの条件の下で，T ∗∗ = T が成り立つ．

証明 ユニタリ作用素 J : H × K → K × Hと J ′ : K × H → H × Kを，

J(ξ, η) = (η,−ξ), J ′(η, ξ) = (ξ,−η) (ξ ∈ H, η ∈ K)

と定める．J ′J = −1H×K であることに注意する．
(a) =⇒ (b) および最後の主張 T ∗ が稠密に定義されているとすると，T ∗ の随伴 T ∗∗ が考えられる．命
題 1.22より，T ∗∗ のグラフは，

gr(T ∗∗) = J ′(J(gr(T ))⊥)⊥ = J ′(J(gr(T )))⊥⊥ = gr(T )

である．よって，T は可閉であり，T ∗∗ = T である．
(b) =⇒ (a) T が可閉であるとして，η ∈ (DomT ∗)⊥ を任意にとる．すると，任意の η′ ∈ DomT ∗ に対し
て 〈(η′, T ∗η′)|(η, 0)〉 = 〈η′|η〉 + 〈T ∗η′|0〉 = 0であることと命題 1.22より

(η, 0) ∈ gr(T ∗)⊥ = J(gr(T ))⊥⊥ = J(gr(T )) = J(gr(T ))

だから，(0,−η) ∈ gr(T ) である．T は可閉だから，これは η = 0 を意味する（命題 1.11）．よって，
(DomT ∗)⊥ = 0だから，T ∗ は稠密に定義されている．
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系 1.25 Hilbert空間 Hから K への稠密に定義された線型作用素 T に対して，T ∗ は K から Hへの稠密に
定義された閉作用素であり，T ∗∗ = T を満たす．

証明 系 1.23と命題 1.24より，T ∗ は KからHへの稠密に定義された閉作用素であり，T ∗∗ = T = T を満
たす．

注意 1.26 注意 1.14で見たように，Hilbert空間 H 上の稠密に定義された線型作用素 T であって可閉でな
いものが存在する．命題 1.24より，このような T について，DomT ∗ は H において稠密でない．実は，よ
り強く，Hilbert空間 H上の稠密に定義された線型作用素 T であって，DomT ∗ = 0であるものが存在する．
このような例を構成しよう．

Hilbert空間
l2(N) =

{
ξ : N → C

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|ξ(n)|2 < ∞

}

を考え，その標準的な正規直交基底を (en)n∈N と書く．また，写像 ϕ : N → N を，任意の m ∈ N に対して
ϕ−1({m})が無限集合となるようにとり，これを用いて，l2(N)上の稠密に定義された線型作用素 T を，

DomT = C⊕N = {ξ ∈ l2(N) | 有限個の n ∈ Nを除いて ξ(n) = 0},
T en = eϕ(n)

によって定める．η ∈ DomT ∗ とすると，任意の ξ ∈ DomT = C⊕N に対して 〈η|Tξ〉 = 〈T ∗η|ξ〉が成り立つ．
特に，ξ = en とすることで，

η(ϕ(n)) = (T ∗η)(n)

を得る．上式より，各 m ∈ N について，任意の n ∈ ϕ−1({m}) に対して (T ∗η)(n) = η(m) となるが，
ϕ−1({m}) は無限集合だから，T ∗η ∈ l2(N) より η(m) = 0 である．よって，η = 0 である．これで，
DomT ∗ = 0が示された．

命題 1.27 Hilbert空間 Hから Kへの稠密に定義された単射な線型作用素 T に対して，T ∗ が単射であるこ
とと T−1 が稠密に定義されていることとは同値であり，これらの条件の下で，(T ∗)−1 = (T−1)∗ である．

証明 ユニタリ作用素 J : H × K → K × Hと J ′ : K × H → H × Kを

J(ξ, η) = (η,−ξ), J ′(η, ξ) = (ξ,−η) (ξ ∈ H, η ∈ K)

と定め，ユニタリ作用素 ι : H × K → K × Hと ι′ : K × H → H × Kを

ι(ξ, η) = (η, ξ), ι′(η, ξ) = (ξ, η) (ξ ∈ H, η ∈ K)

と定める．J ′ι = −ι′J であることに注意する．
KerT ∗ = (ImT )⊥ だから（命題 1.21），T ∗ が単射であることと T−1 が稠密に定義されていることとは同

10



値である．さらに，これらの条件の下で，命題 1.22より
gr((T−1)∗) = J ′(gr(T−1))⊥

= J ′(ι(gr(T )))⊥

= ι′(J(gr(T )))⊥

= ι′(J(gr(T ))⊥)
= ι′(gr(T ∗))
= gr((T ∗)−1)

だから，(T ∗)−1 = (T−1)∗ である．

命題 1.28 Hilbert空間H上の稠密に定義された閉作用素 T に対して，
Sp(T ∗) = {λ | λ ∈ Sp(T )}

である．

証明 λ ∈ Cとする．T − λ1H が連続可逆ならば，T ∗ − λ1H = (T − λ1H)∗ は単射であり，
(T ∗ − λ1H)−1 = ((T − λ1H)∗)−1 = ((T − λ1H)−1)∗ ∈ L(H)

を満たすから（命題 1.20 (1), (2)，命題 1.27），T ∗−λ1Hは連続可逆である．よって，Sp(T ∗) ⊆ {λ | λ ∈ Sp(T )}
である．さらに，系 1.25より T ∗∗ = T だから，T を T ∗ に置き換えれば，Sp(T ∗) ⊇ {λ | λ ∈ Sp(T )}を得
る．

注意 1.29 Hilbert空間H上の全域で定義された連続線型作用素 T について，λ ∈ Cが T の固有値であると
しても，λが T ∗ の固有値である*3 とは限らない．反例を構成しよう．

Hilbert空間
l2(N) =

{
ξ : N → C

∣∣∣∣∣ ∑
n∈N

|ξ(n)|2 < ∞

}
を考え，その標準的な正規直交基底を (en)n∈N と書く．l2(N)上の全域で定義された連続線型作用素 T を

Ten =

{
en−1 (n > 0)
0 (n = 0)

によって定めると，T は固有値 0をもつ．一方で，その随伴 T ∗ は
T ∗en = en+1

によって与えられ，これは固有値 0をもたない．

1.5 対称作用素
定義 1.30（対称作用素） Hilbert 空間 H 上の線型作用素 T が対称（symmetric）であるとは，任意の ξ,
η ∈ DomT に対して 〈η|Tξ〉 = 〈Tη|ξ〉であることをいう*4．

*3 正規作用素 T に対してはならばこれが成り立つことを，系 1.57で示す．
*4 本稿では，Rudin [6, §13.3] の定義を採用した．Conway [4, §X.2.2] のように，稠密に定義されていることを対称作用素の定義
に含めることもある．また，新井 [8, p. 131] のように，稠密に定義されていることを課さないものを Hermite，課すものを対称
といって区別することもある．
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容易に確かめられるように，T , S が対称作用素ならば，T + S や λT（λ ∈ R）も対称である．

命題 1.31 Hilbert空間 H上の線型作用素 T に対して，次の条件 (a)と (b)は同値である．さらに，T が稠
密に定義されていれば，これらは条件 (c)とも同値である．

(a) T は対称である．
(b) 任意の ξ ∈ DomT に対して，〈ξ|Tξ〉 ∈ Rである．
(c) T ⊆ T ∗ である．

証明 (a) =⇒ (b) T が対称であるとすると，任意の ξ ∈ DomT に対して，〈ξ|Tξ〉 = 〈Tξ|ξ〉 = 〈ξ|Tξ〉だか
ら，〈ξ|Tξ〉 ∈ Rである．

(b) =⇒ (a) (b)が成り立つとすると，任意の ξ, η ∈ DomT に対して，分極公式より

〈η|Tξ〉 = 1
4

(〈ξ + η|T (ξ + η)〉 − 〈ξ − η|T (ξ − η)〉 + i〈ξ + iη|T (ξ + iη)〉 − i〈ξ − iη|T (ξ − iη)〉)

= 1
4

(〈T (ξ + η)|ξ + η〉 − 〈T (ξ − η)|ξ − η〉 + i〈T (ξ + iη)|ξ + iη〉 − i〈T (ξ − iη)|ξ − iη〉)

= 〈Tη|ξ〉

だから，T は対称である．
(a) ⇐⇒ (c)（T が稠密に定義されている場合） 随伴作用素の定義から明らかである．

命題 1.32 T を Hilbert空間H上の対称作用素とする．

(1) T の固有値は，すべて実数である．
(2) 異なる二つの実数 λ, µ ∈ Rに対して，固有空間 Ker(T − λ1H)と Ker(T − µ1H)は直交する．

証明 (1) λ ∈ Cが T の固有値であるとして，固有ベクトル ξ ∈ Ker(T − λ1H) \ {0}をとると，λ‖ξ‖2 =
〈ξ|Tξ〉 ∈ Rだから（命題 1.31），λ ∈ Rである．

(2) ξ ∈ Ker(T − λ1H)，η ∈ Ker(T − µ1H)とすると，

λ〈η|ξ〉 = 〈η|Tξ〉 = 〈Tη|ξ〉 = µ〈η|ξ〉

だから，〈η|ξ〉 = 0である．よって，固有空間 Ker(T − λ1H)と Ker(T − µ1H)は直交する．

命題 1.33 Hを Hilbert空間とする．

(1) H上の可閉な対称作用素 T の閉包 T は，また対称である．
(2) H上の稠密に定義された対称作用素 T は，可閉である．

証明 (1) T を可閉な線型作用素とすると，H × Hの内積が gr(T )上で常に実数値をとるならば，gr(T ) =
gr(T )上でも常に実数値をとる．命題 1.31より，これは，T が対称ならば T も対称であることを意味する．

(2) 稠密に定義された対称作用素 T は，閉拡張 T ∗ をもつから（命題 1.31，系 1.23），可閉である．

補題 1.34 T を Banach 空間 E からノルム空間 F への閉作用素とする．ある c ≥ 0 が存在して，任意の
ξ ∈ DomT に対して ‖ξ‖ ≤ c‖Tξ‖が成り立つとする．このとき，T は単射であり，その像は F において閉で
ある．

証明 T の単射性は，仮定から明らかである．ImT が F において閉であることを示す．(ξn)n∈N を DomT
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上の点列とし，(Tξn)n∈N は η ∈ F に収束するとする．すると，(Tξn)n∈N は Cauchy列であり，仮定より任
意の m, n ∈ Nに対して ‖ξm − ξn‖ ≤ c‖Tξm − Tξn‖だから，(ξn)n∈N も Cauchy列である．E は Banach
空間だから，(ξn)n∈N は極限点 ξ ∈ E をもつ．いま T は閉だから，(ξn)n∈N, (Tξn)n∈N がそれぞれ ξ, η に収
束することより，ξ ∈ DomT かつ η = Tξ ∈ ImT である．よって，ImT は F において閉である．

命題 1.35 T を Hilbert空間H上の対称作用素とし，λ = a+ bi ∈ C（a, b ∈ R）とする．

(1) ξ ∈ DomT に対して，‖(T−λ1H)ξ‖2 = ‖(T−a1H)ξ‖2 +b2‖ξ‖2である．特に，|b|‖ξ‖ ≤ ‖(T−λ1H)ξ‖
である．

(2) λ ∈ C \ Rならば，T − λ1H は単射である．
(3) T が閉作用素であるとする．このとき，λ ∈ C \ Rならば，T − λ1H は単射であり，その像は Hにお
いて閉である．

証明 (1) ξ ∈ DomT とする．T − a1H は対称だから，〈ξ|(T − a1H)ξ〉 ∈ Rである（命題 1.31）．よって，

‖(T − λ1H)ξ‖2 = ‖(T − a1H)ξ + ibξ‖2

= ‖(T − a1H)ξ‖2 + b2‖ξ‖2 + 2 Re〈ibξ|(T − a1H)ξ〉
= ‖(T − a1H)ξ‖2 + b2‖ξ‖2 − 2 Re ib〈ξ|(T − a1H)ξ〉
= ‖(T − a1H)ξ‖2 + b2‖ξ‖2

である．特に，‖(T − λ1H)ξ‖2 ≥ b2‖ξ‖2 だから，|b|‖ξ‖ ≤ ‖(T − λ1H)ξ‖である．
(2), (3) λ ∈ C \ Rとすると，b 6= 0だから，(1)の不等式 |b|‖ξ‖ ≤ ‖(T − λ1H)ξ‖より，T − λ1H は単射

である．さらに，T が閉作用素ならば，補題 1.34より，Im(T − λ1H)はHにおいて閉である．

系 1.36 T を Hilbert空間 H上の閉対称作用素とする．λ ∈ C \ Rに対して，次の条件 (a), (b), (c)は同値
である．さらに，T が稠密に定義されている（したがって，随伴 T ∗ が定義される）ならば，これらは条件 (d)
とも同値である．

(a) λ /∈ Sp(T )である．
(b) T − λ1H は全射である．
(c) T − λ1H の像はHにおいて稠密である．
(d) T ∗ − λ1H は単射である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c) λ /∈ Sp(T )は，T − λ1H が全単射であることと同値である（命題 1.17）．また，
命題 1.35より，T − λ1H は常に単射であり，その像はHにおいて閉である．よって，条件 (a), (b), (c)は同
値である．

(c) ⇐⇒ (d)（T が稠密に定義されている場合） Ker(T ∗ − λ1H) = Ker(T − λ1H)∗ = (Im(T − λ1H))⊥

だから（命題 1.20 (1)，命題 1.21），条件 (c)と (d)は同値である．

稠密に定義された閉対称作用素のスペクトルを調べる．本小節の以下の部分では，

C>0 = {λ ∈ C | Imλ > 0}, C≥0 = {λ ∈ C | Imλ ≥ 0},
C<0 = {λ ∈ C | Imλ < 0}, C≤0 = {λ ∈ C | Imλ ≤ 0}

と置き，dim MでMの（Hilbert空間としてではなく）線型空間としての次元を表す．
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補題 1.37 Hを Hilbert空間とし，M, N をその閉部分線型空間とする．M ∩ N ⊥ = 0ならば，dim M ≤
dim N である．

証明 M ∩ N ⊥ = 0 ならば，N の上への直交射影のM への制限はM から N への単射線型写像となるか
ら，dim M ≤ dim N である．

定理 1.38 T を Hilbert空間H上の稠密に定義された閉対称作用素とする．このとき，dim Ker(T ∗ − λ1H)
は，λ ∈ C>0 のときと λ ∈ C>0 のときとでそれぞれ一定である．

証明 まず，λ, µ ∈ Cについて，

|µ− λ| < |Imλ| ならば Ker(µ1H − T ∗) ∩ (Ker(T ∗ − λ1H))⊥ = 0 (∗)

であることを示す．対偶を示すために，ξ ∈ (Ker(µ1H − T ∗) ∩ (Ker(T ∗ − λ1H))⊥) \ {0}がとれたと仮定す
る．命題 1.21と Im(λ1H − T )が閉であること（命題 1.35 (3)）より

ξ ∈ (Ker(T ∗ − λ1H))⊥ = (Im(λ1H − T ))⊥⊥ = Im(λ1H − T )

だから，η ∈ DomT を用いて ξ = (λ1H − T )η と書ける．さらに，ξ ∈ Ker(µ1H − T ∗)だから

0 = 〈η|(µ1H − T ∗)ξ〉
= 〈(µ1H − T )η|ξ〉
= 〈(λ1H − T )η|ξ〉 + 〈(µ− λ)η|ξ〉
= ‖ξ‖2 + (µ− λ)〈η|ξ〉

であり，したがって，Cauchy–Schwarzの不等式より

‖ξ‖2 = −(µ− λ)〈η|ξ〉 ≤ |µ− λ|‖ξ‖‖η‖

である．ξ 6= 0だから，
‖ξ‖ ≤ |µ− λ|‖η‖

が成り立つ．一方で，命題 1.35 (1)より

‖ξ‖ = ‖(λ1H − T )η‖ ≥ |Imλ|‖η‖

が成り立つ．(λ1H − T )η = ξ 6= 0より η 6= 0だから，これら 2式より |µ− λ| ≥ |Imλ|を得る．これで，(∗)
が示された．

(∗)と補題 1.37より，λ, µ ∈ Cについて，

|µ− λ| < |Imλ| ならば dim Ker(µ1H − T ∗) ≤ dim Ker(T ∗ − λ1H)

である．さらに，λと µを入れ替えてもこれが成り立つことに注意すると，

|µ− λ| < 1
2

|Imλ| ならば dim Ker(µ1H − T ∗) = dim Ker(T ∗ − λ1H)

を得る．よって，写像 λ 7→ dim Ker(T ∗ − λ1H)は，C>0 と λ ∈ C<0 の上でそれぞれ局所定数であり，した
がって，それぞれ一定である．
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系 1.39 Hilbert空間H上の稠密に定義された閉対称作用素 T のスペクトル Sp(T )について，次の条件のう
ちただ一つが成り立つ．

(i) Sp(T )は Rの閉集合である．
(ii) Sp(T ) = C≥0 である．
(iii) Sp(T ) = C≤0 である．
(iv) Sp(T ) = Cである．

証明 どの二つの条件も同時に成り立たないことは明らかである．λ ∈ C \ Rとすると，λ ∈ Sp(T )であるた
めの必要十分条件は，λ1H −T ∗ が単射であることである（系 1.36）．このことと定理 1.38より，C>0 と C<0

はそれぞれ，Sp(T )に含まれるかまったく交わらないかのいずれかである．Sp(T )は Cの閉集合だから（命
題 1.18），

• Sp(T ) ∩ C>0 = ∅かつ Sp(T ) ∩ C<0 = ∅である場合，Sp(T )は Rの閉集合であり，
• C>0 ⊆ Sp(T )かつ Sp(T ) ∩ C<0 = ∅である場合，Sp(T ) = C≥0 であり，
• Sp(T ) ∩ C>0 = ∅かつ C<0 ⊆ Sp(T )である場合，Sp(T ) = C≤0 であり，
• C>0 ⊆ Sp(T )かつ C<0 ⊆ Sp(T )である場合，Sp(T ) = Cである．

1.6 正対称作用素
定義 1.40（正対称作用素） T を Hilbert空間H上の対称作用素とする．

(1) c ∈ R について，任意の ξ ∈ DomT に対して 〈ξ|Tξ〉 ≥ c‖ξ‖2 であるとき，T ≥ c と書く．このよ
うな c が存在するとき，T は下に有界（bounded below）であるという．T ≥ 0 であるとき，T は正
（positive）であるという．

(2) c ∈ R について，任意の ξ ∈ DomT に対して 〈ξ|Tξ〉 ≤ c‖ξ‖2 であるとき，T ≤ c と書く．このよ
うな c が存在するとき，T は上に有界（bounded above）であるという．T ≤ 0 であるとき，T は負
（negative）であるという．

容易に確かめられるように，T , S が対称作用素であり T ≥ a，S ≥ bを満たすならば，T + S ≥ a + bや
λT ≥ λa（λ ∈ R≥0）が成り立つ．また，T が可閉な対称作用素であり T ≥ aを満たすならば，その閉包 T

も T ≥ aを満たす．上に有界な対称作用素についても，同様のことが成り立つ．

命題 1.41 T は Hilbert空間H上の対称作用素であり，c ∈ Rについて T ≥ cを満たすとする．λ ∈ (−∞, c)
とする．

(1) ξ ∈ DomT に対して，(c− λ)‖ξ‖ ≤ ‖(T − λ1H)ξ‖である．
(2) T − λ1H は単射である．
(3) T が閉作用素であるとする．このとき，T − λ1H は単射であり，その像はHにおいて閉である．
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証明 (1) ξ ∈ DomT とすると，T ≥ cより 〈ξ|(T − c1H)ξ〉 ≥ 0だから，

‖(T − λ1H)ξ‖2 = ‖(T − c1H)ξ + (c− λ)ξ‖2

= ‖(T − c1H)ξ‖2 + (c− λ)2‖ξ‖2 + 2 Re〈(c− λ)ξ|(T − c1H)ξ〉
= ‖(T − c1H)ξ‖2 + (c− λ)2‖ξ‖2 + 2(c− λ)〈ξ|(T − c1H)ξ〉
≥ (c− λ)2‖ξ‖2

である．よって，(c− λ)‖ξ‖ ≤ ‖(T − λ1H)ξ‖である．
(2), (3) (1)の不等式 (c− λ)‖ξ‖ ≤ ‖(T − λ1H)ξ‖より，T − λ1H は単射である．さらに，T が閉作用素
ならば，補題 1.34より，Im(T − λ1H)はHにおいて閉である．

系 1.42 T は Hilbert空間H上の閉対称作用素であり，c ∈ Rについて T ≥ cを満たすとする．λ ∈ (−∞, c)
に対して，次の条件 (a), (b), (c)は同値である．さらに，T が稠密に定義されている（したがって，随伴 T ∗

が定義される）ならば，これらは条件 (d)とも同値である．

(a) λ /∈ Sp(T )である．
(b) T − λ1H は全射である．
(c) T − λ1H の像はHにおいて稠密である．
(d) T ∗ − λ1H は単射である．

証明 (a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c) λ /∈ Sp(T )は，T − λ1H が全単射であることと同値である（命題 1.17）．また，
命題 1.41より，T − λ1H は常に単射であり，その像はHにおいて閉である．よって，条件 (a), (b), (c)は同
値である．

(c) ⇐⇒ (d)（T が稠密に定義されている場合） Ker(T ∗ − λ1H) = Ker(T − λ1H)∗ = (Im(T − λ1H))⊥

だから（命題 1.20 (1)，命題 1.21），条件 (c)と (d)は同値である．

1.7 自己随伴作用素
定義 1.43（自己随伴作用素） T を Hilbert空間H上の線型作用素とする．

(1) T が自己随伴（self-adjoint）であるとは，T が稠密に定義されており，かつ T ∗ = T を満たすことを
いう．

(2) T が本質的自己随伴（essentially self-adjoint）であるとは，T が可閉であり，かつその閉包 T が自己
随伴であることをいう．

Hilbert空間上の稠密に定義された線型作用素の随伴が閉作用素であることより（系 1.23），自己随伴作用
素は閉作用素である．自己随伴作用素は，稠密に定義された閉作用素だから，それが全域で定義されているこ
とと連続であることとは同値である（系 1.7）．
命題 1.20 (1), (2)を用いて容易に確かめられるように，T が Hilbert空間 H 上の自己随伴作用素であり，

S が H上の連続自己随伴作用素ならば，T + S や λT（λ ∈ R \ {0}）も自己随伴である．特に，H上の自己
随伴作用素 T と λ ∈ Rに対して，T + λ1H も自己随伴である．

命題 1.44 Hilbert空間H上の自己随伴作用素 T は，対称作用素の中で極大である．すなわち，H上の対称
作用素であって T の拡張であるものは，T 自身のみである．
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証明 H上の対称作用素 S が T の拡張であるとすると，S ⊆ S∗ ⊆ T ∗ = T ⊆ S だから，S = T である．

命題 1.45 T を Hilbert空間H上の自己随伴作用素とする．T が単射であることと ImT がHにおける稠密
であることとは同値であり，これらの条件の下で，T−1 はH上の自己随伴作用素である．

証明 命題 1.21より KerT = KerT ∗ = (ImT )⊥ だから，T が単射であることと ImT がHにおいて稠密で
あることとは同値である．さらに，これらの条件の下で，命題 1.27 より (T−1)∗ = (T ∗)−1 = T−1 だから，
T−1 は自己随伴である．

対称作用素の自己随伴性の判定条件を述べる．次の定理とその系では，前小節の後半で用いた記号 C>0,
C≥0, C<0, C≤0 を用いる．

定理 1.46 Hilbert空間H上の稠密に定義された閉対称作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) T は自己随伴である．
(b) Sp(T ) ⊆ Rである．
(c) ある λ ∈ C>0 と µ ∈ C<0 が存在して，λ, µ /∈ Sp(T )である．
(d) ある λ ∈ C>0 と µ ∈ C<0 が存在して，T − λ1H と T − µ1H はともに全射である．
(e) ある λ ∈ C>0 と µ ∈ C<0 が存在して，T − λ1H と T − µ1H の像はともにHにおいて稠密である．
(f) ある λ ∈ C>0 と µ ∈ C<0 が存在して，T ∗ − λ1H と T ∗ − µ1H はともに単射である．

証明 (a) =⇒ (b) T が自己随伴であるとする．すると，任意の λ ∈ C \ R に対して，命題 1.35 より
T ∗ − λ1H = T − λ1H は単射だから，系 1.36より λ /∈ Sp(T )である．よって，Sp(T ) ⊆ Rである．

(b) =⇒ (a) Sp(T ) ⊆ Rであるとすると，特に±i /∈ Sp(T )だから，T − i1H は全射であり，かつ T ∗ − i1H

は単射である（系 1.36）．このことから，DomT ∗ ⊆ DomT を示す．
ξ ∈ DomT ∗ とする．T − i1H は全射だから，ある ξ′ ∈ DomT が存在して，(T ∗ − i1H)ξ = (T − i1H)ξ′

を満たす．また，T ⊆ T ∗ だから，ξ′ ∈ DomT ∗ かつ (T − i1H)ξ′ = (T ∗ − i1H)ξ である．したがって，
(T ∗ − i1H)ξ = (T ∗ − i1H)ξ′ だが，T ∗ − i1H は単射だから，これより ξ = ξ′ ∈ DomT を得る．よって，
DomT ∗ ⊆ DomT である．

(b) ⇐⇒ (c) Sp(T )が Rの閉集合，C≥0，C≤0，Cのいずれかであること（系 1.39）から従う．
(c) ⇐⇒ (d) ⇐⇒ (e) ⇐⇒ (f) 系 1.36から従う．

系 1.47 Hilbert空間H上の稠密に定義された対称作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) T は本質的自己随伴である．
(b) ある λ ∈ C>0 と µ ∈ C<0 が存在して，T − λ1H と T − µ1H の像はともにHにおいて稠密である．
(c) ある λ ∈ C>0 と µ ∈ C<0 が存在して，T ∗ − λ1H と T ∗ − µ1H はともに単射である．

証明 (a) ⇐⇒ (c) T は稠密に定義された対称作用素だから，可閉であり，その閉包 T は稠密に定義された
閉対称作用素である（命題 1.33）．T に定理 1.46の (a) ⇐⇒ (f)を適用し，(T )∗ = T ∗ であることに注意すれ
ば，条件 (a)と (c)の同値性を得る．

(b) ⇐⇒ (c) 任意の λ ∈ C に対して Ker(T ∗ − λ1H) = Ker(T − λ1H)∗ = (Im(T − λ1H))⊥ だから（命
題 1.20 (1)，命題 1.21），条件 (b)と (c)は同値である．

定理 1.48 T は Hilbert空間 H上の稠密に定義された閉対称作用素であり，c ∈ Rについて T ≥ cを満たす
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とする．このとき，次の条件は同値である．

(a) T は自己随伴である．
(b) Sp(T ) ⊆ [c,∞)である．
(c) ある λ ∈ (−∞, c)が存在して，λ /∈ Sp(T )である．
(d) ある λ ∈ (−∞, c)が存在して，T − λ1H は全射である．
(e) ある λ ∈ (−∞, c)が存在して，T − λ1H の像はHにおいて稠密である．
(f) ある λ ∈ (−∞, c)が存在して，T ∗ − λ1H は単射である．

証明 (a) =⇒ (b) T が自己随伴であるとする．すると，定理 1.46より，Sp(T ) ⊆ Rである．また，任意の
λ ∈ (−∞, c)に対して，命題 1.41より T ∗ − λ1H = T − λ1H は単射だから，系 1.42より λ /∈ Sp(T )である．
よって，Sp(T ) ⊆ [c,∞)である．

(b) =⇒ (c) 明らかである．
(c) =⇒ (a) Sp(T )は Cの閉集合だから（命題 1.18），λ ∈ (−∞, c)が λ /∈ Sp(T )を満たすとすると，十
分小さい ϵ > 0に対して λ± iϵ /∈ Sp(T )となる．よって，このとき，定理 1.46より，T は自己随伴である．

(c) ⇐⇒ (d) ⇐⇒ (e) ⇐⇒ (f) 系 1.42から従う．

系 1.49 T は Hilbert空間 H上の稠密に定義された対称作用素であり，c ∈ Rについて T ≥ cを満たすとす
る．このとき，次の条件は同値である．

(a) T は本質的自己随伴である．
(b) ある λ ∈ (−∞, c)が存在して，T − λ1H の像はHにおいて稠密である．
(c) ある λ ∈ (−∞, c)が存在して，T ∗ − λ1H は単射である．

証明 (a) ⇐⇒ (c) T は稠密に定義された対称作用素だから，可閉であり，その閉包 T は稠密に定義された
閉対称作用素である（命題 1.33）．T に定理 1.48の (a) ⇐⇒ (f)を適用し，(T )∗ = T ∗ であることに注意すれ
ば，条件 (a)と (c)の同値性を得る．

(b) ⇐⇒ (c) 任意の λ ∈ R に対して Ker(T ∗ − λ1H) = Ker(T − λ1H)∗ = (Im(T − λ1H))⊥ だから（命
題 1.20 (1)，命題 1.21），条件 (b)と (c)は同値である．

次の命題は，次小節の命題 1.53，正規作用素のスペクトル分解定理（定理 4.1），稠密に定義された閉作用
素の極分解に必要な命題 4.39の証明に用いられる．

命題 1.50 T を Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された閉作用素とする．

(1) 1H + T ∗T は，DomT ∗T からHへの全単射である．
(2) B = (1H + T ∗T )−1 は，H上の単射な連続正自己随伴作用素であり，‖B‖ ≤ 1を満たす．
(3) C = T (1H + T ∗T )−1 は，Hから Kへの全域で定義された連続線型作用素であり，‖C‖ ≤ 1を満たす．
(4) gr(T |Dom T ∗T )は，gr(T )において稠密である．

証明 (1), (2), (3) まず，1H + T ∗T が単射であることを示す．ξ ∈ DomT ∗T とすると，

‖ξ‖2 + ‖Tξ‖2 = 〈ξ|ξ〉 + 〈T ∗Tξ|ξ〉 = 〈(1H + T ∗T )ξ|ξ〉

だから，
‖ξ‖2 ≤ |〈(1H + T ∗T )ξ|ξ〉| ≤ ‖(1H + T ∗T )ξ‖‖ξ‖
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が成り立つ．よって，1H + T ∗T は単射である．
次に，B = (1H + T ∗T )−1 と C = T (1H + T ∗T )−1 を別の方法で構成する．ユニタリ作用素 J : H × K →

K × Hを，J(ξ, η) = (η,−ξ)と定める．Hilbert空間 K × Hは J(gr(T ))と gr(T ∗)に直交直和分解されるか
ら（命題 1.22），任意の ξ ∈ Hに対して，B′ξ ∈ DomT と C ′ξ ∈ DomT ∗ であって，

(0, ξ) = (−TB′ξ,B′ξ) + (C ′ξ, T ∗C ′ξ), (∗)

を満たすものが一意に存在する．これにより，H上の全域で定義された線型作用素 B′ と，Hから K への全
域で定義された線型作用素 C ′ が定まる．(∗)の右辺の 2項は直交するから，任意の ξ ∈ Hに対して

‖ξ‖2 = ‖TB′ξ‖2 + ‖B′ξ‖2 + ‖C ′ξ‖2 + ‖T ∗C ′ξ‖2 ≥ ‖B′ξ‖2 + ‖C ′ξ‖2

である．したがって，B′ ∈ L(H)かつ ‖B′‖ ≤ 1であり，C ′ ∈ L(H; K)かつ ‖C ′‖ ≤ 1である．(∗)の両辺
の第 1成分を比較すれば，TB′ = C ′ がわかる．ImC ′ ⊆ DomT ∗ と合わせて，ImB′ ⊆ DomT ∗T を得る．
また，(∗)の両辺の第 2成分を比較すれば，任意の ξ ∈ Hに対して

ξ = B′ξ + T ∗C ′ξ = B′ξ + T ∗TB′ξ = (1H + T ∗T )B′ξ

であることがわかる．B′ は H 上の全域で定義された線型作用素であり，1H + T ∗T は H 上の単射な線型作
用素だったから，上式より，1H + T ∗T は DomT ∗T からHへの全単射を与え，かつ B′ = (1H + T ∗T )−1 を
満たす．よって，B′ = B かつ C ′ = TB′ = TB = C である．
最後に，1H + T ∗T が全射であることと，任意の ξ ∈ Dom(T ∗T )に対して

〈(1H + T ∗T )ξ|B(1H + T ∗T )ξ〉 = 〈(1H + T ∗T )ξ|ξ〉 = ‖ξ‖2 + ‖Tξ‖2 ≥ 0

であることから，B は正対称作用素である．B は全域で定義されているから，自己随伴となる．これで，(1),
(2), (3)のすべての主張が示された．

(4) ζ ∈ DomT とし，(ζ, T ζ) ∈ gr(T ) が gr(T |Dom T ∗T ) に直交するとする．このとき，任意の ξ ∈
DomT ∗T に対して

0 = 〈(ζ, T ζ)|(ξ, T ξ)〉
= 〈ζ|ξ〉 + 〈Tζ|Tξ〉
= 〈ζ|ξ〉 + 〈ζ|T ∗Tξ〉
= 〈ζ|(1H + T ∗T )ξ〉

だが，(1)より 1H + T ∗T は全射だから，ζ = 0である．よって，gr(T |Dom T ∗T )は gr(T )において稠密であ
る．

系 1.51 Hilbert空間 Hから Kへの稠密に定義された閉作用素 T に対して，T ∗T は，H上の正自己随伴作
用素である．

証明 命題 1.50 (2)より，B = (1H +T ∗T )−1はH上の単射な連続自己随伴作用素だから，T ∗T = B−1 −1H

も自己随伴である（命題 1.45）．また，任意の ξ ∈ DomT ∗T に対して 〈ξ|T ∗Tξ〉 = ‖Tξ‖2 ≥ 0だから，T ∗T

は正である．
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1.8 正規作用素
定義 1.52（正規作用素） Hilbert空間H上の線型作用素 T が正規（normal）であるとは，T がH上の稠密
に定義された閉作用素であり，かつ T ∗T = TT ∗ を満たすことをいう．

正規作用素は，稠密に定義された閉作用素だから，それが全域で定義されていることと連続であることとは
同値である（系 1.7）．
命題 1.20 (1), (2)を用いて容易に確かめられるように，T が Hilbert空間H上の正規作用素，S がH上の
連続正規作用素であり，TS = ST かつ TS∗ = S∗T ならば，T + S や λT（λ ∈ C \ {0}）も正規である．特
に，H上の正規作用素 T と λ ∈ Cに対して，T + λ1H も正規である．

命題 1.53 Hilbert空間H上の稠密に定義された線型作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) T は正規である．
(b) DomT = DomT ∗ であり，任意の ξ ∈ DomT = DomT ∗ に対して ‖Tξ‖ = ‖T ∗ξ‖である．

証明 (a) =⇒ (b) T が正規であるとする．まず，ξ ∈ DomT ∗T = DomTT ∗ に対しては，

‖Tξ‖2 = 〈Tξ|Tξ〉 = 〈ξ|T ∗Tξ〉 = 〈ξ|TT ∗ξ〉 = 〈T ∗ξ|T ∗ξ〉 = ‖T ∗ξ‖2

だから，
‖Tξ‖ = ‖T ∗ξ‖ (∗)

である．次に，ξ ∈ DomT とする．gr(T |Dom T ∗T )は gr(T )において稠密だから（命題 1.50 (4)），DomT ∗T 上
の点列 (ξn)n∈N であって，((ξn, T ξn))n∈N が (ξ, T ξ)に収束するものがとれる．すると，(Tξn)n∈N は Cauchy
列であり，(∗) より任意の m, n ∈ N に対して ‖Tξm − Tξn‖ = ‖T ∗ξm − T ∗ξn‖ だから，(T ∗ξn)n∈N も
Cauchy列である．したがって，(T ∗ξn)n∈N はある点 η ∈ Hに収束する．T ∗ は閉であり（系 1.23），(ξn)n∈N,
(T ∗ξn)n∈N はそれぞれ ξ, η に収束するから，ξ ∈ DomT ∗ かつ T ∗ξ = η である．さらに，(∗)より，

‖T ∗ξ‖ = ‖η‖ = lim
n→∞

‖T ∗ξn‖ = lim
n→∞

‖Tξn‖ = ‖Tξ‖

が成り立つ．これで，DomT ⊆ DomT ∗ であり，任意の ξ ∈ DomT に対して ‖Tξ‖ = ‖T ∗ξ‖がであること
が示された．T を T ∗ に置き換えて，T ∗∗ = T を用いれば（系 1.25），DomT ∗ ⊆ DomT も得られる．よっ
て，条件 (b)が成り立つ．

(b) =⇒ (a) 条件 (b)が成り立つとすると，写像 (ξ, T ξ) 7→ (ξ, T ∗ξ)は，gr(T )から gr(T ∗)への等長線型
同型である．一般に，Hilbert空間上の線型作用素が閉であることと，そのグラフが完備であることとは同値
だから，T ∗ が閉であることより（系 1.23），T も閉である．
次に，T ∗T = TT ∗ を示す．(ξ, η) ∈ H × Hに対して，

(ξ, η) ∈ gr(T ∗T ) ⇐⇒ 任意の ζ ∈ DomT に対して 〈Tξ|Tζ〉 = 〈η|ζ〉

である．また，上式で T を T ∗ に置き換えて，T ∗∗ = T を用いれば（系 1.25），

(ξ, η) ∈ gr(T ∗T ) ⇐⇒ 任意の ζ ∈ DomT に対して 〈T ∗ξ|T ∗ζ〉 = 〈η|ζ〉

を得る．仮定と分極公式より，任意の ζ, ξ ∈ DomT = DomT ∗ に対して 〈Tζ|Tξ〉 = 〈T ∗ζ|T ∗ξ〉だから，上
記の二つの同値性より，T ∗T = TT ∗ が従う．
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注意 1.54 T を Hilbert空間上の正規作用素とすると，正規作用素の定義より DomT ∗T = DomTT ∗ であ
り，命題 1.53より DomT = DomT ∗ だが，DomT ∗T = DomT は一般には成り立たない．

系 1.55 Hilbert空間H上の正規作用素 T は，正規作用素の中で極大である．すなわち，H上の正規作用素
であって T の拡張であるものは，T 自身のみである．

証明 H 上の正規作用素 S が T の拡張であるとすると，命題 1.53 より DomS = DomS∗ ⊆ DomT ∗ =
DomT ⊆ DomS だから，S = T である．

系 1.56 Hilbert空間上の正規作用素 T に対して，KerT = KerT ∗ = (ImT )⊥ である．

証明 KerT = KerT ∗ は命題 1.53の結果であり，KerT ∗ = (ImT )⊥ は命題 1.21ですでに示した．

系 1.57 T をHilbert空間H上の正規作用素とし，λ ∈ Cとする．このとき，Ker(T−λ1H) = Ker(T ∗−λ1H)
である．特に，λが T の固有値であることと，λが T ∗ の固有値であることとは同値である．

証明 系 1.56と命題 1.20 (1)より，Ker(T − λ1H) == Ker(T − λ1H)∗ = Ker(T ∗ − λ1H)である．

系 1.58 T を Hilbert空間H上の正規作用素とする．λ ∈ Cに対して，次の条件は同値である．

(a) λ /∈ Sp(T )である．
(b) T − λ1H は単射であり，その像はHにおいて閉である．
(c) T − λ1H は全射である．

証明 λ /∈ Sp(T ) は T − λ1H が全単射であることと同値だが（命題 1.17），系 1.56 より Ker(T − λ1H) =
(Im(T − λ1H))⊥ だから，これは，T − λ1H が単射でありその像が閉であることや，T − λ1H が全射である
ことと同値である．

系 1.59 Hilbert空間上の正規作用素は，対称ならば自己随伴である．

証明 Hilbert空間上の正規作用素 T は，稠密に定義されており，命題 1.53より DomT = DomT ∗ を満た
すから，対称ならば自動的に自己随伴となる．

命題 1.60 T を Hilbert空間 H 上の正規作用素とする．異なる二つの複素数 λ, µ ∈ Cに対して，固有空間
Ker(T − λ1H)と Ker(T − µ1H)は直交する．

証明 ξ ∈ Ker(T − λ1H)，µ ∈ Ker(T − µ1H)とすると，系 1.57より µ ∈ Ker(T ∗ − µ1H)でもあるから，

λ〈η|ξ〉 = 〈η|Tξ〉 = 〈T ∗η|ξ〉 = µ〈η|ξ〉

であり，したがって，〈η|ξ〉 = 0である．よって，固有空間 Ker(T − λ1H)と Ker(T − µ1H)は直交する．

命題 1.61 T を Hilbert空間H上の正規作用素とする．T が単射であることと ImT がHにおいて稠密であ
ることとは同値であり，これらの条件の下で，T−1 はH上の正規作用素である．

証明 系 1.56より KerT = (ImT )⊥ だから，T が単射であることと ImT が H において稠密であることと
は同値である．さらに，これらの条件の下で，命題 1.3と命題 1.27より

(T−1)∗T−1 = (T ∗)−1T−1 = (TT ∗)−1 = (T ∗T )−1 = T−1(T ∗)−1 = T−1(T−1)∗
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だから，T−1 は正規である．

命題 1.50において T が正規作用素である場合には，次が成り立つ．この命題は，正規作用素のスペクトル
分解定理（定理 4.1）の証明に用いられる．

命題 1.62 T を Hilbert空間 H上の正規作用素とする．B = (1H + T ∗T )−1，C = T (1H + T ∗T )−1 と置く
と，BT ⊆ C かつ BC = CB である．

証明 命題 1.50で一般の稠密に定義された閉作用素に対して示したように，B と C は，H上の全域で定義さ
れた連続線型作用素である．T は正規だから T (1H + T ∗T ) = (1H + T ∗T )T であり，したがって，

BT = (1H + T ∗T )−1T

= (1H + T ∗T )−1T (1H + T ∗T )(1H + T ∗T )−1

= (1H + T ∗T )−1(1H + T ∗T )T (1H + T ∗T )−1

⊆ T (1H + T ∗T )−1

= C

である．また，これより BC = BTB ⊆ CB だが，BC は全域で定義されているから，BC = CB が成り立
つ．

1.9 線型作用素の Hilbert直和
Hilbert空間の族 (Hi)i∈I の Hilbert直和を ⊕̂i∈I Hi と書く．すなわち，

⊕̂
i∈I Hi は，線型空間

⊕̂
i∈I

Hi =

{
(ξi)i∈I ∈

∏
i∈I

Hi

∣∣∣∣∣ ∑
i∈I

‖ξi‖2 < ∞

}

に内積
〈(ηi)i∈I |(ξi)i∈I〉 =

∑
i∈I

〈ηi|ξi〉

を与えて得られる Hilbert空間である．(Hi)i∈I が Hilbert空間Hの閉部分線型空間の完全直交族ならば，自
然にH =

⊕̂
i∈I Hi とみなせる．

定義 1.63（線型作用素の Hilbert 直和） (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert 空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi，K =⊕̂
i∈I Ki と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi から Ki への線型作用素とするとき，(Ti)i∈I の Hilbert直和と

呼ばれるHから Kへの線型作用素 T =
⊕̂

i∈I Ti を，次のように定める．

• DomT = {(ξi)i∈I ∈ H | (Tiξi)i∈I ∈ K}．
• ξ = (ξi)i∈I ∈ DomT に対して，Tξ = (Tiξi)i∈I．

容易に確かめられるように，各 i ∈ I に対して Ti が Hi から Ki への稠密に定義された線型作用素ならば，
T =

⊕̂
i∈I Ti はH =

⊕̂
i∈I Hi から K =

⊕̂
i∈I Ki への稠密に定義された線型作用素となる．

命題 1.64 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi，K =
⊕̂

i∈I Ki と置く．各 i ∈ I に対
して Ti を Hi から Ki への線型作用素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く．このとき，T が閉作用素であるための必
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要十分条件は，すべての Ti が閉作用素であることである．さらに，これらの条件の下で，

gr(T ) =
∑
i∈I

gr(Ti)

が成り立つ．

証明 各 i ∈ I に対して gr(Ti) = gr(T ) ∩ (Hi × Ki)だから，T が閉作用素ならば Ti も閉作用素である．逆
に，すべての Ti が閉作用素であるとする．すると，(gr(Ti))i∈I はH × Kの閉部分線型空間の直交族である．
したがって，Hilbert空間の一般論より，これら全体が張るH × Kの閉部分線型空間は，

∑
i∈I

gr(Ti) =

{∑
i∈I

(ξi, ηi) ∈ H × K

∣∣∣∣∣ 各 i ∈ I に対して (ξi, ηi) ∈ gr(Ti)，
∑
i∈I

‖(ξi, ηi)‖2 < ∞

}
= {((ξi)i∈I , (ηi)i∈I) ∈ H × K | 各 i ∈ I に対して (ξi, ηi) ∈ gr(Ti)}
= gr(T )

となる．よって，gr(T ) =
∑

i∈I gr(Ti)であり，特に，T は閉作用素である．これで，すべての主張が示され
た．

命題 1.65 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I をHilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi，K =
⊕̂

i∈I Kiと置く．各 i ∈ I に対し
て Ti をHi から Ki への稠密に定義された線型作用素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く．このとき，T ∗ =

⊕̂
i∈I T

∗
i

である．

証明 η = (ηi)i∈I ∈ Kと ζ = (ζi)i∈I ∈ Hに対して，

(η, ζ) ∈ gr(T ∗) ⇐⇒ 任意の ξ = (ξi)i∈I ∈ DomT に対して 〈η|Tξ〉 = 〈ζ|ξ〉

⇐⇒ 任意の ξ = (ξi)i∈I ∈ DomT に対して
∑
i∈I

〈Tiξi|ηi〉 =
∑
i∈I

〈ξi|ζi〉

であり，

(η, ζ) ∈ gr

(⊕̂
i∈I

T ∗
i

)
⇐⇒ 任意の i ∈ I と ξi ∈ DomTi に対して 〈Tiξi|ηi〉 = 〈ξi|ζi〉

である．これら二つの条件が同値であることは，容易に確かめられる．よって，T ∗ =
⊕̂

i∈I T
∗
i である．

命題 1.66 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi，K =
⊕̂

i∈I Ki と置く．各 i ∈ I に対
して Ti をHi から Ki への稠密に定義された線型作用素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く．

(1) T が自己随伴であるための必要十分条件は，すべての Ti が自己随伴であることである．
(2) T が正規であるための必要十分条件は，すべての Ti が正規であることである．

証明 命題 1.65で示したように，T ∗ =
⊕̂

i∈I T
∗
i であることに注意する．

(1) T =
⊕̂

i∈I Ti かつ T ∗ =
⊕̂

i∈I T
∗
i であることからただちに従う．

(2) 命題 1.64で示したように，T が閉であることと，すべての Ti が閉であることとは同値である．正規
作用素の定義には閉であることが含まれているから，本主張の証明においては，T およびすべての Ti が閉で
ある場合のみを考えればよい．以下，そのように仮定する．
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T ∗T をHi ∩DomT ∗T に制限すると T ∗
i Ti となり，TT ∗ をHi ∩DomTT ∗ に制限すると TiT

∗
i となるから，

T が正規ならばすべての Ti は正規である．逆に，すべての Ti が正規であるとする．すると，T ∗
i Ti = TiT

∗
i で

あり，任意の ξi ∈ DomTi = DomT ∗
i に対して ‖Tiξi‖ = ‖T ∗

i ξi‖だから（命題 1.53），ξ = (ξi)i∈I ∈ Hに対
して

ξ ∈ DomT ∗T

⇐⇒ 任意の i ∈ I に対して ξi ∈ DomT ∗
i Ti であり，

∑
i∈I

‖Tiξi‖2 < ∞かつ
∑
i∈I

‖T ∗
i Tiξi‖2 < ∞

⇐⇒ 任意の i ∈ I に対して ξi ∈ DomTiT
∗
i であり，

∑
i∈I

‖T ∗
i ξi‖2 < ∞かつ

∑
i∈I

‖TiT
∗
i ξi‖2 < ∞

⇐⇒ ξ ∈ DomTT ∗

である．したがって，DomT ∗T = DomTT ∗ である．さらに，ξ ∈ DomT ∗T = DomTT ∗ に対して，

T ∗Tξ = (T ∗
i Tiξi)i∈I = (TiT

∗
i ξi)i∈I = TT ∗ξ

である．よって，T は正規である．

命題 1.67 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の閉作用
素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く（命題 1.64より，T はH上の閉作用素である）．

(1)
⋃

i∈I Sp(Ti) ⊆ Sp(T )である．
(2) I が有限ならば，Sp(T ) =

⋃
i∈I Sp(Ti)である．

証明 (1) λ ∈ Cについて，T−λ1H =
⊕̂

i∈I(Ti −λ1Hi)が連続可逆ならば，各 λ1Hi −Tiは連続可逆である．
よって，⋃i∈I Sp(Ti) ⊆ Sp(T )である．さらに，Sp(T )はCの閉集合だから（命題 1.18），⋃i∈I Sp(Ti) ⊆ Sp(T )
が成り立つ．

(2) I が有限ならば，λ ∈ C について，T − λ1H =
⊕̂

i∈I(Ti − λ1Hi
) が連続可逆であることは，任意の

i ∈ I に対して Ti − λ1Hi が連続可逆であることと同値である．よって，Sp(T ) =
⋃

i∈I Sp(Ti)である．

注意 1.68 後に系 4.24で示すように，命題 1.67の状況に加えて各 Ti が正規ならば，Sp(T ) =
⋃

i∈I Sp(Ti)
が成り立つ．しかし，各 Ti が Hi 上の全域で定義された連続線型作用素であっても，Sp(T ) =

⋃
i∈I Sp(Ti)

が成り立つとは限らない．たとえば，各 n ∈ N>0 に対して Tn = ( 1 n
0 1 ) ∈ L(C2) と定め，Hilbert 空間

H =
⊕̂

n∈N>0
C2 上の閉作用素 T =

⊕̂
n∈N>0

Tn を考える．すると，各 n ∈ N>0 に対して，Sp(Tn) = {1}で
ある．一方で，任意の λ ∈ Cに対して T − λ1H は全射ではない（たとえば，((0, 1/n))n∈N>0 /∈ Im(T − λ1H)
である）から，Sp(T ) = Cである．

1.10 線型作用素の簡約
本小節では，Hilbert空間Hの閉部分線型空間Mの上への直交射影を，PM と書く，

定義 1.69（線型作用素を簡約する閉部分線型空間） T を Hilbert 空間 H から K への線型作用素とする．
H と K の閉部分線型空間の組 (M,N )が T を簡約する（reduce）とは，PNT ⊆ TPM であることをいう．
H = KかつM = N である場合は，このことを単に，Mが T を簡約するという．
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定義 1.69の状況で，(M,N )が T を簡約するならば，ξ ∈ DomT ∩Mに対して Tξ = TPMξ = PNTξ ∈ N
だから，T (DomT ∩ M) ⊆ N である．このことを踏まえて，次のように定義する．

定義 1.70（線型作用素の簡約） T を Hilbert空間Hから Kへの線型作用素とし，Hと Kの閉部分線型空間
の組 (M,N )は T を簡約するとする．このとき，T の定義域を DomT ∩ Mに制限して得られるMから N
への線型作用素を，T の (M,N )による簡約（reduction）という．H = K かつM = N である場合は，こ
れを単に，T のMによる簡約という．

命題 1.71 T を Hilbert空間 H から K への線型作用素とする．M, N をそれぞれ H, K の閉部分線型空間
とするとき，(M,N )が T を簡約することと，(M⊥,N ⊥)が T を簡約することとは同値である．

証明 (M,N )が T を簡約する，すなわち，PNT ⊆ TPM であるとする．すると，任意の ξ ∈ DomT に対
して，PMξ ∈ DomT かつ PNTξ = TPMξ だから，(1H − PM)ξ = ξ − PMξ ∈ DomT かつ

(1K − PN )Tξ = ξ − PNTξ = ξ − TPMξ = T (1H − PM)ξ

となる．よって，(1K − PN )T ⊆ T (1H − PM)である．すなわち，(M⊥,N ⊥)は T を簡約する．M, N を
それぞれM⊥, N ⊥ に置き換えれば，逆もわかる．

命題 1.72 T を Hilbert空間Hから Kへの線型作用素とする．Hと Kの閉部分線型空間の組 (M,N )は T

を簡約するとし，対応する簡約を TM,N と書く．

(1) T が Hから Kへの稠密に定義された線型作用素ならば，T0 はMから N への稠密に定義された線型
作用素である．

(2) T がHから Kへの閉作用素ならば，T0 はMから N への閉作用素である．

証明 (1) PNT ⊆ TPM より特に，PM(DomT ) ⊆ DomT ∩ M = DomTM,N である．よって，DomT

がHにおいて稠密ならば，DomTM,N はMにおいて稠密である．
(2) gr(TM,N ) = gr(T ) ∩ (M × N )であることから従う．

(Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi，K =
⊕̂

i∈I Ki と置く．各 i ∈ I に対して Ti を
Hi から Ki への線型作用素とし，H から K への線型作用素 T =

⊕̂
i∈I Ti を考える．すると，明らかに，各

(Hi,Ki)は T を簡約し，対応する簡約は Ti に等しい．逆に，次が成り立つ．

命題 1.73 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi，K =
⊕̂

i∈I Ki と置く．T を Hilbert
空間Hから Kへの線型作用素とする．各 i ∈ I に対して，(Hi,Ki)は T を簡約するとし，対応する簡約を Ti

と書く．このとき，I が有限であるか，または T が閉であるならば，T =
⊕̂

i∈I Ti である．

証明 まず，⊕̂i∈I Ti ⊆ T を示す．各 i ∈ I に対して gr(Ti) ⊆ gr(T )だから，∑
i∈I

gr(Ti) ⊆ gr(T )

である．I が有限ならば，上式より，

gr

(⊕
i∈I

Ti

)
=
∑
i∈I

gr(Ti) ⊆ gr(T )
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である．また，T が閉ならば，各簡約 Ti も閉だから（命題 1.72 (2)），命題 1.64と上式より，

gr

(⊕̂
i∈I

Ti

)
=
∑
i∈I

gr(Ti) ⊆ gr(T )

である．よって，いずれにしても，⊕̂i∈I Ti ⊆ T が成り立つ．
次に，DomT ⊆ Dom(

⊕̂
i∈I Ti)を示す．ξ = (ξi)i∈I ∈ DomT とする．各 i ∈ I に対して，PKi

T ⊆ TPHi

だから，ξi = PHiξ ∈ DomT かつ
Tiξi = TPHiξ = PKiTξ

である．上式の最右辺の PKiTξ は，Tξ ∈ Kの i-成分にほかならない．したがって，上式が任意の i ∈ I に対
して成り立つことより，ξ ∈ Dom(

⊕̂
i∈I Ti)である．よって，DomT ⊆ Dom(

⊕̂
i∈I Ti)である．

以上で，T =
⊕̂

i∈I Ti が示された．

系 1.74 T を Hilbert空間H上の稠密に定義された線型作用素とする．Hの閉部分線型空間Mは T を簡約
するとし，対応する簡約を TM と書く（命題 1.72 (1)より，TM は，M上の稠密に定義された線型作用素で
ある）．

(1) Mは T ∗ を簡約し，対応する簡約は T ∗
M に等しい．

(2) T がH上の自己随伴作用素ならば，TM はM上の自己随伴作用素である．
(3) T がH上の正規作用素ならば，TM はM上の正規作用素である．

証明 命題 1.71より，M⊥ も T を簡約する．対応する簡約を TM⊥ と書くと，TM⊥ はM⊥ 上の稠密に定義
された線型作用素であり（命題 1.72 (1)），T = TM ⊕ TM⊥ が成り立つ（命題 1.73）．

(1) 命題 1.65より T ∗ = T ∗
M ⊕ T ∗

M⊥ だから，Mは T ∗ を簡約し，対応する簡約は T ∗
M⊥ に等しい．

(2), (3) 命題 1.66から従う．（(2)は，(1)からも従う．）

1.11 線型作用素のテンソル積
Hilbert空間の有限族 (Hi)i∈I の Hilbertテンソル積を，⊗̂i∈I Hi と書く．すなわち，

⊗̂
i∈I Hi は，「線型

空間としてのテンソル積⊗i∈I Hi に 〈⊗
i∈I

ηi

∣∣∣∣∣⊗
i∈I

ξi

〉
=
∏
i∈I

〈ηi|ξi〉

によって一意に定まる内積を入れて得られる内積空間」を完備化して得られる Hilbert空間である．

定義 1.75（線型作用素のテンソル積） (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert 空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi，
K =

⊗̂
i∈I Ki と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi から Ki への線型作用素とするとき，(Ti)i∈I のテンソル

積と呼ばれるHから Kへの線型作用素 T =
⊗

i∈I Ti を，次のように定める．

• DomT = spanC{
⊗

i∈I ξi | 各 i ∈ I に対して ξi ∈ Hi}．
• 各 i ∈ I に対して ξi ∈ Hi とするとき，T (

⊗
i∈I ξi) =

⊗
i∈I Tiξi（DomT は線型空間としてのテンソ

ル積⊗i∈I DomTi に自然に線型同型だから，テンソル積の普遍性より，これによって線型作用素が一
意に定まる）．
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容易に確かめられるように，各 i ∈ I に対して Ti が Hi から Ki への稠密に定義された線型作用素ならば，
T =

⊗
i∈I Ti はH =

⊗̂
i∈I Hi から K =

⊗̂
i∈I Ki への稠密に定義された線型作用素となる．

命題 1.76 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi，K =
⊗̂

i∈I Ki と置く．各 i ∈ I

に対して Ti をHi から Ki への稠密に定義された線型作用素とすると，

⊗
i∈I

T ∗
i ⊆

(⊗
i∈I

Ti

)∗

である．

証明 任意の ξ ∈ Dom(
⊗

i∈I Ti)と η ∈ Dom(
⊗

i∈I T
∗
i )に対して，〈η|(

⊗
i∈I Ti)ξ〉 = 〈(

⊗
i∈I T

∗
i )η|ξ〉であ

ることを示せばよい．示すべき等式の両辺は (η, ξ)に関して準双線型だから，各 i ∈ I に対して ξi ∈ DomTi

かつ ηi ∈ DomT ∗
i であるとして，ξ =

⊗
i∈I ξi かつ η =

⊗
i∈I ηi である場合に等式を示せば十分である．こ

のとき， 〈
η

∣∣∣∣∣
(⊗

i∈I

Ti

)
ξ

〉
=

〈⊗
i∈I

ηi

∣∣∣∣∣⊗
i∈I

Tiξi

〉
=
∏
i∈I

〈ηi|Tiξi〉

=
∏
i∈I

〈T ∗
i ηi|ξi〉

=

〈⊗
i∈I

T ∗
i ηi

∣∣∣∣∣⊗
i∈I

ξi

〉

=

〈(⊗
i∈I

T ∗
i

)
η

∣∣∣∣∣ξ
〉

だから，等式は成り立つ．

命題 1.77 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi，K =
⊗̂

i∈I Ki と置く．各 i ∈ I

に対して Ti をHi から Ki への稠密に定義された可閉作用素とすると，次が成り立つ．

(1)
⊗

i∈I Ti は，Hから Kへの稠密に定義された可閉作用素である．
(2)

⊗
i∈I Ti と

⊗
i∈I Ti の閉包は，一致する．

証明 (1) 各 i ∈ I に対して Ti ⊆ Ti = T ∗∗
i だから（命題 1.24），命題 1.76より，⊗i∈I Ti ⊆

⊗
i∈I T

∗∗
i ⊆

(
⊗

i∈I T
∗
i )∗ である．(

⊗
i∈I T

∗
i )∗ は閉作用素だから（系 1.23），⊗i∈I Ti は可閉作用素である．

(2)
⊗

i∈I Ti ⊆
⊗

i∈I Ti を示せばよい．写像 Φ :
∏

i∈I(Hi × Ki) → H × Kを

Φ(((ξi, ηi))i∈I) =

(⊗
i∈I

ξi,
⊗
i∈I

ηi

)

と定めると，Φは連続多重線型写像であり，各 i ∈ I に対して Si をHi から Ki への線型作用素とすると，

spanC Φ

(∏
i∈I

gr(Si)

)
= gr

(⊗
i∈I

Si

)
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が成り立つ．よって，

gr

(⊗
i∈I

Ti

)
= spanC Φ

(∏
i∈I

gr(Ti)

)
= spanC Φ

(∏
i∈I

gr(Ti)

)
⊆ spanC Φ

(∏
i∈I

gr(Ti)

)
= gr

(⊗
i∈I

Ti

)

だから，⊗i∈I Ti ⊆
⊗

i∈I Ti である．

定義 1.78 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I を Hilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi，K =
⊗̂

i∈I Ki と置く．各 i ∈ I

に対して Ti を Hi から Ki への稠密に定義された可閉作用素とするとき，これらのテンソル積
⊗

i∈I Ti（命
題 1.77より，これは，Hから K への稠密に定義された可閉作用素である）の閉包を，(Ti)i∈I の閉テンソル
積といい，⊗̂i∈I Ti と書く．

注意 1.79 (Hi)i∈I , (Ki)i∈I をHilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi，K =
⊗̂

i∈I Kiと置く．各 i ∈ I に
対して Ti をHi から Ki への全域で定義された連続線型作用素とすると，これらの閉テンソル積 T =

⊗̂
i∈I Ti

はHから Kへの全域で定義された連続線型作用素であり，その作用素ノルムは

‖T‖ =
∏
i∈I

‖Ti‖

である．証明は，Bourbaki [2, §V.3.1, Proposition 1] を参照のこと．

2 射影値測度とそれに関する積分
2.1 射影値測度
定義 2.1（射影値測度） H を Hilbert 空間とする．可測空間 X 上の H-射影値測度（H-projection-valued
measure）とは，X の可測集合に対してH上の直交射影を与える写像Π であって，次の条件を満たすものを
いう．

(i) Π(X) = 1H である．
(ii) Π は，弱位相に関して可算加法的である．すなわち，互いに交わらない可測集合の可算族 (Ai)i∈I に対
して，A =

⋃
i∈I Ai と置くと，弱位相に関して

Π(A) =
∑
i∈I

Π(Ai)

が成り立つ（特に，Π(∅) = 0である）．

注意 2.2 定義 2.1の条件 (ii)の「弱位相」を「強位相」に変えても，定義は変わらない．このことを確かめ
る．Π が条件 (ii)を満たすとする．(Ai)i∈I を互いに交わらない可測集合の可算族として，A =

⋃
i∈I Ai と置
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く．すると，任意の ξ ∈ Hに対して，有限部分集合 J ⊆ I を大きくする極限において，∥∥∥∥∥
(
Π(A) −

∑
i∈J

Π(Ai)

)
ξ

∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥Π
(
A \

⋃
i∈J

Ai

)
ξ

∥∥∥∥∥
2

=

〈
Π

(
A \

⋃
i∈J

Ai

)
ξ

∣∣∣∣∣Π
(
A \

⋃
i∈J

Ai

)
ξ

〉

=

〈
ξ

∣∣∣∣∣Π
(
A \

⋃
i∈J

Ai

)
ξ

〉
= 〈ξ|Π(A)ξ〉 −

∑
i∈J

〈ξ|Π(Ai)ξ〉

→ 0

となる．よって，強位相に関しても
Π(A) =

∑
i∈I

Π(Ai)

が成り立つ．

注意 2.3 総和可能性と可換収束性とが同値であることより（「無限和のノート」 [13, 4 節] を参照のこと），
定義 2.1の条件 (ii)を次の条件に置き換えても，定義は変わらない．

(ii-1) Π(∅) = 0である．
(ii-2) 互いに交わらない可測集合の列 (An)n∈N に対して，A =

⋃
i∈I Ai と置くと，弱位相に関して

Π(A) = lim
N→∞

N−1∑
n=0

Π(An)

が成り立つ．

命題 2.4 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．可測集合 A, B ⊆ X に対し
て，次が成り立つ．

(1) A ⊆ B ならば，Π(A) ≤ Π(B)（すなわち，ImΠ(A) ⊆ ImΠ(B)）である．
(2) ImΠ(X \A)は，ImΠ(A)の直交補空間である．
(3) A ∩B = ∅ならば，Π(A) ⊥ Π(B)である．
(4) Π(A ∩B) = Π(A)Π(B) = Π(B)Π(A)である．

証明 (1) A ⊆ B であるとする．ξ ∈ ImΠ(A)とすると，

〈Π(B)ξ|ξ〉 = 〈Π(A)ξ|ξ〉 + 〈Π(B \A)ξ|ξ〉 ≥ ‖ξ‖2

だから，ξ ∈ ImΠ(B)である．よって，Π(A) ≤ Π(B)である．
(2) Π(A) +Π(X \A) = Π(X) = 1H であることから従う．
(3) (1), (2)から従う．
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(4) (3)より，互いに交わらない可測集合 C, D ⊆ X に対しては Π(C)Π(D) = 0だから，

Π(A)Π(B) = (Π(A ∩B) +Π(A \B))(Π(A ∩B) +Π(B \A))
= Π(A ∩B)2 +Π(A ∩B)Π(B \A) +Π(A \B)Π(A ∩B) +Π(A \B)Π(B \A)
= Π(A ∩B)

である．

定義 2.5（射影値測度の成分） Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間X 上のH-射影値測度とする．ξ, η ∈ H
に対して，X の可測集合に対して複素数を与える写像 Πη,ξ を

Πη,ξ(A) = 〈η|Π(A)ξ〉

と定めると，容易に確かめられるように，Πη,ξ はX 上の有限複素測度である．この有限複素測度Πη,ξ を，Π
の (η, ξ)-成分（(η, ξ)-component）という．

本稿の以下の部分では，定義 2.5の記号 Πη,ξ は断りなく用いる．明らかに，Πη,ξ は η に関して共役線型，
ξ に関して線型である．

命題 2.6 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．

(1) ξ ∈ Hに対して，Πξ,ξ は X 上の有限正値測度である．
(2) ξ, η ∈ Hに対して，Πξ,η = Πη,ξ である．
(3) 可測集合 A ⊆ X と ξ, η ∈ Hに対して，Πη,Π(A)ξ = ΠΠ(A)η,ξ = Πη,ξ(– ∩A)である．

証明 (1) 可測集合 A ⊆ X に対して

Πξ,ξ(A) = 〈ξ|Π(A)ξ〉 = 〈Π(A)ξ|Π(A)ξ〉 = ‖Π(A)ξ‖2 ≥ 0

だから，Πξ,ξ は正値である．
(2) 可測集合 A ⊆ X に対して

Πξ,η(A) = 〈ξ|Π(A)η〉 = 〈Π(A)η|ξ〉 = 〈η|Π(A)ξ〉 = Πη,ξ(A)

だから，Πξ,η = Πη,ξ である．
(3) A ⊆ X を可測集合とする．命題 2.4 (4)より，可測集合 B ⊆ X に対して

Πη,Π(A)ξ(B) = 〈η|Π(B)Π(A)ξ〉 = 〈η|Π(B ∩A)ξ〉 = Πη,ξ(B ∩A),
ΠΠ(A)η,ξ(B) = 〈Π(A)η|Π(B)ξ〉 = 〈η|Π(A)Π(B)ξ〉 = 〈η|Π(B ∩A)ξ〉 = Πη,ξ(B ∩A)

だから，Πη,Π(A)ξ = ΠΠ(A)η,ξ = Πη,ξ(– ∩A)である．

命題 2.7 H を Hilbert 空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．任意の ξ, η ∈ H と f ,
g ∈ L(X,Π)に対して， ∫

X

|fg| d|Πη,ξ| ≤
(∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

)1/2(∫
X

|g|2 dΠη,η

)1/2

である．

30



証明 まず，可測集合 A ⊆ X に対して，

|Πη,ξ|(A) ≤ Πξ,ξ(A)1/2Πη,η(A)1/2 (∗)

を示す．Aが可測集合 A1, . . . , An に分割されるとすると，Cauchy–Schwarzの不等式より，
n∑

i=1
|Πη,ξ(Ai)| =

n∑
i=1

|〈η|Π(Ai)ξ〉|

=
n∑

i=1
|〈Π(Ai)η|Π(Ai)ξ〉|

≤
n∑

i=1
‖Π(Ai)ξ‖‖Π(Ai)η‖

≤

(
n∑

i=1
‖Π(Ai)ξ‖2

)1/2( n∑
i=1

‖Π(Ai)η‖2

)1/2

= ‖Π(A)ξ‖‖Π(A)η‖

= Πξ,ξ(A)1/2Πη,η(A)1/2

である．Aの分割に関して上限をとれば，(∗)を得る．
次に，f , gがともに 0以上の可測単関数である場合を考える．f と gを，互いに交わらない可測集合Ai ⊆ X

と ai, bi ≥ 0（1 ≤ i ≤ n）を用いて

f =
n∑

i=1
aiχAi , g =

n∑
i=1

biχAi

と表すと，(∗)と Cauchy–Schwarzの不等式より，∫
X

fg d|Πη,ξ| =
n∑

i=1
aibi|Πη,ξ|(Ai)

≤
n∑

i=1
aibiΠξ,ξ(Ai)1/2Πη,η(Ai)1/2

≤

(
n∑

i=1
a2

iΠξ,ξ(Ai)

)1/2( n∑
i=1

b2
iΠξ,ξ(Ai)

)1/2

=
(∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

)1/2(∫
X

|g|2 dΠη,η

)1/2

(∗∗)

である．
最後に，f , g が一般の可測関数である場合を考える．|f |, |g|のそれぞれに各点収束する 0以上の可測単関
数の単調増加列 (fn)n∈N, (gn)n∈N をとる．(∗∗)より，各 n ∈ Nに対して，∫

X

fngn d|Πη,ξ| ≤
(∫

X

|fn|2 dΠξ,ξ

)1/2(∫
X

|gn|2 dΠη,η

)1/2

である．この不等式で n → ∞とすれば，単調収束定理より，∫
X

|fg| d|Πη,ξ| ≤
(∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

)1/2(∫
X

|g|2 dΠη,η

)1/2

を得る．
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系 2.8 H を Hilbert 空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．任意の ξ, η ∈ H と可測集合
A ⊆ X に対して，

|Πη,ξ|(A) ≤ Πξ,ξ(A)1/2Πη,η(A)1/2

である．特に，Πη,ξ の全変動ノルムは，
‖Πη,ξ‖ ≤ ‖ξ‖‖η‖

を満たす．

証明 前半は，命題 2.7で f = g = χA としたものである（命題 2.7の証明の中で直接示されてもいる）．後
半は，前半で A = X と置けば従う．

系 2.9 HをHilbert空間とし，Π を可測空間X 上のH-射影値測度とする．任意の ξ, η ∈ Hと f ∈ L(X,Π)
に対して， ∫

X

|f | d|Πη,ξ| ≤
(∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

)1/2

‖η‖

である．

証明 命題 2.7で g = 1としたものである．

HをHilbert空間とし，Π を可測空間X 上のH-射影値測度とする．通常の測度の場合と同様に，Π(A) = 0
を満たすある可測集合 Aに含まれる集合は，Π-無視可能であるという．「Π-ほとんどすべて」，「Π-ほとんど
いたるところ」などの用語も，通常の測度の場合と同様に用いる．X 上の複素数値可測関数の「Π-無視可能な
集合上での違いを無視する同値関係」による同値類の全体のなす空間を，L(X,Π)と書く．容易に確かめられ
るように，L(X,Π)は，関数の各点ごとの積と複素共役によって単位的対合代数をなす．また，f ∈ L(X,Π)
に対して

‖f‖∞ = min{M ∈ R≥0 | Π-無視可能な集合上を除いて |f | ≤ M} ∈ R≥0

と書き，
L∞(X,Π) = {f ∈ L(X,Π) | ‖f‖∞ < ∞}

と置く．すなわち，L∞(X,Π)は，ある Π-無視可能な集合上を除いて有界（Π-本質的有界）な X 上の複素
数値可測関数（の同値類）全体のなす空間である．容易に確かめられるように，L∞(X,Π)は L(X,Π)の部
分単位的対合代数であり，‖–‖∞ をノルムとして単位的 ‌C*‌ 代数をなす．
X 上の複素数値可測関数 f に対して，通常の測度のときと同様に，f のΠ-本質的値域 ess ranΠ f が定義さ
れる．すなわち，ess ranΠ f は，Π-ほとんどすべての x ∈ X に対して f(x) ∈ F となるような最小の閉集合
F ⊆ Cである．容易に確かめられるように，

ess ranΠ f = {λ ∈ C | f − λは L(X,Π)において可逆であり，乗法逆元 1/(f − λ)は L∞(X,Π)に属する}

である．特に，f ∈ L∞(X,Π)の（L∞(X,Π)における）スペクトルは，Π-本質的値域 ess ranΠ f に等しい．
f : X → Y を可測空間の間の可測写像とすると，X 上の正値，有限実または有限複素測度 µに対して，Y
上の同種の測度 f∗µが

f∗µ(B) = µ(f−1(B))
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によって定義され，これを µの f による像というのだった．これと同様に，射影値測度の像が定義される．す
なわち，Hを Hilbert空間とし，Π を X 上のH-射影値測度とするとき，Y 上のH-射影値測度 f∗Π が

f∗Π(B) = Π(f−1(B))

によって定義され，これをΠ の f による像という．明らかに，任意の ξ, η ∈ Hに対して，(f∗Π)η,ξ = f∗(Πη,ξ)
である．
位相空間 X を Borel 集合族によって可測空間とみなしたものの上の H-射影値測度を，X 上の H-射影値

Borel測度という．

定義 2.10（射影値 Borel–Radon測度） H を Hilbert空間とする．局所コンパクト Hausdorff空間 X 上の
H-射影値 Borel 測度 Π が Radon であるとは，Π のすべての成分 Πη,ξ（ξ, η ∈ H）が（X 上の有限複素
Borel 測度として）Radon であることをいう．Radon な H-射影値 Borel 測度を，H-射影値 Borel–Radon
測度という．

注意 2.11 X を第二可算な局所コンパクト Hausdorff とすると，X 上の有限複素 Borel 測度は，すべて
Radonである（Cohn [3, Proposition 7.2.3] を参照のこと．Cohnは，「Radon」の代わりに「regular」とい
う語を用いている）．よって，このとき，X 上の射影値 Borel測度は，すべて Radonである．

µを局所コンパクト Hausdorff空間X 上の正値，有限実または有限複素 Borel–Radon測度とする．このと
き，µ|U = 0を満たす最大の開集合 U ⊆ X が存在し，その補集合 X \ U を µの台といい，suppµと書くの
だった．さて，Hを Hilbert空間とし，Π をX 上のH-射影値 Borel–Radon測度とする．Borel集合 A ⊆ X

に対して，Π(A) = 0は任意の ξ, η ∈ Hに対して Πη,ξ(A) = 0であることと同値である．また，A, A′ ⊆ X

が Borel 集合であって A′ ⊆ A であるとき，Π(A) = 0 ならば Π(A′) = 0 である（命題 2.4 (1)）．よって，
Borel集合 A ⊆ X に対して，

Π(A) = 0 ⇐⇒ 任意の ξ, η ∈ Hに対して Πη,ξ|A = 0

である．特に，Π(U) = 0を満たす最大の開集合 U ⊆ X が存在し，その補集合X \U は，すべての ξ, η ∈ H
に対する suppΠη,ξ の交叉に等しい．このX \U を，Π の台という．いいかえれば，Π の台とは，Π(F ) = 1H

を満たす最大の閉集合 F ⊆ X のことである．

2.2 射影値測度に関する積分
定義 2.12（射影値測度に関する積分） Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．
f ∈ L(X,Π)に対して，f のΠ に関する積分と呼ばれるH上の線型作用素 ∫

X
f dΠ を，次のように定める．

• Dom(
∫

X
f dΠ)は，ξ ∈ Hのうち，ある ζ ∈ Hが存在して，任意の η ∈ Hに対して 〈η|ζ〉 =

∫
X
f dΠη,ξ

が成り立つ（Rieszの表現定理より，これは，H上の線型形式 η 7→
∫

X
f dΠη,ξ が連続であることと同

値である）ものの全体とする．
• ξ ∈ Dom(

∫
X
f dΠ)に対して，前項の条件を満たす ζ ∈ H（これは一意に定まる）を，(

∫
X
f dΠ)ξ と

定める．

可測集合 A ⊆ X と f ∈ L(X,Π)に対して，∫
X
χAf dΠ を

∫
A
f dΠ とも書く．
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定義より，f ∈ L(X,Π) の H-射影値測度 Π に関する積分 ∫
X
f dΠ は，H 上の線型作用素 T であって，

条件

任意の ξ ∈ DomT と η ∈ Hに対して，f は Πη,ξ-可積分であり，〈η|Tξ〉 =
∫

X
f dΠη,ξ が成り立つ．

を満たす最大のものにほかならない．
f ∈ L∞(X,Π)に対しては，系 2.8より，任意の ξ, η ∈ Hに対して∣∣∣∣∫

X

f dΠη,ξ

∣∣∣∣ ≤
∫

X

|f | d|Πη,ξ| ≤ ‖f‖∞‖ξ‖‖η‖

だから，準双線型形式 (η, ξ) 7→
∫

X
f dΠη,ξ は連続であり，そのノルムは ‖f‖以下である．したがって，Hilbert

空間の一般論より，T ∈ L(H)であって任意の ξ, η ∈ Hに対して

〈η|Tξ〉 =
∫

X

f dΠη,ξ

を満たすものが一意に存在し，この T は ‖T‖ ≤ ‖f‖∞ を満たす．この T が，積分 ∫
X
f dΠ となる．よって，

f ∈ L∞(X,Π)に対しては， ∫
X

f dΠ ∈ L(H) かつ
∥∥∥∥∫

X

f dΠ

∥∥∥∥ ≤ ‖f‖∞

である．

命題 2.13 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)とすると，任
意の ξ ∈ Dom(

∫
X
f dΠ)と η ∈ Hに対して

dΠ
η,
(∫

X
f dΠ

)
ξ

= f dΠη,ξ

であり，任意の ξ ∈ Hと η ∈ Dom(
∫

X
f dΠ)に対して

dΠ(∫
X

f dΠ
)

η,ξ
= f dΠη,ξ

である．

証明 ξ ∈ Dom(
∫

X
f dΠ)かつ η ∈ H とする．任意の可測集合 A ⊆ X に対して，ΠΠ(A)η,ξ = Πη,ξ(– ∩ A)

だから（命題 2.6 (3)），

Π
η,
(∫

X
f dΠ

)
ξ
(A) =

〈
η

∣∣∣∣Π(A)
(∫

X

f dΠ

)
ξ

〉
=
〈
Π(A)η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠ

)
ξ

〉
=
∫

X

f dΠΠ(A)η,ξ

=
∫

A

f dΠη,ξ

である．よって，
dΠ

η,
(∫

X
f dΠ

)
ξ

= f dΠη,ξ

が成り立つ．
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ξ ∈ Hかつ η ∈ Dom(
∫

X
f dΠ)とすると，前段の結果と命題 2.6 (2)より，

dΠ(∫
X

f dΠ
)

η,ξ
= dΠ

ξ,
(∫

X
f dΠ

)
η

= f dΠξ,η = f dΠη,ξ

である．

命題 2.14 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．任意の f , g ∈ L(X,Π)お
よび ξ ∈ Dom(

∫
X
f dΠ)と η ∈ Dom(

∫
X
g dΠ)に対して，gf は Πη,ξ-可積分であり，〈(∫

X

g dΠ

)
η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠ

)
ξ

〉
=
∫

X

gf dΠη,ξ

が成り立つ．特に， ∥∥∥∥(∫
X

f dΠ

)
ξ

∥∥∥∥2

=
∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

である．

証明 ξ ∈ Dom(
∫

X
f dΠ)より f は Π(∫

X
g dΠ

)
η,ξ

-可積分であり，命題 2.13より dΠ(∫
X

g dΠ
)

η,ξ
= g dΠη,ξ

である．よって，fg は Πη,ξ-可積分であり，〈(∫
X

g dΠ

)
η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠ

)
ξ

〉
=
∫

X

f dΠ(∫
X

g dΠ
)

η,ξ
=
∫

X

gf dΠη,ξ

が成り立つ．g = f，η = ξ と置けば，∥∥∥∥(∫
X

f dΠ

)
ξ

∥∥∥∥2

=
∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

を得る．

次の命題より，射影値測度に関する積分の結果は，稠密に定義された線型作用素になる．

命題 2.15 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)に対して，

Dom
(∫

X

f dΠ

)
=
{
ξ ∈ H

∣∣∣∣ ∫
X

|f |2 dΠξ,ξ < ∞
}

であり，これはHの稠密部分線型空間である．

証明 ∫
X
f dΠ の定義域に関する主張を示す．ξ ∈ Dom(

∫
X
f dΠ) であるとすると，命題 2.14 より∫

X
|f |2 dΠξ,ξ < ∞ である．逆に，∫

X
|f |2 dΠξ,ξ < ∞ であるとする．このとき，η ∈ H を任意にとる

と，系 2.9より ∫
X

|f | d|Πη,ξ| ≤
(∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

)1/2

‖η‖

だから，f は Πξ,η-可積分で ∣∣∣∣∫
X

f dΠη,ξ

∣∣∣∣ ≤
(∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

)1/2

‖η‖

を満たす．よって，ξ ∈ Dom(
∫

X
f dΠ) である．これで，∫

X
f dΠ の定義域が ∫

X
|f |2 dΠξ,ξ < ∞ を満たす

ξ ∈ Hの全体であることが示された．
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稠密性に関する主張を示す．ξ ∈ Hを任意にとる．各 n ∈ Nに対して，
An = {x ∈ X | |f(x)| ≤ n}

と置くと，ΠΠ(An)ξ,Π(An)ξ = Πξ,ξ(– ∩An)（命題 2.6 (3)）より，∫
X

|f |2 dΠΠ(An)ξ,Π(An)ξ =
∫

An

|f |2 dΠξ,ξ ≤ n2Πξ,ξ(An) < ∞

である．さらに，(An)n∈N は増大列で
⋃

n∈NAn = X を満たすから，n → ∞のときΠ(An)ξ → ξ である（注
意 2.2）．よって，Dom(

∫
X
f dΠ) = {ξ ∈ H |

∫
X

|f |2 dΠξ,ξ < ∞}はHにおいて稠密である．

射影値測度に関する積分の結果の線型作用素の核は，次のように表される．

命題 2.16 H を Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．任意の f ∈ L(X,Π)に対
して，

Ker
(∫

X

f dΠ

)
= ImΠ(f−1({0}))

である．

証明 ξ ∈ Hに対して，

ξ ∈ Ker
(∫

X

f dΠ

)
⇐⇒

∫
C
|f |2 dΠξ,ξ = 0

⇐⇒ Πξ,ξ-ほとんどいたるところで |f |2 = 0
⇐⇒ Πξ,ξ(f−1(C \ {0})) = 0
⇐⇒ Π(f−1(C \ {0}))ξ = 0
⇐⇒ ξ ∈ ImΠ(f−1({0}))

である．ここで，第一の同値性は命題 2.14 と命題 2.15 から，第二の同値性は Πξ,ξ が正値であることから
（命題 2.6），第四の同値性は Πξ,ξ(f−1(C \ {0})) = ‖Π(f−1(C \ {0}))ξ‖2 であることから，最後の同値性は
ImΠ(f−1({0}))が ImΠ(f−1(C \ {0}))の直交補空間であること（命題 2.4 (2)）から従う．

射影値測度の像と積分について，次が成り立つ．

命題 2.17 Hを Hilbert空間，f : X → Y を可測空間の間の可測写像とし，Π を X 上のH-射影値測度とす
る．任意の g ∈ L(X, f∗Π)に対して， ∫

Y

g d(f∗Π) =
∫

X

g ◦ f dΠ

である．

証明 任意の ξ, η ∈ Hに対して，g が (f∗Π)η,ξ = f∗(Πη,ξ)に関して可積分であることと g ◦ f が Πη,ξ に関
して可積分であることとは同値であり，これらの条件の下で，∫

Y

g d(f∗Π)η,ξ =
∫

Y

g d(f∗(Πη,ξ)) =
∫

X

g ◦ f dΠη,ξ

が成り立つ．よって， ∫
Y

g d(f∗Π) =
∫

X

g ◦ f dΠ

である．
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2.3 射影値測度に関する積分の準同型性
射影値測度に関する積分は，次の意味で，準同型性を満たす．

定理 2.18 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)に対して，

Tf =
∫

X

f dΠ, Df = DomTf

と書くことにする．f , g ∈ L(X,Π)に対して，次が成り立つ．

(1) Tf + Tg = Tf+g|Df ∩Dg
= Tf+g|Df ∩Df+g

= Tf+g|Dg∩Df+g
である．特に，f または g が L∞(X,Π)

に属するならば，Tf + Tg = Tf+g である．
(2) λ ∈ C \ {0}とすると，λTf = Tλf である．
(3) T1 = 1H である．
(4) TfTg = Tfg|Dg∩Dfg

である．特に，g ∈ L∞(X,Π)ならば，TfTg = Tfg である．
(5) T ∗

f = Tf である．
(6) Tf が単射であることと f が L(X,Π)において可逆であることとは同値であり，これらの条件の下で，

T−1
f = T1/f が成り立つ（1/f は，f の L(X,Π)における乗法逆元を表す）．

証明 (1) 線型作用素の和の定義より，Dom(Tf + Tg) = Df ∩Dg である．ξ ∈ Df ∩Dg とすると，任意の
η ∈ H に対して f と g は Πη,ξ-可積分だから f + g も Πη,ξ-可積分であり，したがって，ξ ∈ Df+g である．
さらに，任意の η ∈ Hに対して，

〈η|(Tf + Tg)ξ〉 = 〈η|Tfξ〉 + 〈η|Tgξ〉

=
∫

X

f dΠη,ξ +
∫

X

g dΠη,ξ

=
∫

X

(f + g) dΠη,ξ

= 〈η|Tf+gξ〉

である．よって，Tf + Tg = Tf+g|Df ∩Dg
である．また，上の議論より特に Df+g ⊆ Df ∩ Dg だが，この式

で f , g をそれぞれ f + g, −g で置き換えることにより Df ⊆ Df+g ∩D−g = Df+g ∩Dg が得られ，同様に，
Dg ⊆ Df+g ∩ Df も得られる．したがって，Df , Dg, Df+g のうち二つの交叉はすべて等しいから，上式で
Df ∩Dg を Df+g ∩Df や Df+g ∩Dg に置き換えたもの成り立つ．
f ∈ L(X,Π)ならば Df = Hであり，g ∈ L(X,Π)ならば Dg = Hである．いずれの場合も，Tf + Tg =

Tf+g となる．
(2), (3) 明らかである．
(4) 線型作用素の合成の定義より，ξ ∈ H が Dom(TfTg) に属するための必要十分条件は，ξ ∈ Dg かつ

Tgξ ∈ Df であることである．ξ ∈ Dg とすると，∫
X

|f |2 dΠTgξ,Tgξ =
∫

X

|fg|2 dΠξ,ξ

だから（命題 2.13），Tgξ ∈ Df と ξ ∈ Dfg とは同値である（命題 2.15）．よって，Dom(TfTg) = Dg ∩Dfg
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である．さらに，ξ ∈ Dg ∩Dfg とすると，任意の η ∈ Hに対して

〈η|TfTgξ〉 =
∫

X

f dΠη,Tgξ =
∫

X

fg dΠη,ξ = 〈η|Tfgξ〉

だから（命題 2.13），TfTg = Tfg|Dg∩Dfg
である．

g ∈ L∞(X,Π)ならば，Dg = Hだから，TfTg = Tfg となる．
(5) η ∈ Df とすると，任意の ξ ∈ Df に対して

〈η|Tfξ〉 =
∫

X

f dΠη,ξ =
∫

X

f dΠξ,η = 〈ξ|Tfη〉 = 〈Tfη|ξ〉

だから（命題 2.6 (1)），η ∈ T ∗
f かつ T ∗

f η = Tfη である．よって，Tf ⊆ T ∗
f である．特に，f ∈ L∞(X,Π)な

らば，T ∗
f = Tf である．

DomT ∗
f ⊆ Df を示す．各 n ∈ Nに対して，{x ∈ X | |f(x)| ≤ n}の特性関数を χn と置くと，χn と χnf

は有界だから，前段の結果より
T ∗

χn
= Tχn , T ∗

χnf = Tχnf

である．このことと (4)および命題 1.20 (3)より

Tχnf = T ∗
χnf

= (TfTχn
)∗

⊇ T ∗
χn
T ∗

f

= Tχn
T ∗

f

= Π({x ∈ X | |f(x)| ≤ n})T ∗
f

だから，任意の ξ ∈ DomT ∗
f に対して，∫

X

|χnf |2 dΠξ,ξ = ‖Tχnfξ‖
2

= ‖Π({x ∈ X | |f(x)| ≤ n})T ∗
f ξ‖2

≤ ‖T ∗
f ξ‖2

< ∞

である．したがって，単調収束定理より ∫
X

|f |2 dΠξ,ξ < ∞,

であり，これは，ξ ∈ Df を意味する（命題 2.15）．よって，DomT ∗
f ⊆ Df である．

(6) KerTf = ImΠ(f−1({0}))だから（命題 2.16），

Tf が単射 ⇐⇒ Π(f−1({0})) = 0 ⇐⇒ f が L(X,Π)において可逆

である．これらの条件が成り立つとすると，(3), (4)より

T1/fTf = I|Df ∩D1 = I|Df
,

TfT1/f = I|D1/f ∩D1 = I|D1/f

であり，これは，T−1
f = T1/f を意味する．
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系 2.19 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)とする．

(1) 任意のm, n ∈ Nに対して，∫
X
fmfn dΠ は，m個の ∫

X
f dΠ と n個の (

∫
X
f dΠ)∗ を任意の順序で

合成したもの（m = n = 0の場合は 1H とする）に等しい．
(2)

∫
X
f dΠ はH上の正規作用素である．

証明 定理 2.18で定義した記号 Tf =
∫

X
f dΠ と Df = DomTf を用いる．

(1) m, n ∈ Nに対して，

TfTfmfn = Tfm+1fn , T ∗
f Tfmfn = Tfmfn+1

を示せばよい．T ∗
f = Tf だから（定理 2.18 (5)），第一の等式だけを示せば十分である．定理 2.18 (4)より，

TfTfmfn = Tfm+1fn |D
fmfn ∩D

fm+1fn

である．また，命題 2.15より

Dfmfn =
{
ξ ∈ H

∣∣∣∣ ∫
X

|f |2(m+n) dΠξ,ξ < ∞
}
,

Dfm+1fn =
{
ξ ∈ H

∣∣∣∣ ∫
X

|f |2(m+n+1) dΠξ,ξ < ∞
}

であり，Πξ,ξ は有限正値測度だから（命題 2.6 (1)），Dfm+1fn ⊆ Dfmfn である．よって，TfTfmfn = Tfm+1fn

である．
(2) Tf がH上の稠密に定義された線型作用素であることは，命題 2.15ですでに述べた．定理 2.18 (5)よ
り Tf = T ∗

f
であり，稠密に定義された線型作用素の随伴は常に閉だから（系 1.23），Tf は閉である．さらに，

(1)より，T ∗
f Tf と TfT

∗
f はともに T|f |2 に等しい．よって，Tf はH上の正規作用素である．

系 2.20 H を Hilbert 空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．任意の f ∈ L(X,Π) に対
して，

Im
(∫

X

f dΠ

)
= ImΠ(f−1(C \ {0}))

である．

証明 ∫
X
f dΠ は正規だから（系 2.19 (2)），系 1.56，命題 2.16，命題 2.4 (2)より，

Im
(∫

X

f dΠ

)
=
(

Ker
(∫

X

f dΠ

))⊥

= (ImΠ(f−1({0})))⊥

= ImΠ(f−1(C \ {0}))

である．

定義 2.12 の直後に述べたように，f ∈ L∞(X,Π) に対しては ∫
X
f dΠ ∈ L(H) である．この逆も成り

立つ．

命題 2.21 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)に対して，次
の条件は同値である．
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(a) f ∈ L∞(X,Π)である．
(b)

∫
X
f dΠ ∈ L(H)である．

(c)
∫

X
f dΠ は全域で定義されている．

さらに，これらの条件の下で，‖
∫

X
f dΠ‖ = ‖f‖∞ が成り立つ．

証明 (a) =⇒ (b)および最後の主張 f ∈ L∞(X,Π)とすると，定義 2.12の直後に述べたように，∫
X
f dΠ ∈

L(H)かつ ‖
∫

X
f dΠ‖ ≤ ‖f‖∞ である．

‖
∫

X
f dΠ‖ ≥ ‖f‖∞ を示す．‖f‖∞ = 0ならば明らかだから，‖f‖∞ > 0であるとする．ϵ ∈ (0, ‖f‖∞]と

すると，A = {x ∈ X | |f(x)| ≥ ‖f‖∞ − ϵ}は Π-無視可能ではない．そこで，ξ ∈ ImΠ(A) \ {0}をとると，
命題 2.14と Πξ,ξ = Πξ,Π(A)ξ = Πξ,ξ(– ∩A)であること（命題 2.6 (3)）より，∥∥∥∥(∫

X

f dΠ

)
ξ

∥∥∥∥2

=
∫

X

|f |2 dΠξ,ξ

=
∫

A

|f |2 dΠξ,ξ

≥ (‖f‖∞ − ϵ)2‖ξ‖2

となる．任意の ϵ ∈ (0, ‖f‖∞]に対してこのような ξ ∈ H \ {0}が存在するから，‖
∫

X
f dΠ‖ ≥ ‖f‖∞ が成り

立つ．
(b) =⇒ (a)

∫
X
f dΠ ∈ L(H)であるとする．各 n ∈ Nに対して，{x ∈ X | |f(x)| ≤ n}の特性関数を χn

と置くと，χnf は有界であり，すでに示した最後の主張より

‖χnf‖∞ =
∥∥∥∥∫

X

χnf dΠ

∥∥∥∥
である．また，仮定と定理 2.18 (4)より∫

X

χnf dΠ =
(∫

X

f dΠ

)(∫
X

χn dΠ

)
=
(∫

X

f dΠ

)
Π({x ∈ X | |f(x)| ≤ n})

だから， ∥∥∥∥∫
X

χnf dΠ

∥∥∥∥ ≤
∥∥∥∥∫

X

f dΠ

∥∥∥∥ < ∞

である．よって，‖χnf‖∞ は n によらない有限値
∥∥∫

X
f dΠ

∥∥ で上から抑えられるから，f ∈ L∞(X,Π) で
ある．

(b) ⇐⇒ (c)
∫

X
f dΠ は稠密に定義された閉作用素だから（系 2.19 (2)），主張は系 1.7から従う．

注意 2.22 命題 2.21 の最後の主張は，次のように示すこともできる．L∞(X,Π) から L(H) への写像
f 7→

∫
X
f dΠ は，定理 2.18より単位的対合表現であり，後に示す命題 2.24より単射である．一般に，‌C* ‌ 代

数の間の単射な対合準同型は等長だから（「‌C* ‌ 代数」 [15, 定理 3.34] を参照のこと），任意の f ∈ L∞(X,Π)
に対して，‖

∫
X
f dΠ‖ = ‖f‖∞ が成り立つ．

系 2.23 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間X 上のH-射影値測度とする．L∞(X,Π)からL(H)への写
像 f 7→

∫
X
f dΠ は，等長な単位的対合表現である．

証明 単位的対合表現であることは定理 2.18で，等長であることは命題 2.21で示した．
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射影値測度に関する積分は，次の意味で，単射性を満たす．

命題 2.24 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．f , g ∈ L(X,Π)について，∫
X
f dΠ と ∫

X
g dΠ が定義域の共通部分で一致するならば，f と g は L(X,Π)の元として一致する．

証明 対偶を示す．f と g が L(X,Π)の元として異なるとすると，

A = {x ∈ X | |f(x) − g(x)| ≥ ϵ}

が Π-無視可能でないような ϵ > 0が存在する．さらに，各 n ∈ Nに対して

An = {x ∈ A | |f(x)| ≤ nかつ |g(x)| ≤ n}

と置くと，(An)n∈N は増大列で
⋃

n∈NAn = Aを満たすから，Π(An)は Π(A) 6= 0に弱収束する．したがっ
て，An がΠ-無視可能でないような n ∈ Nがとれる．このような ϵと nをとり，ξ ∈ ImΠ(An) \ {0}を一つ
固定する．すると，Πξ,ξ = Πξ,Π(An)ξ = Πξ,ξ(– ∩An)（命題 2.6 (3)）より∫

X

|f |2 dΠξ,ξ =
∫

An

|f |2 dΠξ,ξ ≤ n2‖ξ‖2 < ∞,∫
X

|g|2 dΠξ,ξ =
∫

An

|g|2 dΠξ,ξ ≤ n2‖ξ‖2 < ∞

だから，ξ ∈ Dom
(∫

X
f dΠ

)
∩ Dom

(∫
X
g dΠ

)である（命題 2.15）．さらに，定理 2.18 (1), (2)と命題 2.14
より ∥∥∥∥(∫

X

f dΠ

)
ξ −

(∫
X

g dΠ

)
ξ

∥∥∥∥2

=
∥∥∥∥(∫

X

(f − g) dΠ
)
ξ

∥∥∥∥2

=
∫

X

|f − g|2 dΠξ,ξ

=
∫

An

|f − g|2 dΠξ,ξ

≥ ϵ2‖ξ‖2

> 0

だから，(∫
X
f dΠ

)
ξ 6=

(∫
X
g dΠ

)
ξ である．これで，主張の対偶が示された．

系 2.25 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)に対して，次が
成り立つ．

(1)
∫

X
f dΠ が自己随伴であるための必要十分条件は，f が L(X,Π)の元として Hermiteである（あるい

は同値だが，Π-ほとんどいたるところで f が実数値である）ことである．
(2)

∫
X
f dΠ がユニタリであるための必要十分条件は，f が L(X,Π)の元としてユニタリである（あるい

は同値だが，Π-ほとんどいたるところで |f | = 1である）ことである．

証明 (1) 定理 2.18 (5)と命題 2.24からただちに従う．
(2) 定義よりユニタリ作用素は全域で定義されているから，命題 2.21より，f ∈ L∞(X,Π)である場合だ
けを考えればよい．この場合の主張は，定理 2.18 (3), (4), (5)から従う．

射影値測度に関する積分の結果の線型作用素のスペクトルは，次のように表される．
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命題 2.26 H を Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．任意の f ∈ L(X,Π)に対
して，

Sp
(∫

X

f dΠ

)
= ess ranΠ f

である．

証明 示すべきことは，任意の λ ∈ Cに対して

λ ∈ Sp
(∫

X

f dΠ

)
⇐⇒ λ ∈ ess ranΠ f

であることだが，f − λを改めて f と置き直すことにより，λ = 0であるとしてよい．
0 /∈ ess ranΠ f であるとすると，f は L(X,Π) において可逆であり，乗法逆元 1/f は Π-本質的有界であ
る．したがって，定理 2.18 (6)より，∫

X
f dΠ は単射であり，(∫

X
f dΠ

)−1 =
∫

X
1/f dΠ ∈ L(H)が成り立

つ．よって，0 /∈ Sp
(∫

X
f dΠ

)である．
逆に，0 ∈ ess ranΠ f であるとする．このとき，ϵ > 0 として Aϵ = {x ∈ X | |f(x)| ≤ ϵ} と置くと，

Π(Aϵ) 6= 0である．そこで，ξ ∈ ImΠ(Aϵ) \ {0}をとると，Πξ,ξ = ΠΠ(Aϵ)ξ,ξ = Πξ,ξ(– ∩Aϵ)（命題 2.6 (3)）
より ∫

X

|f |2 dΠξ,ξ =
∫

Aϵ

|f |2 dΠξ,ξ ≤ ϵ2‖ξ‖2 < ∞

だから，ξ ∈ Dom
(∫

X
f dΠ

)である（命題 2.15）．さらに，命題 2.14より，∥∥∥∥(∫
X

f dΠ

)
ξ

∥∥∥∥2

=
∫

X

|f |2 dΠξ,ξ ≤ ϵ2‖ξ‖2

である．任意の ϵ > 0に対してこのような ξ ∈ H \ {0}が存在するから，∫
X
f dΠ は連続可逆ではない．すな

わち，0 ∈ Sp
(∫

X
f dΠ

)である．
注意 2.27 一般に，‌C*‌ 代数の間の単射な対合準同型は，元のスペクトルを保つ（「‌C*‌ 代数」 [15, 系 3.30, 定
理 3.34] を参照のこと）．よって，命題 2.26において f ∈ L∞(X,Π)である場合の主張は，L∞(X,Π)から
L(H)への写像 f 7→

∫
X
f dΠ が等長な単位的対合表現であること（系 2.23）からも従う．

2.4 射影値測度に関する積分の Lebesgueの収束定理
定理 2.28（射影値測度に関する積分の Lebesgueの収束定理） Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間X 上
のH-射影値測度とする．fn, f , g ∈ L(X,Π)（n ∈ N）とし，(fn)n∈N は f にΠ-概収束し，任意の n ∈ Nに
対してΠ-ほとんどいたるところで |fn| ≤ |g|であるとする．このとき，任意の ξ ∈ Dom(

∫
X
g dΠ)に対して，

ξ は Dom(
∫

X
fn dΠ)（n ∈ N）および Dom(

∫
X
f dΠ)に属し，

lim
n→∞

(∫
X

fn dΠ

)
ξ =

(∫
X

f dΠ

)
ξ

が成り立つ．

証明 任意の n ∈ Nに対してΠ-ほとんどいたるところで |fn| ≤ |g|であり，(fn)n∈Nは f にΠ-概収束するか
ら，Π-ほとんどいたるところで |f | ≤ |g|である．よって，命題 2.15より，Dom

(∫
X
g dΠ

)はDom
(∫

X
fn dΠ

)
（n ∈ N）および Dom

(∫
X
f dΠ

)に含まれる．
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ξ ∈ Dom
(∫

X
g dΠ

)とする．前段の結果より，ξ は Dom
(∫

X
fn dΠ

)（n ∈ N）および Dom
(∫

X
f dΠ

)に属
する．定理 2.18 (1)と系 2.9より，任意の η ∈ Hに対して∣∣∣∣〈η∣∣∣∣(∫

X

fn dΠ

)
ξ −

(∫
X

f dΠ

)
ξ

〉∣∣∣∣ =
∣∣∣∣〈η∣∣∣∣(∫

X

(fn − f) dΠ
)
ξ

〉∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∫

X

(fn − f) dΠη,ξ

∣∣∣∣
≤
(∫

X

|fn − f |2 dΠξ,ξ

)1/2

‖η‖

だから， ∥∥∥∥(∫
X

fn dΠ

)
ξ −

(∫
X

f dΠ

)
ξ

∥∥∥∥ ≤
(∫

X

|fn − f |2 dΠξ,ξ

)1/2

である．ここで，(fn)n∈Nは f にΠ-概収束するから，特にΠξ,ξ-概収束する．また，任意の n ∈ Nに対してΠ-
ほとんどいたるところで（特に，Πξ,ξ-ほとんどいたるところで）|fn −f |2 ≤ 4|g|2であり，ξ ∈ Dom

(∫
X
g dΠ

)
と命題 2.15より |g|2 は Πξ,ξ-可積分である．よって，通常の Lebesgueの収束定理より，上式の右辺は 0に
収束するから，

lim
n→∞

(∫
X

fn dΠ

)
ξ =

(∫
X

f dΠ

)
ξ

である．

系 2.29 H を Hilbert 空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．L∞(X,Π) 上の（ノルム
‖–‖∞）に関して有界な点列 (fn)n∈N が，f ∈ L∞(X,Π)にΠ-概収束するとする．このとき，強位相に関して

lim
n→∞

(∫
X

fn dΠ

)
=
(∫

X

f dΠ

)
である．

証明 定理 2.28において，g を定値関数 supn∈N‖fn‖∞ とすればよい．

命題 2.30 H1, H2 を Hilbert 空間とし，Π1, Π2 をそれぞれ可測空間 X 上の H1, H2-射影値測度とする．
S ∈ L(H1; H2)に対して，次の条件は同値である．

(a) 任意の可測集合 A ⊆ X に対して，SΠ1(A) = Π2(A)S である．
(b) 任意の Borel可測関数 f : X → Cに対して，S(

∫
X
f dΠ1) ⊆ (

∫
X
f dΠ2)S である．

証明 (b) =⇒ (a) 可測集合 A ⊆ X に対してΠ1(A) =
∫

X
χA dΠ1 かつΠ2(A) =

∫
X
χA dΠ2 であり，これ

らは全域で定義されている．主張は，このことから明らかである．
(a) =⇒ (b) 条件 (a)が成り立つとして，可測関数 f : X → Cを任意にとる．まず，

S

(
Dom

(∫
X

f dΠ1

))
⊆ Dom

(∫
X

f dΠ2

)
(∗)
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を示す．ξ ∈ H1 とすると，仮定より

(Π2)Sξ,Sξ = ‖Π2(–)Sξ‖2

= ‖SΠ1(–)ξ‖2

≤ ‖S‖2‖Π1(–)ξ‖2

= ‖S‖2(Π1)ξ,ξ

である．したがって，∫
X

|f |2 d(Π1)ξ,ξ < ∞ならば，∫
X

|f |2 d(Π2)Sξ,Sξ < ∞である．命題 2.15より，これ
は，(∗)を意味する．
次に，

S

(∫
X

f dΠ1

)
⊆
(∫

X

f dΠ2

)
S

を示す．f に各点収束する可測単関数の列 (fn)n∈N を，任意の n ∈ Nに対して |fn| ≤ |f |であるようにとる．
仮定より，任意の n ∈ Nに対して

S

(∫
X

fn dΠ1

)
=
(∫

X

fn dΠ2

)
S (∗∗)

である．ξ ∈ Dom
(∫

X
f dΠ1

)を任意にとる．射影値測度に関する積分の Lebesgue の収束定理（定理 2.28）
より，ξ は Dom

(∫
X
fn dΠ1

)（n ∈ N）に属し，

lim
n→∞

(∫
X

fn dΠ1

)
ξ =

(∫
X

f dΠ1

)
ξ

である．したがって，
lim

n→∞
S

(∫
X

fn dΠ1

)
ξ = S

(∫
X

f dΠ1

)
ξ (∗∗∗)

である．また，(∗)より Sξ ∈ Dom
(∫

X
f dΠ2

)だから，射影値測度に関する積分の Lebesgueの収束定理（定
理 2.28）より，Sξ は Dom

(∫
X
fn dΠ2

)（n ∈ N）に属し，

lim
n→∞

(∫
X

fn dΠ2

)
Sξ =

(∫
X

f dΠ2

)
Sξ (∗∗∗∗)

である．以上 (∗∗), (∗∗∗), (∗∗∗∗)より，

S

(∫
X

f dΠ1

)
ξ =

(∫
X

f dΠ2

)
Sξ

が成り立つ．これで，主張が示された．

2.5 射影値測度の Hilbert直和
定義 2.31（射影値測度の Hilbert直和） (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =

⊕̂
i∈I Hi と置く．各 i ∈ I

に対して，Πi を可測空間 X 上の Hi-射影値測度とする．可測集合 A ⊆ X に対して，H における直交射影
Π(A)を

Π(A) =
⊕̂
i∈I

Πi(A)

によって定めると，容易に確かめられるように，Π は X 上の H-射影値測度である．この Π を，(Πi)i∈I の
Hilbert直和といい，Π =

⊕̂
i∈I Πi と書く．
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命題 2.32 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Πi を可測空間 X 上
のHi-射影値測度とし，Π =

⊕̂
i∈I Πi と置く．このとき，任意の可測関数 f : X → Cに対して，∫

X

f dΠ =
⊕̂
i∈I

(∫
X

f dΠi

)
である．

証明 i ∈ I として，Hi をHの閉部分線型空間とみなす．ξi ∈ Hi とすると，η = (ηj)j∈I ∈ Hに対して，

Πη,ξi
= 〈η|Π(–)ξi〉 =

∑
j∈I

〈ηj |Πj(–)ξi〉 = 〈ηi|Πi(–)ξi〉 = (Πi)ηi,ξi

である．したがって，f が任意の ηi ∈ Hi に対して Πηi,ξi
-可積分ならば，f は任意の η ∈ Hに対して Πξi,η-

可積分である．すなわち，Dom(
∫

X
f dΠi) ⊆ Dom(

∫
X
f dΠ)である．さらに，ξi ∈ Dom

(∫
X
f dΠi

)とする
と，任意の η = (ηj)j∈I ∈ Hに対して〈

η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠ

)
ξi

〉
=
∫

X

f dΠη,ξi

=
∫

X

f d(Πi)ηi,ξi

=
〈
ηi

∣∣∣∣(∫
X

f dΠi

)
ξi

〉
=
〈
η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠi

)
ξi

〉
だから， (∫

X

f dΠ

)
ξi =

(∫
X

f dΠi

)
ξi

である．よって， ∫
X

f dΠi ⊆
∫

X

f dΠ

である．
前段の結果は，任意の i ∈ I に対して成り立つ．命題 1.64および ∫

X
f dΠ が閉であること（系 2.19 (2)）

と合わせれば，
gr

(⊕̂
i∈I

(∫
X

f dΠi

))
=
∑
i∈I

gr
(∫

X

f dΠi

)
⊆ gr

(∫
X

f dΠ

)
,

を得る．すなわち， ⊕̂
i∈I

(∫
X

f dΠi

)
⊆
∫

X

f dΠ

である．上式の両辺はともに正規だから（系 2.19 (2)，命題 1.66），正規作用素の極大性（系 1.55）より，上
式では等号が成り立つ．

局所コンパクト Hausdorff空間上の射影値 Borel測度の Hilbert直和を考える．

命題 2.33 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Πi を局所コンパク
ト Hausdorff空間 X 上のHi-射影値 Borel測度とし，Π =

⊕̂
i∈I Πi と置く．次の条件は同値である．
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(a) Π は Radonである．
(b) 任意の i ∈ I に対して，Πi は Radonである．

証明 (a) =⇒ (b) i ∈ I として，Hi を H の閉部分線型空間とみなすと，任意の ξi, ηi ∈ Hi に対して
(Πi)ξi,ηi

= Πξi,ηi
である．よって，Π が Radonならば，Πi も Radonである．

(b) =⇒ (a) すべてのΠi が Radonであるとして，Hの 2元 ξ = (ξi)i∈I と η = (ηi)i∈I を任意にとる．す
ると，任意の Borel集合 A ⊆ X に対して，

Πη,ξ(A) = 〈η|Π(A)ξ〉 =
∑
i∈I

〈ηi|Πi(A)ξi〉 =
∑
i∈I

(Πi)ηi,ξi
(A)

である．一方で，全変動ノルム ‖(Πi)ηi,ξi
‖の和は，系 2.8と Cauchy–Schwarzの不等式より∑

i∈I

‖(Πi)ηi,ξi
‖ ≤

∑
i∈I

‖ξi‖‖ηi‖

≤

(∑
i∈I

‖ξi‖2

)1/2(∑
i∈I

‖ηi‖2

)1/2

= ‖ξ‖‖η‖
< ∞

と評価できる．よって，X 上の Radonな有限複素 Borel測度全体が全変動ノルムに関してなす Banach空間
M 1(X)において，((Πi)ηi,ξi)i∈I は絶対総和可能であり，その総和は Πη,ξ に等しい．特に，Πη,ξ は Radon
である．よって，Π は Radonである．

命題 2.34 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Πi を局所コンパク
ト Hausdorff空間 X 上の Hi-射影値 Borel–Radon測度とし，Π =

⊕̂
i∈I Πi と置く．このとき，（命題 2.33

より Π はH-射影値 Borel–Radon測度であり，）

suppΠ =
⋃
i∈I

suppΠi

である．

証明 開集合 U ⊆ X に対して
Π(U) = 0 ⇐⇒ 任意の i ∈ I に対して Πi(U) = 0

⇐⇒ U ∩ suppΠi = ∅

⇐⇒ U ∩
⋃
i∈I

suppΠi = ∅

だから，suppΠ =
⋃

i∈I suppΠi である．

2.6 射影値測度の簡約
本小節では，Hilbert空間Hの閉部分線型空間Mの上への直交射影を，PM と書く．

定義 2.35（射影値測度を簡約する閉部分線型空間） H を Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影
値測度とする．H の閉部分線型空間Mが Π を簡約する（reduce）とは，任意の可測集合 A ⊆ X に対して
PΠ(A) = Π(A)P であることをいう．
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定義 2.35の状況で，MがΠ を簡約するとする．このとき，可測集合 A ⊆ X に対して，MはΠ(A)-安定
であり，Π(A)の定義域を制限することでM上の直交射影 ΠM(A)が得られる．さらに，容易に確かめられ
るように，ΠM は X 上のM-射影値測度となる．このことを踏まえて，次のように定義する．

定義 2.36（射影値測度の簡約） H を Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．H の
閉部分線型空間Mは Π を簡約するとする．このとき，上記のように定まる X 上のM-射影値測度 ΠM を，
Π のMによる簡約（reduction）という．

例 2.37 H を Hilbert 空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．A ⊆ X を可測集合とし，
M = ImΠ(A)と置く．すると，任意の可測集合 B ⊆ X に対して

PMΠ(B) = Π(A)Π(B) = Π(A ∩B) = Π(B)Π(A) = Π(B)PM

だから（命題 2.4 (4)），Mは Π を簡約し，対応する簡約 ΠM は

ImΠM(B) = Π(B ∩A)

で与えられる．

命題 2.38 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．Mを Hの閉部分線型空間
とするとき，Mが Π を簡約することと，M⊥ が Π を簡約することとは同値である．

証明 PM⊥ = 1H − PM であることからただちに従う．

(Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Πi を可測空間 X 上の Hi-射
影値測度とし，X 上のH-射影値測度Π =

⊕̂
i∈I Πi を考える．すると，明らかに，各Hi はΠ を簡約し，対

応する簡約は Ti に等しい．逆に，次が成り立つ．

命題 2.39 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．Π を可測空間X 上のH-射影値測度と
する．各 i ∈ I に対して，Hi はΠ を簡約するとし，対応する簡約をΠi と書く．このとき，Π =

⊕̂
i∈I Πi で

ある．

証明 可測集合 A ⊆ X を任意にとる．すると，各 i ∈ I に対して ImΠi(A) = ImΠ(A)PHi
= Π(A)(Hi)だ

から，∑i∈I Hi が Hにおいて稠密であることより，∑i∈I ImΠi(A)は ImΠ(A)において稠密である．した
がって，

ImΠ(A) =
∑
i∈I

ImΠi(A) = Im

(⊕̂
i∈I

Πi

)
(A)

である．よって，Π =
⊕̂

i∈I Πi が成り立つ．

命題 2.40 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．Hの閉部分線型空間Mは
Π を簡約するとし，対応する簡約を ΠM と書く．このとき，任意の可測関数 f : X → C に対して，M は∫

X
f dΠ を簡約し，対応する簡約は ∫

X
f dΠM に等しい．

証明 命題 2.38より，M⊥ も Π を簡約する．対応する簡約を ΠM⊥ と書くと，定義から容易に確かめられ
るように，Π = ΠM ⊕ΠM⊥ が成り立つ．このことと命題 2.32より，任意の可測関数 f : X → Cに対して，∫

X

f dΠ =
(∫

X

f dΠM

)
⊕
(∫

X

f dΠM⊥

)
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である．よって，Mは ∫
X
f dΠ を簡約し，対応する簡約は ∫

X
f dΠM に等しい．

2.7 可換な射影値測度の積
射影値測度の可換性について述べる前に，可換な射影値測度の積を定義するために必要な，射影値測度に対
する Carathéodoryの拡張定理を示しておく．

事実 2.41（Carathéodoryの拡張定理） (X,A)を可測空間とし，σ-代数 Aは X 上の代数 A0 によって生成
されるとする*5．

(1) 写像 µ0 : A0 → R≥0 が，A0 上で可算加法的であるとする．すなわち，(Ai)i∈I が互いに交わらない A0

の元の可算族であり，A =
⋃

i∈I Ai ∈ A0 ならば，

µ0(A) =
∑
i∈I

µ0(Ai)

が成り立つ（特に，µ0(∅) = 0である）とする．このとき，µ0 は，(X,A)上の測度に拡張される．
(2) (1)の状況に加えて，X の可算被覆 (Ai)i∈I であって，任意の i ∈ I に対してAi ∈ A0かつ µ0(Ai) < ∞
であるものが存在するとする．このとき，µ0 を拡張する (X,A)上の測度は，一意である．

証明は，伊藤 [11, 定理 9.1] を参照のこと．

事実 2.42 (X,A)を可測空間とし，σ-代数 Aは X 上の π-システム A0 によって生成されるとする*6．この
とき，(X,A)上の二つの有限複素測度 µと ν が A0 上で一致するならば，µ = ν である．

証明は，Cohn [3, Corollary 1.6.3] を参照のこと（Cohnでは，有限正値測度に対してのみ主張が述べられ
ているが，証明は，有限複素測度に対しても同様にできる）．

定理 2.43（射影値測度に対する Carathéodoryの拡張定理） (X,A)を可測空間とし，σ-代数 AはX 上の代
数 A0 によって生成されるとする．A0 の元に対して Hilbert空間 H上の直交射影を与える写像 Π0 が，次の
条件を満たすとする．

(i) Π0(X) = 1H である．
(ii) Π0 は，A0 上で弱位相に関して可算加法的である．すなわち，(Ai)i∈I が互いに交わらない A0 の元の
可算族であり，A =

⋃
i∈I Ai ∈ A0 ならば，弱位相に関して

Π0(A) =
∑
i∈I

Π0(Ai)

が成り立つ（特に，Π0(∅) = 0である）．

このとき，Π0 は，(X,A)上のH-射影値測度に一意に拡張される．

*5 集合X 上の代数（algebra）とは，X の部分集合族 A0 であって，A0 の元の任意の有限族 (Ai)i∈I に対して
⋃

i∈I
Ai ∈ A0（特

に，∅ ∈ A0）であり，かつ，任意の A ∈ A0 に対して X \ A ∈ A0 であるものをいう．
*6 集合 X 上の π-システム（π-system）とは，X の空でない部分集合族 A0 であって，任意の A, B ∈ A0 に対して A ∩ B ∈ A0

であるものをいう．
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証明 ξ, η ∈ Hに対して，Π0
η,ξ(A) = 〈η|Π0(A)ξ〉（A ∈ A0）と書く．

一意性 Π とΠ ′ が，ともにΠ0 を拡張する (X,A)上のH-射影値測度であるとする．このとき，任意の ξ,
η ∈ H に対して，Πη,ξ と Π ′

η,ξ はともに Π0
η,ξ を拡張する (X,A)上の有限複素測度だから，事実 2.42より，

Πη,ξ = Π ′
η,ξ である．よって，Π = Π ′ である．

存在 ξ ∈ Hとすると，Π0
ξ,ξ : A0 → R≥0 は A0 上で可算加法的だから，通常の Carathéodoryの拡張定理

（事実 2.41 (1)）より，Π0
ξ,ξ を拡張する (X,A)上の測度 µξ,ξ が存在し，この測度は µξ,ξ(X) = Π0

ξ,ξ(X) = ‖ξ‖2

を満たす．これを用いて，ξ, η ∈ Hに対して

µη,ξ = 1
4

(µξ+η,ξ+η − µξ−η,ξ−η + iµξ+iη,ξ+iη − iµξ−iη,ξ−iη)

と定めると，分極公式から容易に確かめられるように，µη,ξ は Π0
η,ξ を拡張する (X,A)上の有限複素測度で

ある．Π0
η,ξ は η に関して共役線型，ξ に関して線型であり，Π0

η,ξ を拡張する (X,A)上の有限複素測度は一意
だから（事実 2.42），µη,ξ も η に関して共役線型，ξ に関して線型である．同様に，Π0

ξ,η = Π0
η,ξ であること

と事実 2.42から，µξ,η = µη,ξ であることがわかる．さらに，µη,ξ の全変動ノルムは，

‖µη,ξ‖ ≤ 1
4

(‖µξ+η,ξ+η‖ + ‖µξ−η,ξ−η‖ + ‖µξ+iη,ξ+iη‖ + ‖µξ−iη,ξ−iη‖)

= 1
4

(‖ξ + η‖2 + ‖ξ − η‖2 + ‖ξ + iη‖2 + ‖ξ − iη‖2)

= ‖ξ‖2 + ‖η‖2 (∗)

（最後の等号は，中線定理から従う）と評価できる．
A ∈ Aを固定すると，(∗)より，‖ξ‖, ‖η‖ ≤ 1ならば |µη,ξ(A)| ≤ ‖µη,ξ‖ ≤ ‖ξ‖2 + ‖η‖2 ≤ 2である．前段
で述べたことと合わせれば，写像 (η, ξ) 7→ µη,ξ(A)がH上の連続 Hermite形式であることを得る．したがっ
て，H上の連続自己随伴作用素 Π(A)であって，任意の ξ, η ∈ Hに対して

〈η|Π(A)ξ〉 = µη,ξ(A)

を満たすものが，一意に存在する．
前段のように定まるΠ が，Π0 を拡張する (X,A)上のH-射影値測度であることを示す．A ∈ A0 に対して
は，任意の ξ, η ∈ Hに対して

〈η|Π(A)ξ〉 = µη,ξ(A) = Π0
η,ξ(A) = 〈η|Π0(A)ξ〉

だから，Π(A) = Π0(A)である．したがって，Π はΠ0 の拡張であり，特に，Π(X) = Π0(X) = 1H である．
また，各 µη,ξ は可算加法的だから，Π は弱位相に関して可算加法的である．最後に，任意の A ∈ Aに対して，
Π(A)がH上の直交射影であることを示す．Π(A)が自己随伴であることはわかっているから，あとは，Π(A)
が冪等であることを示せばよい．ここでは，より強く，任意の A, B ∈ Aに対して，Π(A∩B) = Π(A)Π(B)
であることを示す．そのために，ξ, η ∈ Hを任意にとり，

〈η|Π(A ∩B)ξ〉 = 〈η|Π(A)Π(B)ξ〉 (∗∗)

を示す．まず，A, B ∈ A0 に対しては，命題 2.4 (4) と同様の議論により，Π(A ∩ B) = Π0(A ∩ B) =
Π0(A)Π0(B) = Π(A)Π(B)がわかるから，(∗∗)は成り立つ．次に，B ∈ A0 を固定すると，いま述べたよう
に (∗∗)は A ∈ A0 に対しては成り立つから，事実 2.42より，A ∈ Aに対しても成り立つ．最後に，A ∈ Aを
固定すると，いま述べたように (∗∗)は B ∈ A0 に対しては成り立つから，事実 2.42より，B ∈ Aに対しても
成り立つ．これで，主張が示された．
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射影値測度の可換性と，可換な射影値測度の積を定義する．

定義 2.44（射影値測度の可換性） H を Hilbert 空間とし，Π1, Π2 をそれぞれ可測空間 X1, X2 上の H-射
影値測度とする．Π1 と Π2 が可換であるとは，任意の可測集合 A1 ⊆ X1 と A2 ⊆ X2 に対して，Π1(A1)と
Π2(A2)が可換であることをいう．

定理 2.45 Hを Hilbert空間，(Xi)i∈I を可測空間の有限族とし，X =
∏

i∈I Xi と置く．各 i ∈ I に対して
Πi を Xi 上の H-射影値測度とし，これらはどの二つも可換であるとする．このとき，X 上の H-射影値測度
Π であって，各 i ∈ I に対する任意の可測集合 Ai ⊆ Xi に対して

Π

(∏
i∈I

Ai

)
=
∏
i∈I

Πi(Ai)

を満たすものが，一意に存在する．ここで，上式の右辺は，Πi(Ai)すべての合成（これらは可換だから，合
成は順序によらない）を表す．

証明 各 Xi の可測集合の直積として表せる X の部分集合を，可測直方体ということにする．可測直方体
A =

∏
i∈I Ai に対して，H上の直交射影 Π0(A)を，

Π0(A) =
∏
i∈I

Πi(Ai)

と定める．可測直方体 A =
∏

i∈I Ai ∈ Rと B =
∏

i∈I Bi ∈ Rが交わらなければ，ある i ∈ I が存在して Ai

と Bi は交わらないから，Πi(Ai) ⊥ Πi(Bi)であり（命題 2.4 (3)），したがって，Π0(A) ⊥ Π0(B)である．
次に，可測直方体の全体が生成する X 上の代数を A0 と置く．容易に確かめられるように，任意の A ∈ A0

は，互いに交わらない有限個の可測直方体 A(1), . . . , A(n) の合併として表せる．このように表すとき，
前段で述べたことより Π0(A(1)), . . . , Π0(A(n)) は互いに直交する H 上の直交射影だから，それらの和∑n

j=1 Π
0(A(j))もH上の直交射影となる．通常の測度の場合（伊藤 [11, p. 58] を参照のこと）と同様に確か

められるように，この和は A(1), . . . , A(n) のとり方によらず，Aのみから定まる．そこで，

Π0(A) =
n∑

j=1
Π0(A(j))

と定めると，これは，前段の定義の拡張になっている．さらに，通常の測度の場合（伊藤 [11, 定理 9.4] を参
照のこと）と同様に確かめられるように，Π0 は A0 上で弱位相に関して可算加法的である．
A0 が生成する X 上の σ-代数は，X の可測構造 Aにほかならない．射影値測度に対する Carathéodoryの
拡張定理（定理 2.43）より，前段で定義した Π0 は，(X,A)上の H-射影値測度 Π に一意に拡張される．こ
れで，主張が示された．

定義 2.46（可換な射影値測度の積） Hを Hilbert空間，(Xi)i∈I を可測空間の有限族とし，X =
∏

i∈I Xi と
置く．各 i ∈ I に対して Πi を Xi 上の H-射影値測度とし，これらはどの二つも可換であるとする．このと
き，定理 2.45によって定まる X 上のH-射影値測度 Π を，(Πi)i∈I の積という．

定義 2.46の状況で，容易に確かめられるように，射影値測度の積 Π の射影 pri : X → Xi による像は，Πi

に一致する．
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2.8 射影値測度のテンソル積
(Hi)i∈I を Hilbert 空間の有限族とする．各 i ∈ I に対して，Mi を Hi の閉部分線型空間とし，Hi 上の

Mi の上への直交射影を Pi と書く．すると，容易に確かめられるように，これらの直交射影の閉テンソル積⊗̂
i∈I Pi は，

⊗̂
i∈I Hi 上の

⊗̂
i∈I Mi の上への直交射影である．

定理 2.47 (Hi)i∈I を Hilbert空間の有限族として H =
⊗̂

i∈I Hi と置き，(Xi)i∈I を可測空間の有限族とし
て X =

∏
i∈I Xi と置く．各 i ∈ I に対して，Πi を Xi 上の Hi-射影値測度とする．このとき，X 上の H-射

影値測度 Π であって，各 i ∈ I に対する任意の可測集合 Ai ⊆ Xi に対して

Π

(∏
i∈I

Ai

)
=
⊗̂
i∈I

Πi(Ai)

を満たすものが，一意に存在する．

証明 各 i ∈ I について，可測集合 Ai ⊆ Xi に対して，

Π̃i(Ai) = Πi(Ai) ⊗̂ 1

（右辺の 1は，⊗̂j∈I\{i} Hj 上の恒等作用素を表す）と定める．容易に確かめられるように，各 Π̃i はXi 上の
H-射影値測度であり，これらの射影値測度は可換である．X 上の H-射影値測度 Π が主張の条件を満たすこ
とは，Π が (Π̃i)i∈I の積であることにほかならないから，主張は，定理 2.45から従う．

定義 2.48（射影値測度のテンソル積） (Hi)i∈I をHilbert空間の有限族としてH =
⊗̂

i∈I Hiと置き，(Xi)i∈I

を可測空間の有限族として X =
∏

i∈I Xi と置く．各 i ∈ I に対して，Πi を Xi 上の Hi-射影値測度とする．
このとき，定理 2.47によって定まるX 上のH-射影値測度Π を，(Πi)i∈I のテンソル積といい，Π =

⊗̂
i∈I Πi

と書く．

(Hi)i∈I を Hilbert 空間の有限族として H =
⊗̂

i∈I Hi と置き，(Xi)i∈I を可測空間の有限族として
X =

∏
i∈I Xi と置く．このとき，各 i ∈ I に対して ξi, ηi ∈ Hi とし，ξ =

⊗
i∈I ξi ∈ H，η =

⊗
i∈I ηi ∈ H

と置くと，各 i ∈ I に対する任意の可測集合 Ai ⊆ Xi に対して，

Πη,ξ

(∏
i∈I

Ai

)
=

〈⊗
i∈I

ηi

∣∣∣∣∣
(⊗̂

i∈I

Πi(Ai)

)(⊗
i∈I

ξi

)〉
=
∏
i∈I

〈ηi|Πi(Ai)ξi〉 =
∏
i∈I

(Πi)ηi,ξi(Ai)

が成り立つ．すなわち，Πη,ξ は ((Πi)ηi,ξi
)i∈I の積測度である．

命題 2.49 (Hi)i∈I を Hilbert空間の有限族として H =
⊗̂

i∈I Hi と置き，(Xi)i∈I を可測空間の有限族とし
て X =

∏
i∈I Xi と置く．各 i ∈ I に対して Πi を Xi 上の Hi-射影値測度とし，Π =

⊗̂
i∈I Πi と置く．この

とき，各 i ∈ I に対する任意の fi ∈ L(Xi,Πi)に対して，関数 (xi)i∈I 7→
∏

i∈I fi(xi)が定める L(X,Π)の
元を f と書くと， ∫

X

f dΠ =
⊗̂
i∈I

∫
Xi

fi dΠi

が成り立つ．
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証明 各 i ∈ I に対して ξi ∈ Dom(
∫

Xi
fi dΠi)として ξ =

⊗
i∈I ξi ∈ Hと置くと，Πξ,ξ が ((Πi)ξi,ξi)i∈I の

積測度であることと命題 2.15より∫
X

|f |2 dΠξ,ξ =
∏
i∈I

∫
Xi

|fi|2 dΠξi,ξi
< ∞

だから，ふたたび命題 2.15 より ξ ∈ Dom(
∫

X
f dΠ) である．さらに，各 i ∈ I に対して ηi ∈ Hi として

η =
⊗

i∈I ηi ∈ Hと置くと，Πη,ξ が ((Πi)ηi,ξi
)i∈I の積測度であることより〈

η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠ

)
ξ

〉
=
∫

X

f dΠη,ξ

=
∏
i∈I

∫
Xi

fi d(Πi)ηi,ξi

=
∏
i∈I

〈
ηi

∣∣∣∣(∫
Xi

fi dΠi

)
ξi

〉

=

〈
η

∣∣∣∣∣
(⊗

i∈I

∫
Xi

fi dΠi

)
ξ

〉
である．線型性より，上式の最左辺と最右辺は任意の η ∈

⊗
i∈I Hi に対して等しいから，(∫

X

f dΠ

)
ξ =

(⊗
i∈I

∫
Xi

fi dΠi

)
ξ

が成り立つ．よって， ⊗
i∈I

∫
Xi

fi dΠi ⊆
∫

X

f dΠ

であり，上式の右辺は閉作用素だから（系 2.19 (2)），⊗̂
i∈I

∫
Xi

fi dΠi ⊆
∫

X

f dΠ

を得る．
次に，ξ ∈ Dom(

∫
X
f dΠ) とし，⊗i∈I Hi の点列 (ξm)m∈N であって ξ に収束するものをとる．また，各

n ∈ N と i ∈ I に対して A
(n)
i = {x ∈ X | |fi(x)| ≤ n}，f (n)

i = χ
A

(n)
i

fi と置き，各 n ∈ N に対して
A(n) =

∏
i∈I A

(n)
i ，f (n) = χA(n)f と置く．すると，射影値測度に関する積分の Lebesgue の収束定理（定

理 2.28）より， (∫
X

f dΠ

)
ξ = lim

n→∞

(∫
X

f (n) dΠ

)
ξ (∗)

である．また，各 f
(n)
i が有界であることより ⊗̂i∈I

∫
Xi
f

(n)
i dΠi はH上の全域で定義された連続線型作用素

だから（命題 2.21，注意 1.79），前段の結果より，(∫
X

f (n) dΠ

)
ξ =

(⊗̂
i∈I

∫
Xi

f
(n)
i dΠi

)
ξ = lim

m→∞

(⊗̂
i∈I

∫
Xi

f
(n)
i dΠi

)
ξm (∗∗)

である．さらに，各 n ∈ Nと i ∈ I に対して ∫
Xi
f

(n)
i dΠi = (

∫
Xi
fi dΠi)Πi(A(n)

i )であり（定理 2.18 (4)），
ξm ∈

⊗
i∈I Hi だから， (⊗̂

i∈I

∫
Xi

f
(n)
i dΠi

)
ξm =

(⊗̂
i∈I

∫
Xi

fi dΠi

)
Π(A(n))ξm (∗∗∗)
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である．以上 (∗), (∗∗), (∗∗∗)より(∫
X

f dΠ

)
ξ = lim

n→∞
lim

m→∞

(⊗̂
i∈I

∫
Xi

fi dΠi

)
Π(A(n))ξm

だから，各 n ∈ Nに対して適当にmn ∈ Nをとれば，limn→∞ mn = ∞かつ(∫
X

f dΠ

)
ξ = lim

n→∞

(⊗̂
i∈I

∫
Xi

fi dΠi

)
Π(A(n))ξmn

が成り立つ．また，n → ∞のとき，
‖Π(A(n))ξmn

− ξ‖ ≤ ‖Π(A(n))(ξmn
− ξ)‖ + ‖Π(A(n))ξ − ξ‖

≤ ‖ξmn
− ξ‖ + ‖Π(A(n))ξ − ξ‖

→ 0

である．⊗̂i∈I

∫
Xi
fi dΠi は閉作用素だから，これより，ξ ∈ Dom(

⊗̂
i∈I

∫
Xi
fi dΠi)かつ(⊗̂

i∈I

∫
Xi

fi dΠi

)
ξ =

(∫
X

f dΠ

)
ξ

である．よって， ∫
X

f dΠ ⊆
⊗̂
i∈I

∫
Xi

fi dΠi

である．
以上で，主張の等式が示された．

(Xi)i∈I を第二可算な局所コンパクト Hausdorff空間の有限族とすると，各 Xi の Borel可測構造が誘導す
るX =

∏
i∈I Xi 上の積可測構造は，X の Borel可測構造に一致する（Cohn [3, Proposition 7.6.2] を参照の

こと）．よって，各 i ∈ I に対して Πi を Xi 上の Hi-射影値 Borel測度（Hi は Hilbert空間）とすると，こ
れらのテンソル積 Π は，X 上の H =

⊗̂
i∈I Hi-射影値 Borel測度である．また，第二可算な局所コンパクト

Hausdorff空間上の射影値 Borel測度は自動的に Radonだから（注意 2.11），各Πi およびΠ の台が定まる．
これらの台について，次が成り立つ．

命題 2.50 (Hi)i∈I を Hilbert空間の有限族として H =
⊗̂

i∈I Hi と置き，(Xi)i∈I を第二可算な局所コンパ
クト Hausdorff空間の有限族として X =

∏
i∈I Xi と置く．各 i ∈ I に対して Πi を Xi 上のHi-射影値 Borel

測度とし，これらのテンソル積を Π と置く．このとき，
suppΠ =

∏
i∈I

suppΠi

である．

証明 S =
∏

i∈I suppΠi と置く．まず，S はX の閉集合であり，Π(S) =
⊗̂

i∈I 1Hi
= 1H を満たす．次に，

開集合 U ⊆ X が S と交わるとする．すると，各 i ∈ I に対して開集合 Ui ⊆ Xi であって suppΠi と交わる
ものを適当にとり，∏i∈I Ui ⊆ U を満たすようにできる．命題 2.4 (1)と Π の定義より

Π(U) ≥ Π

(∏
i∈I

Ui

)
=
⊗̂
i∈I

Πi(Ui) 6= 0

となるから，Π(U) 6= 0である．以上より，suppΠ = S が成り立つ．
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3 連続正規作用素のスペクトル分解
3.1 射影値測度と準同型との対応
前節では，射影値測度に関する積分が単位的対合表現を与え，さらに「Lebesgueの収束定理」が成り立つ
ことを見た．本小節では逆に，「Lebesgueの収束定理」が成り立つ単位的対合表現には，それに対応する射影
値測度が一意に存在することを示す．
本小節と次小節では，可測空間 X 上の有界な複素数値可測関数全体のなす空間を，B(X)と書く．容易に
確かめられるように，B(X)は，関数の各点ごとの積と複素共役，および絶対値の上限が与えるノルムによっ
て，単位的 ‌C*‌ 代数をなす．

定義 3.1（Lebesgueの収束条件） X を可測空間とし，HをHilbert空間とする．単位的対合表現 π : B(X) →
L(H)が Lebesgueの収束条件を満たす*7 とは，次の条件を満たすことをいう．

(L) B(X)上の有界な点列 (fn)n∈N が 0に各点収束するならば，(π(fn))n∈N は 0に弱収束する．

注意 3.2 条件 (L)の「弱収束」を「強収束」に置き換えても，条件は変わらない．このことを確かめる．X
を可測空間，Hを Hilbert空間とし，単位的対合表現 π : B(X) → L(H)が Lebesgueの収束条件を満たすと
する．B(X)上の有界な点列 (fn)n∈N であって，0に各点収束するものを任意にとる．すると，(|fn|2)n∈N も
B(X)上の有界な点列であって 0に各点収束するから，任意の ξ ∈ Hに対して，n → ∞のとき

‖π(fn)ξ‖2 = 〈π(fn)ξ|π(fn)ξ〉
= 〈ξ|π(fn)∗π(fn)ξ〉
= 〈ξ|π(|fn|2)ξ〉
→ 0

である．よって，(π(fn))n∈N は 0に強収束する．

定理 3.3 X を可測空間とし，Hを Hilbert空間とする．

(1) X 上のH-射影値測度 Π に対して，B(X)からL(H)への写像 f 7→
∫

X
f dΠ は，Lebesgueの収束条

件を満たす単位的対合表現である．
(2) Lebesgueの収束条件を満たす単位的対合表現 π : B(X) → L(H)に対して，写像 A 7→ π(χA)は，X
上のH-射影値測度である．

(3) (1)と (2)の対応は，互いに他の逆であり，X 上のH-射影値測度と B(X)のH上の Lebesgueの収束
条件を満たす単位的対合表現との間の一対一対応を与える．

証明 (1) 単位的対合表現であることは系 2.23 で，Lebesgue の収束条件を満たすことは定理 2.28 で示
した．

(2) π : B(X) → L(H)を Lebesgueの収束条件を満たす単位的対合表現とする．可測集合 A ⊆ X に対し
て，その特性関数 χA は B(X)の射影元だから，π(χA)はH上の直交射影である．また，π は単位的だから，

*7 「Lebesgueの収束条件を満たす」は，本稿だけの用語である．Arveson [1, Definition 2.6.1] は，この条件を満たす単位的対合
表現を，「σ-representation」と呼んでいる．
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π(χX) = π(1) = 1H である．さらに，(An)n∈N を互いに交わらない X の可測集合の列として A =
⋃

n∈NAn

と置くと，π が Lebesgueの収束条件を満たすことより，∑N−1
n=0 π(χAn

) = π(χA0∪···∪AN−1)は π(χA)に弱収
束する．よって，写像 A 7→ π(χA)は，X 上のH-射影値測度である（注意 2.3）．

(3) まず，(2)の対応が単射であることを示す．π, π′ : B(X) → L(H)は Lebesgueの収束条件を満たす
単位的対合表現であり，任意の可測集合 A ⊆ X に対して π(χA) = π′(χA)を満たすとする．このとき，X 上
の可測単関数に対する π と π′ の値は等しい．任意の f ∈ B(X)に対して，f に各点収束する可測単関数の有
界列 (fn)n∈N をとると，π と π′ が Lebesgueの収束条件を満たすことより，弱位相に関して

π(f) = lim
n→∞

π(fn) = lim
n→∞

π′(fn) = π(f)

である．よって，π = π′ である．これで，(2)の対応が単射であることが示された．
次に，X 上のH-射影値測度Π に対して，(1)によってΠ に対応する単位的対合表現を πとすると，(2)に
よって π に対応する H-射影値測度は Π であることを示す．A ⊆ X を可測集合とすると，任意の ξ, η ∈ H
に対して 〈

η

∣∣∣∣(∫
X

χA dΠ

)
ξ

〉
=
∫

X

χA dΠη,ξ = Πη,ξ(A) = 〈η|Π(A)ξ〉

だから， ∫
X

χA dΠ = Π(A)

が成り立つ．これは，(2)によって π に対応するH-射影値測度が Π であることを意味する．
以上で，主張の一対一対応が示された．

3.2 射影値測度による表現定理
前小節から引き続いて，可測空間 X 上の有界な複素数値可測関数全体のなす単位的 ‌C*‌ 代数を，B(X)と
書く．

事実 3.4（Riesz–Markov–角谷の定理） X を局所コンパクト Hausdorff 空間とする．X 上の有限複素
Borel–Radon測度 µに対して，C0(X)上の線型形式 Iµ を

Iµ(f) =
∫

X

f dµ

と定めると，Iµ ∈ C0(X)∗ である．さらに，これによって定まる写像 µ 7→ Iµ は，X 上の有限複素 Borel–
Radon 測度の全体が全変動ノルムに関してなす Banach 空間 M(X) から C0(X)∗ への等長線型同型で
ある．

証明は，Cohn [3, Theorem 7.3.6] を参照のこと．

事実 3.5 X を局所コンパクト Hausdorff空間とし，µをその上の正値 Borel–Radon測度とする．F を，X
上の R>0 に値をとる下半連続関数の集合であって，上に有向である（すなわち，任意の有限個の元 f1, . . . ,
fn ∈ F に対して，ある元 f ∈ F が存在して，f1, . . . , fn ≤ f を満たす）ものとする．このとき，∫

X

sup
f∈F

f dµ = sup
f∈F

∫
X

f dµ

が成り立つ．
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証明は，Cohn [3, Proposition 7.4.5] を参照のこと．

定理 3.6 X を局所コンパクト Hausdorff空間とし，Hを Hilbert空間とする．非退化対合表現 π : C0(X) →
L(H)に対して，X 上のH-射影値 Borel–Radon測度 Π であって，任意の f ∈ C0(X)に対して

π(f) =
∫

X

f dΠ

を満たすものが，一意に存在する．

証明 一意性 X 上の H-射影値 Borel–Radon 測度 Π が条件を満たすとすると，任意の ξ, η ∈ H と
f ∈ C0(X)に対して， ∫

X

f dΠη,ξ =
〈
η

∣∣∣∣(∫
X

f dΠ

)
ξ

〉
= 〈η|π(f)ξ〉

が成り立つ．Riesz–Markov–角谷の定理（事実 3.4）より，X 上の有限複素 Borel–Radon測度Πη,ξ は上式に
よって一意に定まるから，条件を満たす Π はたかだか一意である．
存在 π はノルム減少だから [15, 定理 3.16]，ξ, η ∈ Hに対して，C0(X)上の線型形式 f 7→ 〈η|π(f)ξ〉は
連続であり，そのノルムは ‖ξ‖‖η‖以下である．したがって，Riesz–Markov–角谷の定理（事実 3.4）より，X
上の有限複素 Borel–Radon測度 µη,ξ であって，任意の f ∈ C0(X)に対して

〈η|π(f)ξ〉 =
∫

X

f dµη,ξ

を満たすものが一意に存在し，これは ‖µη,ξ‖ ≤ ‖ξ‖‖η‖ を満たす．さらに，µη,ξ は，η に関して共役線
型，ξ に関して線型である．‖µη,ξ‖ ≤ ‖ξ‖‖η‖ だから，f ∈ B(X) を固定すると，H 上の準双線型形式
(η, ξ) 7→

∫
X
f dµη,ξ は連続であり，そのノルムは ‖f‖B(X) 以下である．よって，π̃(f) ∈ L(H)であって，任

意の ξ, η ∈ Hに対して
〈η|π̃(f)ξ〉 =

∫
X

f dµη,ξ

を満たすものが一意に存在する．これによって，写像 π̃ : B(X) → L(H)を定める．定義より，π̃は πの拡張
である．
以下，π̃ が Lebesgueの収束条件を満たす単位的対合表現であることを示す．π̃ が線型であることは明らか
である．以下では，π̃ が対合を保つこと，積を保つこと，1 ∈ B(X)を 1H ∈ L(H)に移すこと，Lebesgueの
収束条件を満たすことを，順に示す．
π̃が対合を保つことを示す．πは対合を保つから，ξ, η ∈ Hと f ∈ C0(X)に対して，〈η|π(f)∗ξ〉 = 〈η|π(f)ξ〉
である．この両辺はそれぞれ

〈η|π(f)∗ξ〉 = 〈ξ|π(f)η〉 =
∫

X

f dµξ,η =
∫

X

f dµξ,η, 〈η|π(f)ξ〉 =
∫

X

f dµη,ξ

と計算されるから，これらが任意の f ∈ C0(X)に対して等しいことと Riesz–Markov–角谷の定理（事実 3.4）
より，µξ,η = µη,ξ である．f ∈ B(X)とすると，任意の ξ, η ∈ Hに対して

〈η|π̃(f)∗ξ〉 = 〈ξ|π̃(f)η〉 =
∫

X

f dµξ,η =
∫

X

f dµη,ξ = 〈η|π̃(f)ξ〉

だから，π̃(f)∗ = π̃(f)である．
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π̃ が積を保つことを示す．π は積を保つから，ξ, η ∈ H と f , g ∈ C0(X) に対して，〈η|π(f)π(g)ξ〉 =
〈η|π(fg)ξ〉である．この両辺はそれぞれ

〈η|π(f)π(g)ξ〉 =
∫

X

f dµη,π(g)ξ, 〈η|π(fg)ξ〉 =
∫

X

fg dµη,ξ

と計算されるから，これらが任意の f ∈ C0(X)に対して等しいことと Riesz–Markov–角谷の定理（事実 3.4）
より，dµη,π(g)ξ = g dµη,ξ である．次に，f ∈ B(X)とすると，任意の g ∈ C0(X)に対して∫

X

fg dµη,ξ =
∫

X

f dµη,π(g)ξ = 〈η|π̃(f)π(g)ξ〉 = 〈π̃(f)∗η|π(g)ξ〉 =
∫

X

g dµ
π̃(f)∗η,ξ

だから，Riesz–Markov–角谷の定理（事実 3.4）より，dµ
π̃(f)∗η,ξ

= f dµη,ξ である．f , g ∈ B(X)とすると，
任意の ξ, η ∈ Hに対して

〈η|π̃(f)π̃(g)ξ〉 = 〈π̃(f)∗η|π̃(g)ξ〉 =
∫

X

g dµ
π̃(f)∗η,ξ

=
∫

X

fg dµη,ξ = 〈η|π̃(fg)ξ〉

だから，π̃(f)π̃(g) = π̃(fg)である．
π̃(1) = 1H であることを示す*8．任意の ξ ∈ H に対して，F = {f ∈ C0(X) | f ≥ 0, ‖f‖ ≤ 1}として事
実 3.5を用いると，

〈ξ|π̃(1)ξ〉 =
∫

X

1 dµξ,ξ = sup
f∈F

∫
X

f dµξ,ξ = sup
f∈F

〈ξ|π(f)ξ〉

を得る．一方で，F を順序 ≤によってネットとみなしたものは C0(X)の近似単位元 [15, 定義 3.72] であり，
π は非退化だから，ネット (π(f))f∈F は 1H に強収束する [15, 命題 4.24]．したがって，

sup
f∈F

〈ξ|π(f)ξ〉 = lim
f∈F

〈ξ|π(f)ξ〉 = ‖ξ‖2

これら 2 式より，〈ξ|π̃(1)ξ〉 = ‖ξ‖2 である．すでに示したように π̃ は対合を保つから，π̃(1) は自己随伴
である．したがって，分極公式より，任意の ξ, η ∈ H に対して，〈η|π̃(1)ξ〉 = 〈η|ξ〉 が成り立つ．よって，
π̃(1) = 1H である．
π̃ が Lebesgueの収束条件を満たすことを示す．B(X)上の有界な点列 (fn)n∈N が 0に各点収束するとする
と，Lebesgueの収束定理より，任意の ξ, η ∈ Hに対して，n → ∞のとき

〈η|π̃(fn)ξ〉 =
∫

X

fn dµη,ξ → 0

となる．すなわち，(π̃(fn))n∈N は 0に弱収束する．よって，π̃ は Lebesgueの収束条件を満たす．
以上より，π̃ は，Lebesgueの収束条件を満たす単位的対合表現である．定理 3.3によって π̃ と対応する X

上のH-射影値測度 Π をとる．すると，任意の f ∈ C0(X)に対して，∫
X

f dΠ = π̃(f) = π(f)

である．また，ξ, η ∈ Hとすると，任意の Borel集合 A ⊆ X に対して

Πη,ξ(A) = 〈η|π̃(χA)ξ〉 =
∫

X

χA dµη,ξ = µη,ξ(A)

だから，Πη,ξ = µη,ξ である．特に，Π は Radonである．よって，この Π は，主張の条件を満たす．

*8 X がコンパクト Hausdorff 空間ならば，C0(X) = C(X) は単位的 ‌C* ‌ 代数であり，その非退化対合表現とは単位的対合表現の
ことにほかならない [15, 命題 4.25]．よって，この場合，明らかに，π̃(1) = π(1) = 1H である．
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系 3.7 X を第二可算な局所コンパクト Hausdorff 空間とし，H を Hilbert 空間とする．非退化対合表現
π : C0(X) → L(H)に対して，X 上のH-射影値 Borel測度 Π であって，任意の f ∈ C0(X)に対して

π(f) =
∫

X

f dΠ

を満たすものが，一意に存在する．さらに，この Π を用いて写像 π̃ : B(X) → L(H)を

π̃(f) =
∫

X

f dΠ

と定めると，π̃ は，B(X)の H 上の Lebesgueの収束条件を満たす単位的対合表現であって π の拡張である
唯一のものである．

証明 第二可算な局所コンパクトHausdorff空間X 上の射影値 Borel測度は必ず Radonだから（注意 2.11），
定理 3.6より，条件を満たす Π が一意に存在する．さらに，射影値測度と Lebesgueの収束条件を満たす単
位的対合表現との間の一対一対応（定理 3.3）より，π̃ は，B(X)のH上の Lebesgueの収束条件を満たす単
位的対合表現であって π の拡張である唯一のものである．

3.3 連続正規作用素のスペクトル分解
本小節では，Cの部分集合上の関数 λ 7→ λを，z と書く．

定理 3.8（連続正規作用素のスペクトル分解定理） Hilbert空間 H上の連続正規作用素 T に対して，C上の
H-射影値 Borel測度 Π であって

T =
∫
C
z dΠ

を満たすものが，一意に存在する．さらに，この Π は，suppΠ = Sp(T )を満たす．

証明 C 上の H-射影値 Borel 測度 Π が T =
∫
C z dΠ を満たすとすると，命題 2.26 より，Sp(T ) =

ess ranΠ z = suppΠ が成り立つ．あとは，Sp(T )上のH-射影値 Borel測度Π であって T =
∫

Sp(T ) z dΠ を
満たすものが一意に存在することを示せばよい．
定理 3.3より，Sp(T )上の H-射影値 Borel測度 Π であって T =

∫
Sp(T ) z dΠ を満たすものを与えること

は，Lebesgueの収束条件を満たす単位的対合表現 π : B(Sp(T )) → L(H)であって π(z) = T を満たすもの
を与えることと等価である．一方で，連続関数算が与える C(Sp(T ))からL(H)への写像 f 7→ f(T )は，z を
T に移す唯一の単位的対合表現であり [15, 命題 3.37]，系 3.7より，これは，B(Sp(T ))のH上の Lebesgue
の収束条件を満たす単位的対合表現に一意に拡張される．よって，条件を満たす π は一意に存在するから，条
件を満たす Π も一意に存在する．

定義 3.9（連続正規作用素のスペクトル測度） Hilbert空間 H上の連続正規作用素 T に対して，連続正規作
用素のスペクトル分解定理（定理 3.8）によって定まる C上のH-射影値 Borel測度Π を，T のスペクトル測
度（spectral measure）という．

連続正規作用素 T のスペクトル測度Π は，Sp(T )を台にもつから，Sp(T )上の射影値 Borel測度ともみな
せる．

命題 3.10 T を Hilbert空間H上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．
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(1) λ ∈ Cに対して，ImΠ({λ}) = Ker(T − λ1H)である．特に，ImΠ({0}) = KerT である．
(2) ImΠ(C \ {0}) = ImT である．

証明 (1) 命題 2.16より，Ker(T − λ1H) = Ker(
∫

X
(z − λ) dΠ) = ImΠ({λ})である．

(2) 系 2.20より，ImT = Im(
∫

X
z dΠ) = ImΠ(C \ {0})である．

系 3.11 Hilbert空間H上の連続正規作用素 T について，Sp(T )の孤立点は，T の固有値である．

証明 T のスペクトル測度を Π とする．λ が Sp(T ) の孤立点ならば，{λ} は Sp(T ) の開集合だから，
suppΠ = Sp(T )より Π({λ}) 6= 0である．ImΠ({λ}) = Ker(T − λ1H)だから（命題 3.10 (1)），これは，
λが T の固有値であることを意味する．

注意 3.12 系 3.11の逆は成り立たない．すなわち，Hilbert空間H上の連続正規作用素 T について，λ ∈ C
が T の固有値であっても，λが Sp(T )の孤立点であるとは限らない．反例を構成しよう．

Hilbert空間

l2([0, 1]) =

ξ : [0, 1] → C

∣∣∣∣∣∣
∑

t∈[0,1]

|ξ(t)|2 < ∞


を考え，その標準的な正規直交基底を (et)t∈[0,1] と書く．また，l2([0, 1])上の全域で定義された連続線型作用
素 T を，

Tet = tet

によって定める．すると，T は自己随伴であり，[0, 1] の任意の点は T の固有値だが，それらはどれも
Sp(T ) = [0, 1]の孤立点ではない．

注意 3.13 T が正規とは限らない場合，系 3.11 の結論は成り立たない．すなわち，Hilbert 空間 H 上の全
域で定義された連続線型作用素 T について，λ ∈ C が Sp(T ) の孤立点であっても，λ が T の固有値であ
るとは限らない．このことを見るために，Hilbert 空間上の全域で定義された連続線型作用素 T であって，
Sp(T ) = {0}を満たすが固有値をもたないものを構成する．

Hilbert空間

l2(N>0) =

ξ : N>0 → C

∣∣∣∣∣∣
∑

n∈N>0

|ξ(n)|2 < ∞


を考え，その標準的な正規直交基底を (en)n∈N>0 と書く．また，l2(N>0)上の全域で定義された連続線型作用
素 T を，

Ten = 1
n
en+1

によって定める．すると，容易に確かめられるように，T は固有値をもたない．また，T は全射ではない（た
とえば，e1 /∈ ImT である）から，0 ∈ Sp(T ) である．一方で，スペクトル半径公式（「‌C*‌ 代数」 [15, 定
理 2.29] を参照のこと）より，T のスペクトル半径は

‖T‖Sp = lim
k→∞

‖T k‖1/k = lim
k→∞

(
1
k!

)1/k

= 0

だから，Sp(T ) ⊆ {0}である．よって，Sp(T ) = {0}である．
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3.4 連続正規作用素の Borel可測関数算
定義 3.14（Borel可測関数算） T を Hilbert空間 H 上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度と
する．このとき，f ∈ L(C,Π)に対して，

f(T ) =
∫
C
f dΠ

と書く．

T のスペクトル測度 Π は Sp(T )を台にもつから，L(C,Π)は L(Sp(T ),Π)と自然に同一視される．よっ
て，f ∈ L(Sp(T ),Π)に対しても，f(T )が定まる．
後に 4.2節で見るように，Borel可測関数算は，連続とは限らない正規作用素に対しても定義される．Borel
可測関数算の詳しい性質は，そこで調べる．ここでは，本節の以下の部分に必要な範囲で，Borel可測関数算
の性質を示しておく．

定理 3.15 T を Hilbert空間H上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．L∞(X,Π)から
L(H)への写像 f 7→ f(T )は，等長な単位的対合表現である．

証明 系 2.23の特別な場合である．

定理 3.16 T を Hilbert 空間 H 上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．fn, f , g ∈
L(X,Π)（n ∈ N）とし，(fn)n∈N は f に Π-概収束し，任意の n ∈ N に対して Π-ほとんどいたるところ
で |fn| ≤ |g| であるとする．このとき，任意の ξ ∈ Dom g(T ) に対して，ξ は Dom fn(T )（n ∈ N）および
Dom f(T )に属し，

lim
n→∞

fn(T )ξ = f(T )ξ

が成り立つ．

証明 射影値測度に関する積分の Lebesgueの収束定理（定理 2.28）の特別な場合である．

系 3.17 T を Hilbert 空間 H 上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．L∞(C,Π) 上の
（ノルム ‖–‖∞ に関して）有界な点列 (fn)n∈N が，f ∈ L∞(C,Π)に Π-概収束するとする．このとき，強位
相に関して

lim
n→∞

fn(T ) = f(T )

である．

証明 系 2.29の特別な場合である．

命題 3.18 H を Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．f ∈ L∞(X,Π)とすると，
H 上の連続正規作用素 ∫

X
f dΠ のスペクトル測度は，f∗Π に等しい．さらに，任意の g ∈ L(C, f∗Π) に対

して，
g

(∫
X

f dΠ

)
=
∫

X

g ◦ f dΠ

である．
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証明 命題 2.17より ∫
X

f dΠ =
∫
C
z d(f∗Π)

（z は，C上の関数 λ 7→ λを表す）だから，∫
X
f dΠ のスペクトル測度は f∗Π に等しい．さらに，ふたたび

命題 2.17より，任意の g ∈ L(C, f∗Π)に対して，

g

(∫
X

f dΠ

)
=
∫
C
g d(f∗Π) =

∫
X

g ◦ f dΠ

が成り立つ．

系 3.19 T を Hilbert空間H上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L∞(X,Π)と
すると，H 上の連続正規作用素 f(T )のスペクトル測度は，f∗Π に等しい．さらに，任意の g ∈ L(C, f∗Π)
に対して，

g(f(T )) = (g ◦ f)(T )

である．

証明 命題 3.18の特別な場合である．

3.5 連続正規作用素の可換性とスペクトル測度
補題 3.20（Fuglede–Putnamの定理） T1, T2 をそれぞれ Hilbert空間H1, H2 上の連続正規作用素とし，S
をH1 からH2 への全域で定義された連続線型作用素とする．ST1 = T2S ならば，ST ∗

1 = T ∗
2 S である．

証明 λ ∈ C を固定すると，z ∈ C の関数としてコンパクト一様収束位相に関して exp(iλz) =∑∞
n=0(iλz)n/n!が成り立つ．したがって，連続関数算の等長性より，ノルム位相に関して

exp(iλT1) =
∞∑

n=0

(iλT1)n

n!
, exp(iλT2) =

∞∑
n=0

(iλT2)n

n!

が成り立つ．H1 から H2 への全域で定義された連続線型作用素 S が ST1 = T2S を満たすとすると，上式と
合わせて，

S exp(iλT1) =
∞∑

n=0

S(iλT1)n

n!
=

∞∑
n=0

(iλT2)nS

n!
= exp(iλT2)S (∗)

を得る．
Banach空間に値をとる正則写像 f : C → L(H1; H2)を，

f(λ) = exp(−iλT ∗
2 )S exp(iλT ∗

1 )

と定める．すると，(∗)より，

f(λ) = exp(−iλT ∗
2 ) exp(−iλT2)S exp(iλT1) exp(iλT ∗

1 )
= exp(−i(λT ∗

2 + λT2))S exp(i(λT1 + λT ∗
1 ))

である．また，|exp(±i(λz + λz))| = 1（z ∈ C）だから，exp(−i(λT ∗
1 + λT1))と exp(i(λT ∗

2 + λT2))はユニ
タリ作用素である．したがって，任意の λ ∈ Cに対して

‖f(λ)‖ ≤ ‖exp(−i(λT ∗
2 + λT2))‖‖S‖‖exp(−i(λT ∗

2 + λT1))‖ = ‖S‖
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だから，Liouvilleの定理より，f は定数である．よって，

0 = f ′(λ) = −iT ∗
2 exp(−iλT ∗

2 )S exp(iλT ∗
1 ) + i exp(−iλT ∗

2 )ST ∗
1 exp(iλT ∗

1 )

である．上式で λ = 0と置けば，ST ∗
1 = T ∗

2 S を得る．

定理 3.21 T1, T2 をそれぞれ Hilbert空間 H1, H2 上の連続正規作用素，Π1, Π2 をそれぞれ T1, T2 のスペ
クトル測度とし，S をH1 からH2 への全域で定義された連続線型作用素とする．次の条件は同値である．

(a) ST1 = T2S である．
(b) 任意の Borel集合 A ⊆ Cに対して，SΠ1(A) = Π2(A)S である．
(c) 任意の有界 Borel可測関数 f : C → Cに対して，Sf(T1) = f(T2)S である．

証明 (a) =⇒ (b) ST1 = T2S であるとする．まず，任意の f ∈ C(Sp(T1) ∪ Sp(T2)) に対して Sf(T1) =
f(T2)S であることを示す．そのために，

F = {f ∈ C(Sp(T1) ∪ Sp(T2)) | Sf(T1) = f(T2)S}

と置く．F は，C(Sp(T1) ∪ Sp(T2))の閉部分単位的代数であり，Fuglede–Putnamの定理（補題 3.20）より
複素共役をとる操作で閉じているから，C(Sp(T1) ∪ Sp(T2))の部分単位的 ‌C* ‌ 代数である．仮定より z ∈ F

であり，C(Sp(T1) ∪ Sp(T2)) は単位的 ‌C*‌ 代数として z によって生成されるから（Stone–Weierstrass の
定理の結果），F = C(Sp(T1) ∪ Sp(T2)) である．すなわち，任意の f ∈ C(Sp(T1) ∪ Sp(T2)) に対して，
Sf(T1) = f(T2)S である．
次に，任意の Borel集合 A ⊆ Cに対して SΠ1(A) = Π2(A)S であることを示す．そのために，

A = {A ⊆ C | Aは Borel集合で SΠ1(A) = Π2(A)S}

と置く．すると，

• Borel 集合 A ⊆ C に対して，Π1(C \ A) = 1H1 − Π1(A) かつ Π2(C \ A) = 1H2 − Π2(A) だから，
A ∈ Aならば C \A ∈ Aである．

• 互いに交わらない Sp(T )の Borel集合の可算族 (Ai)i∈I について，A =
⋃

i∈I Ai と置くと，弱位相に
関してΠ(A) =

∑
i∈I Π(Ai)である．したがって，すべての i ∈ I に対して Ai ∈ Aならば，A ∈ Aで

ある（合成の弱分離連続性）．

よって，A は C 上の σ-代数である．あとは，任意の開集合 U ⊆ C が A に属することをいえばよい．U
のコンパクト集合の増大列 (Kn)n∈N であって，U =

⋃
n∈NKn を満たすものをとる．さらに，各 n ∈ N

に対して，連続関数 fn : C → [0, 1] であって fn(Kn) ⊆ {1} かつ fn(C \ U) ⊆ {0} を満たすものをとる
（Urysohn の補題）．すると，任意の n ∈ N に対して |fn| ≤ 1 であり，n → ∞ のとき fn は χA に各点
収束する．したがって，系 3.17 より，n → ∞ のとき，弱位相に関して fn(T1) → χU (T1) = Π1(U) かつ
fn(T2) → χU (T2) = Π2(U)となる．前段の結果より，任意の n ∈ Nに対して Sfn(T1) = fn(T2)S だから，
極限をとれば SΠ1(U) = Π2(U)S を得る（合成の弱分離連続性）．これで，U ∈ Aが示された．

(b) ⇐⇒ (c) 命題 2.30の特別な場合である．
(c) =⇒ (a) 明らかである．
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3.6 コンパクト正規作用素のスペクトル分解
本小節では，コンパクト正規作用素のスペクトル分解を調べる．コンパクト作用素の定義と基本的な性質に
ついては，「コンパクト作用素のノート」 [14, 1節] を参照のこと．
本小節では，0 ∈ Cを中心とする半径 r ≥ 0の閉円板を，B(r)と書く．

定理 3.22 T を Hilbert空間H上の連続正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．次の条件は同値
である．

(a) T はコンパクトである．
(b) 任意の r > 0に対して，Π(C \B(r))は有限階数である．

証明 C上の関数 λ 7→ λを，z と書く．
(a) =⇒ (b) r > 0とする．χC\B(r) = z · χC\B(r)z

−1 だから，Borel可測関数算の準同型性（定理 3.15）
より，

Π(C \B(r)) =
(∫

C
z dΠ

)(∫
C
χC\B(r)z

−1 dP

)
= T

(∫
C
χC\B(r)z

−1 dP

)
である．よって，T がコンパクトならば，Π(C \ B(r)) もコンパクトである [14, 命題 1.3]．ところが，
Π(C \B(r))は直交射影だから，これがコンパクトであることと有限階数であることとは同値である．

(b) =⇒ (a) r → 0+のとき，C上の関数 χC\B(r)z は z に一様収束するから，Borel可測関数算の準同型
性と等長性（定理 3.15）より，ノルム位相に関して

Π(C \B(r))T =
∫
C
χC\B(r)z dΠ →

∫
C
z dΠ = T

である．任意の r > 0に対して Π(C \ B(r))が有限階数ならば，T は，上式のように有限階数の連続線型作
用素によって近似されるから，コンパクトである [14, 命題 1.6]．

補題 3.23 X を（集合として）無限な Hausdorff空間とすると，X の空でない開集合の無限族であって，ど
の異なる 2元も交わらないものが存在する．

証明 無限な Hausdorff空間 X に対して，その 2つの空でない開集合 U , V であって，互いに交わらず，ど
ちらかは無限であるものがとれることを示せばよい．実際，これが示されたとすると，再帰によって，X の空
でない開集合の無限列であって，どの異なる 2元も交わらないものが構成できる．
点 x ∈ X を固定する．xが X の孤立点ならば，U = {x}，V = X \ {x}と置けばよい．xが X の孤立点
でなければ，X が Hausdorff であることより，x の任意の近傍は無限個の点をもつ．そこで，x とは別の点
y ∈ X を固定し，xと y を分離する開集合 U , V をとれば，これらが条件を満たす．

系 3.24 T を Hilbert空間H上のコンパクト正規作用素とする．任意の r > 0に対して，Sp(T ) \B(r)は有
限集合である．特に，Sp(T )は可算集合であり，Sp(T ) \ {0}の点はすべて Sp(T )の孤立点である．

証明 T のスペクトル測度を Π とする．r > 0を任意にとり，Uを，Sp(T ) \ B(r)の空でない開集合の族で
あって，どの異なる 2元も交わらないものとする．すると，

• 任意の U ∈ Uに対して，U ⊆ Sp(T ) \B(r)だから，Π(U) ≤ Π(Sp(T ) \B(r))である（命題 2.4 (1)）．
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• 任意の U ∈ Uに対して，U は Sp(T ) = suppΠ の開集合だから，Π(U) 6= 0である．
• 任意の異なる 2元 U , V ∈ Uに対して，U ∩ V = ∅だから，Π(U) ⊥ Π(V )である（命題 2.4 (3)）．

一方で，T はコンパクトだから，定理 3.22より，Π(Sp(T ) \ B(r))は有限階数である．したがって，Uは有
限族である．よって，補題 3.23の対偶より，Sp(T ) \B(r)は有限集合である．
後半の主張は，前半の主張から従う．

定理 3.25（コンパクト正規作用素のスペクトル分解定理） T を Hilbert空間 H 上のコンパクト正規作用素
とする．

(1) 任意の λ ∈ Sp(T ) \ {0}に対して，λは T の固有値であり，対応する固有空間 Ker(T − λ1H)は有限次
元である．

(2) 異なる二つの複素数 λ, µ ∈ Cに対して，固有空間 Ker(T − λ1H)と Ker(T − µ1H)は直交する．
(3) λ ∈ Sp(T ) \ {0}に対して，Ker(T − λ1H)の上への直交射影を Pλ と書く．すると，ノルム位相に関
して

T =
∑

λ∈Sp(T )\{0}

λPλ

が成り立つ．

証明 T のスペクトル測度を Π とする．
(1) λ ∈ Sp(T ) \ {0}は，Sp(T )の孤立点だから，（系 3.24），T の固有値である（系 3.11），また，Π({λ})
は Ker(T − λ1H)の上への直交射影であり（命題 2.16），Π({λ})は有限階数だから（命題 3.10），固有空間
Ker(T − λ1H)は有限次元である．

(2) 命題 1.60において，一般の正規作用素に対して示した．
(3) 有限部分集合 F ⊆ Sp(T ) \ {0}に対して，有界 Borel可測関数 fF : Sp(T ) → Cを，fF (λ) = χF (λ)λ
と定める．すると，系 3.24より，F を大きくする極限において fF は関数 λ 7→ λに一様収束する．したがっ
て，Borel可測関数算の等長性（定理 3.15）より，同極限において fF (T )は T にノルム収束する．ここで，

fF (T ) =
∑
λ∈F

λχ{λ}(T ) =
∑
λ∈F

λΠ({λ}) =
∑
λ∈F

λPλ

だから（命題 2.16），ノルム位相に関して

T =
∑

λ∈Sp(T )\{0}

λPλ

が成り立つ．

注意 3.26 系 3.24と定理 3.25 (1)は，Banach空間上のコンパクト作用素に対しても成立する．詳しくは，
「コンパクト作用素のノート」 [14, 定理 2.8, 系 2.6] を参照のこと．

3.7 応用：L(H)× の弧状連結性
命題 3.27 Hilbert空間H上の全域で定義された連続線型作用素 Aに対して，次の条件は同値である．

(a) Aは連続可逆な正自己随伴作用素である．
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(b) 連続自己随伴作用素 H ∈ L(H)を用いて，A = expH と書ける．

証明 (a) =⇒ (b) Aが連続可逆な正自己随伴作用素であるとすると，Sp(A)は R>0 のコンパクト集合であ
る．そこで，R>0 上の実数値連続関数 log に Aを代入したものを H ∈ L(E)と置けば，H は自己随伴であ
り，連続関数算と関数の合成との整合性（「‌C*‌ 代数」 [15, 命題 3.40 (2)] を参照のこと．あるいは，系 3.19
から従う，としてもよい）より，expH = exp logA = Aとなる．

(b) =⇒ (a) 連続自己随伴作用素 H ∈ L(H)に対して，Sp(expH) = exp(Sp(H)) ⊆ exp(R) = R>0 だか
ら，expH は連続可逆な正自己随伴作用素である．

系 3.28 Hilbert空間 H 上の連続可逆な連続正自己随伴作用素全体のなす集合は，ノルム位相に関して弧状
連結である．

証明 連続可逆な連続正自己随伴作用素 A ∈ L(H) を任意にとる．命題 3.27 より，連続自己随伴作用素
H ∈ L(H)を用いて，A = expH と書ける．t ∈ [0, 1]に対して連続関数 ft : Sp(H) → Cを ft(λ) = etλ と
定めると，[0, 1]から C(Sp(H))への写像 t 7→ ft は連続だから，連続関数算の等長性より，[0, 1]からL(H)
への写像 t 7→ ft(H) = exp tH はノルム連続である．さらに，f0(H) = 1H かつ f1(H) = expH = A であ
り，命題 3.27より，すべての ft(H) ∈ L(H)は正かつ連続可逆である．よって，H上の連続可逆な連続正自
己随伴作用素全体のなす集合は，ノルム位相に関して弧状連結である．

命題 3.29 Hilbert空間H上の全域で定義された連続線型作用素 U に対して，次の条件は同値である．

(a) U はユニタリである．
(b) 連続自己随伴作用素 H ∈ L(H)を用いて，U = exp iH と書ける．

証明 (a) =⇒ (b) U がユニタリであるとすると，Sp(A)はUのコンパクト集合である．そこで，logのBorel
可測な枝を一つ固定し，U上の実数値有界Borel可測関数−i logにAを代入したものをH ∈ L(H)と置けば，
H は自己随伴であり，Borel可測関数算と関数の合成との整合性（系 3.19）より，exp iH = exp i(−i logA) = A

となる．
(b) =⇒ (a) 連続自己随伴作用素H ∈ L(H)に対して，Sp(exp iH) = exp(i Sp(H)) ⊆ exp(iR) = Uだか
ら，exp iH はユニタリである [15, 系 3.31 (2)]．

系 3.30 Hilbert空間H上のユニタリ作用素全体のなす群は，ノルム位相に関して弧状連結である．

証明 ユニタリ作用素 U ∈ L(H) を任意にとる．命題 3.29 より，連続自己随伴作用素 H ∈ L(E) を用
いて，A = exp iH と書ける．t ∈ [0, 1] に対して連続関数 gt : Sp(H) → C を gt(λ) = eitλ と定めると，
[0, 1] から C(Sp(H)) への写像 t 7→ gt は連続だから，連続関数算の等長性より，[0, 1] から L(H) への写像
t 7→ gt(H) = exp itH はノルム連続である．さらに，g0(H) = 1H かつ g1(H) = exp iH = U であり，命
題 3.29より，すべての gt(H)はユニタリである．よって，H上のユニタリ作用素全体のなす群は，ノルム位
相に関して弧状連結である．

注意 3.31 命題 3.27と系 3.28の証明では連続関数算しか使っていないから，これらは，証明まで含めて一
般の単位的 ‌C*‌ 代数に対しても成り立つ．一方で，命題 3.29の証明では Borel可測関数算を使っており，命
題 3.29 と系 3.30 は一般の単位的 ‌C*‌ 代数に対しては成り立たない．たとえば，U 上の連続関数 λ 7→ λ は
C(U)のユニタリ元だが，どんな Hermite元（すなわち，実数値連続関数）f ∈ C(U)を用いても exp if とは
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表せない．また，C(U)のユニタリ元全体のなす群を U と書くと，回転数を用いた議論により，1と z が U

の異なる弧状連結成分に属することがわかる．

T を Hilbert空間H上の全域で定義された連続線型作用素とし，その極分解を T = U |T |とすると，|T |は
H上の連続正自己随伴作用素であり，U は T と同じ始空間・終空間をもつH上の部分等長作用素である（全
域で定義された連続線型作用素の極分解について詳しくは，「‌C*‌ 代数」 [15, 3.7節] を参照のこと）．ここで，
もし T が連続可逆ならば，T の始空間と終空間はともに Hだから，U はユニタリであり，|T | = U−1T は連
続可逆である．このことに注意すると，次の定理が得られる．

命題 3.32 Hilbert空間 H 上の全域で定義された連続可逆な連続線型作用素全体のなす群 L(E)× は，ノル
ム位相に関して弧状連結である．

証明 H上の連続可逆な連続正自己随伴作用素全体のなす集合を A，H上のユニタリ作用素全体のなす群を
U と書くと，上記の注意より，合成 (U,A) 7→ UAによるU × A の像はL(H)× に等しい．A とU はノル
ム位相に関して弧状連結であり（系 3.28，系 3.30），合成はノルム連続だから，L(H)× はノルム位相に関し
て弧状連結である．

3.8 応用：群のユニタリ表現に関する Schurの補題
本小節では，Hilbert空間H上のユニタリ作用素全体のなす群を，U (H)と書く．
群のユニタリ表現に関する用語をまとめておく．群 G の Hilbert 空間 H 上のユニタリ表現（unitary

representation）とは，群準同型 π : G → U (H)のことをいう．このとき，(π,H)は Gのユニタリ表現であ
る，ともいう．Gのユニタリ表現 (π,H)が既約（irreducible）であるとは，H 6= 0であり，G-安定なHの閉
部分線型空間が 0とHのみであることをいう．

(π1,H1)と (π2,H2)を群 Gのユニタリ表現とする．T ∈ L(H1; H2)が π1 から π2 への作用素として同変
（equivariant）である，あるいは π1 から π2 への絡作用素（intertwining operator）であるとは，任意の g ∈ G

に対して Tπ1(g) = π2(g)T であることをいう．同変な連続線型作用素全体のなす空間を，L(π1;π2)あるい
は LG(H1; H2)と書く．容易に確かめられるように，同変な連続線型作用素の合成および随伴は，ふたたび
同変である．同変なユニタリ作用素を，ユニタリ同値（unitary equivalence）という．π1 から π2 へのユニタ
リ同値が存在するとき，これらのユニタリ表現はユニタリ同値（unitarily equivalent）であるという．

定理 3.33（Schurの補題） 群 Gの二つの既約ユニタリ表現 (π1,H1)と (π2,H2)について，次が成り立つ．

(1) π1 と π2 がユニタリ同値でなければ，L(π1;π2) = 0である．
(2) π1 と π2 がユニタリ同値ならば，L(π1;π2)は 1次元である．

証明 次の主張を示せば十分である．

(I) T ∈ L(π1;π2) \ {0}とすると，π1 から π2 へのユニタリ同値 U が存在して，T は U のスカラー倍で
ある．

(II) U と V がともに π1 から π2 へのユニタリ同値ならば，これらはスカラー倍を除いて一致する．

(I) T ∈ L(π1;π2) \ {0}とする．連続自己随伴作用素 T ∗T ∈ L(H)のスペクトル測度をΠ とする．T ∗T
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は，π1 から自身への作用素として同変だから，π1(G)の任意の元と可換である．したがって，定理 3.21より，
任意の Borel集合 A ⊆ Sp(T ∗T )に対して，Π(A)は π1(G)の任意の元と可換である．すなわち，ImΠ(A)は
G-安定である．ここで，Sp(T ∗T )が 2点以上をもつとすると，Sp(T )の二つの空でない開集合 A, B であっ
て互いに交わらないものがとれる．suppΠ = Sp(T ∗T )より Π(A), Π(B) 6= 0であり，かつ Π(A) ⊥ Π(B)
だから（命題 2.4 (3)），ImΠ(A)は 0でもHでもないことになるが，これは π1 の既約性に反する．よって，
Sp(T ∗T )は 1点のみからなる．Sp(T ∗T ) = {λ}とすれば，Ker(T ∗T − λ1H) = ImΠ({λ}) = Hだから（命
題 3.10 (1)），T ∗T = λ1H である．同様に，TT ∗ ∈ L(H2)をスペクトル分解して定理 3.21と π2 の既約性
を用いることで，ある λ′ ∈ Cが存在して TT ∗ = λ′1H2 と書けることがわかる．
前段の結果より

λT = T (T ∗T ) = (TT ∗)T = λ′T

であり，T 6= 0だから，λ = λ′ である．さらに，Tξ 6= 0を満たす ξ ∈ Hをとると

0 < ‖Tξ‖2 = 〈ξ|T ∗Tξ〉 = λ‖ξ‖2

だから，λ > 0である．そこで，U = λ−1/2T と置けば，U は π1 から π2 へのユニタリ同値である．これで，
T がユニタリ同値 U のスカラー倍として書けることが示された．

(II) U と V がともに π1 から π2 へのユニタリ同値であるとする．すると，(I)の議論と同様に，H上のユ
ニタリ作用素 V −1U をスペクトル分解して定理 3.21と π1 の既約性を用いることで，V −1U が恒等作用素の
スカラー倍であることがわかる．よって，U と V は，スカラー倍を除いて一致する．

系 3.34 群 Gの既約ユニタリ表現 (π,H)から自身への同変な連続線型作用素は，スカラー倍のみである．

証明 Schurの補題（定理 3.33 (2)）において，(π1,H1)と (π2,H2)をともに (π,H)とすればよい．

4 正規作用素のスペクトル分解
4.1 正規作用素のスペクトル分解
本小節では，Cの部分集合上の関数 λ 7→ λを，z と書く．

定理 4.1（正規作用素のスペクトル分解定理） Hilbert空間H上の正規作用素 T に対して，C上のH-射影値
Borel測度 Π であって

T =
∫
C
z dΠ

を満たすものが，一意に存在する．さらに，この Π は，suppΠ = Sp(T )を満たす．

証明 C 上の H-射影値 Borel 測度 Π が T =
∫
C z dΠ を満たすとすると，命題 2.26 より，Sp(T ) =

ess ranΠ z = suppΠ が成り立つ．あとは，C上の H-射影値 Borel測度 Π であって T =
∫
C z dΠ を満たす

ものが一意に存在することを示せばよい．
存在 B = (1H + T ∗T )−1，C = T (1H + T ∗T )−1 と置く．B は H上の単射な連続正自己随伴作用素であ
り，‖B‖ ≤ 1を満たす（命題 1.50 (2)）．連続正規作用素に対するスペクトル分解定理（定理 3.8）を用いて
B のスペクトル測度 ΠB をとると，suppΠB = Sp(B) ⊆ [0, 1] であり，B の単射性より ΠB({0}) = 0（命
題 2.16）だから ΠB((0, 1]) = 1H である．単調減少実数列 (tn)n∈N であって t0 = 1かつ limn→∞ tn = 0を
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満たすものを一つ固定し，各 n ∈ Nに対して，

Pn = ΠB((tn+1, tn]), Hn = ImPn

と置く．弱位相に関して∑n∈N Pn = 1H であることと命題 2.4 (3)より，(Hn)n∈N はHの閉部分線型空間の
完全直交族だから，H =

⊕̂
n∈N Hn とみなせる．

各 n ∈ N に対して，有界 Borel 可測関数 fn : (0, 1] → R≥0 を fn(t) = t−1χ(tn+1,tn](t) と定めると，
χ(tn+1,tn] = zfn だから，Pn = Bfn(B) = fn(B)B である（定理 3.15）．Pn = Bfn(B)より，

TPn = TBfn(B) = Cfn(B) ∈ L(H)

である．また，Pn = fn(B)B かつ BT ⊆ C（命題 1.62）だから，

PnT = fn(B)BT ⊆ fn(B)C

である．さらに，BC = CB だから（命題 1.62），定理 3.21より，

Cfn(B) = fn(B)C

である．これら 3式より，
PnT ⊆ TPn ∈ L(H)

だから，Hn は T を簡約する．そこで，対応する簡約を Tn と書くと，T が（正規だから特に）閉であること
と命題 1.73より，

T =
⊕̂
n∈N

Tn

が成り立つ．また，TPn ∈ L(H) より Tn ∈ L(Hn) であり，T が正規であることより Tn も正規だから
（系 1.74 (3)），Tn はHn 上の連続正規作用素である．
連続正規作用素に対するスペクトル分解定理（定理 3.8）より，各 n ∈ Nに対して，Tn のスペクトル測度

Πn がとれる．Πn は C上のHn-射影値測度であり，

Tn =
∫
C
z dΠn

を満たす．そこで，射影値測度の Hilbert直和 Π =
⊕̂

n∈NΠn を考えると，Π は C上の H-射影値測度であ
り，命題 2.32より

T =
⊕̂
n∈N

Tn =
⊕̂
n∈N

(∫
C
z dΠn

)
=
∫
C
z dΠ

が成り立つ．これで，条件を満たす C上のH-射影値測度 Π の存在が示された．
一意性 3段に分けて示す．
(I) まず，自己随伴作用素 T に対する一意性を示す．このとき，Sp(T ) ⊆ Rだから（定理 1.46），証明の最
初に述べたことより，R上の H-射影値測度 Π であって T =

∫
R z dΠ を満たすものが一意であることを示せ

ばよい．Π がこの条件を満たすとする．関数 1/(z + i)が R上有界であることに注意すると，定理 2.18 (1),
(4), (6)より，

(T − i1H)(T + i1H)−1 =
∫
R

z − i

z + i
dΠ
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を得る．R上の関数 (z − i)/(z + i)の値域は Uに含まれるから，(T − i1H)(T + i1H)−1 はユニタリ作用素で
ある（系 2.25 (2)）*9．また，(z − i)/(z + i)は同相写像 ϕ : R → U \ {1}を与えるが，射影値測度の像 ϕ∗Π

を考えると，上式と命題 2.17より，

(T − i1H)(T + i1H)−1 =
∫
U\{1}

z d(ϕ∗Π)

が成り立つ．すなわち，ϕ∗Π は，ユニタリ作用素 (T − i1H)(T + i1H)−1 のスペクトル測度である．よって，
連続正規作用素のスペクトル測度の一意性（定理 3.8）より，ϕ∗Π は一意に定まり，Π = (ϕ−1)∗ϕ∗Π も一意
に定まる．

(II) 次に，C上のH-射影値 Borel測度 Π, Π ′ と Borel可測関数 f : C → R≥0 に対して，∫
C
f dΠ =

∫
C
f dΠ ′ ならば

∫
C
f1/2 dΠ =

∫
C
f1/2 dΠ ′

であることを示す．T =
∫
C f dΠ =

∫
C f dΠ

′ と置くと，T は H 上の自己随伴作用素であり（系 2.25 (1)），
命題 2.17より

T =
∫
R≥0

z d(f∗Π) =
∫
C
z d(f∗Π

′)

と書けるから，(I)で示した一意性より，R≥0 上の H-射影値測度 f∗Π と f∗Π
′ は等しい．したがって，これ

らの射影値測度の写像 t 7→ t1/2 による像 f
1/2
∗ Π と f

1/2
∗ Π ′ も等しい．このことと命題 2.17より，∫

C
f1/2 dΠ =

∫
R≥0

z d(f1/2
∗ Π) =

∫
R≥0

z d(f1/2
∗ Π ′) =

∫
C
f1/2 dΠ ′

を得る．
(III) 最後に，正規作用素 T に対する一意性を示す．C上の H-射影値測度 Π が T =

∫
C z dΠ を満たすと

する．すると，系 2.19 (1)より，
T ∗T =

∫
C
|z|2 dΠ

である．このことと (II)より，線型作用素

|T | =
∫
C
|z| dΠ

は Π のとり方によらず，T のみから定まる*10．関数 1/(1 + |z|)が C上有界であることに注意すると，上式
と定理 2.18 (1), (4), (6)より，

T (1H + |T |)−1 =
∫
C

z

1 + |z|
dΠ

を得る．関数 z/(1 + |z|)は C上有界だから，T (1H + |T |)−1 は連続正規作用素である．また，z/(1 + |z|)は
同相写像 ψ : C → {λ ∈ C | |λ| ≤ 1}を与えるが，射影値測度の像 ψ∗Π を考えると，上式と命題 2.17より，

T (1H + |T |)−1 =
∫

{λ∈C||λ|≤1}
z d(ψ∗Π)

*9 ユニタリ作用素 (T − i1H)(T + i1H)−1 を，T の Cayley変換（Cayley transform）という．詳しくは，付録 Aを参照のこと．
*10 ここで定義した |T |は，絶対値をとる関数に T を代入して得られる Borel可測関数算（定義 4.5）の結果に一致する．Borel可測
関数算は，いま証明している正規作用素のスペクトル分解定理（定理 4.1）に立脚して定義されるから，この時点では Borel可測
関数算の言葉を使うことができず，回りくどいいい方になっている．
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が成り立つ．すなわち，ψ∗Π は連続正規作用素 T (1H + |T |)−1 のスペクトル測度である．よって，連続正規
作用素のスペクトル測度の一意性（定理 3.8）より，ψ∗Π は一意に定まり，Π = (ψ−1)∗ψ∗Π も一意に定ま
る．

定義 4.2（正規作用素のスペクトル測度） Hilbert空間 H上の正規作用素 T に対して，正規作用素のスペク
トル分解定理（定理 4.1）によって定まる C上のH-射影値 Borel測度 Π を，T のスペクトル測度（spectral
measure）という．*11

正規作用素 T のスペクトル測度Π は，Sp(T )を台にもつから，Sp(T )上の射影値 Borel測度ともみなせる．
連続正規作用素の場合（3.3節）と同様に，スペクトル測度は次の性質をもつ．ほとんど重複になるが，証
明も付けておく．

命題 4.3 T を Hilbert空間H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．

(1) λ ∈ Cに対して，ImΠ({λ}) = Ker(T − λ1H)である．特に，ImΠ({0}) = KerT である．
(2) ImΠ(C \ {0}) = ImT である．*12

証明 (1) 命題 2.16より，Ker(T − λ1H) = Ker(
∫

X
(λ− z) dΠ) = ImΠ({λ})である．

(2) 系 2.20より，ImT = Im(
∫

X
z dΠ) = ImΠ(C \ {0})である．

系 4.4 Hilbert空間H上の正規作用素 T について，Sp(T )の孤立点は，T の固有値である．*13

証明 T のスペクトル測度を Π とする．λ が Sp(T ) の孤立点ならば，{λ} は Sp(T ) の開集合だから，
suppΠ = Sp(T )より Π({λ}) 6= 0である．ImΠ({λ}) = Ker(T − λ1H)だから（命題 4.3 (1)），これは，λ
が T の固有値であることを意味する．

4.2 正規作用素の Borel可測関数算
本小節では，正規作用素の Borel可測関数算を定義し，その性質を詳しく調べる．一部の命題は，連続正規
作用素については 3.4節ですでに述べたものであり，その証明はほとんど重複になるが，そのような命題の証
明も付けておく．

定義 4.5（Borel可測関数算） T を Hilbert 空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．
このとき，f ∈ L(C,Π)に対して，

f(T ) =
∫
C
f dΠ

と書く．*14

T のスペクトル測度 Π は Sp(T )を台にもつから，L(C,Π)は L(Sp(T ),Π)と自然に同一視される．よっ
て，f ∈ L(Sp(T ),Π)に対しても，f(T )が定まる．

*11 T が連続正規作用素である場合には，この定義は，定義 3.9と一致する．
*12 連続正規作用素に対する主張は，命題 3.10ですでに述べた．
*13 連続正規作用素に対する主張は，系 3.11ですでに述べた．
*14 T が連続正規作用素である場合には，この定義は，定義 3.14と一致する．

70



命題 4.6 T を Hilbert 空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L(C,Π) に対
して，

Dom f(T ) =
{
ξ ∈ H

∣∣∣∣ ∫
C
|f |2 dΠξ,ξ < ∞

}
であり，これはHの稠密部分線型空間である．

証明 命題 2.15の特別な場合である．

命題 4.7 T を Hilbert空間 H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L(X,Π)に対し
て，次の条件は同値である．

(a) f ∈ L∞(X,Π)である．
(b) f(T ) ∈ L(H)である．
(c) f(T )は全域で定義されている．

さらに，これらの条件の下で，‖f(T )‖ = ‖f‖∞ が成り立つ．特に，f が Sp(T ) 上の有界連続関数ならば，
‖f(T )‖ = supλ∈Sp(T )|f(λ)|である．

証明 「特に」以下の主張以外は，命題 2.21 の特別な場合である．f が Sp(T ) 上の有界連続関数ならば，
suppΠ = Sp(T )であることより（定理 4.1），

‖f(T )‖ = ‖f‖∞ = sup
λ∈Sp(T )

|f(λ)|

が成り立つ．

系 4.8 Hilbert空間H上の正規作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) Sp(T )は Cにおいて有界である．
(b) T ∈ L(H)である．
(c) T は全域で定義されている．

さらに，これらの条件の下で，‖T‖ = supλ∈Sp(T )|λ|が成り立つ．

証明 命題 4.7において，f を関数 λ 7→ λとしたものである．

定理 4.9 T を Hilbert空間 H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L(C,Π)に対し
て，Df = Dom f(T )と書くことにする．f , g ∈ L(C,Π)に対して，次が成り立つ．

(1) f(T ) + g(T ) = (f + g)(T )|Df ∩Dg
= (f + g)(T )|Df ∩Df+g

= (f + g)(T )|Dg∩Df+g
である．特に，f ま

たは g が L∞(X,Π)に属するならば，f(T ) + g(T ) = (f + g)(T )である．
(2) λ ∈ C \ {0}とすると，λ(f(T )) = (λf)(T )である．
(3) 1(T ) = 1H である．
(4) f(T )g(T ) = (fg)(T )|Dg∩Dfg

である．特に，g ∈ L∞(X,Π)ならば，f(T )g(T ) = (fg)(T )である．
(5) f(T )∗ = f(T )である．
(6) 任意のm, n ∈ Nに対して，(fmfn)(T )は，m個の f(T )と n個の f(T )∗ を任意の順序で合成したも
の（m = n = 0の場合は 1H とする）に等しい．特に，f(T )∗f(T ) = f(T )f(T )∗ = |f |2(T )である．
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(7) f(T ) が単射であることと f が L(C,Π) において可逆であることとは同値であり，これらの条件の下
で，f(T )−1 = (1/f)(T )が成り立つ（1/f は，f の L(C,Π)における乗法逆元を表す）．

証明 (1), (2), (3), (4), (5), (7)は定理 2.18の，(6)は系 2.19の特別な場合である．

系 4.10 T を Hilbert空間H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．L∞(C,Π)からL(H)
への写像 f 7→ f(T )は，等長な単位的対合表現である．*15

証明 系 2.23の特別な場合である．

命題 4.11（スペクトル写像定理） T を Hilbert空間 H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とす
る．任意の f ∈ L(C,Π)に対して，Sp(f(T )) = ess ranΠ f である．特に，f が Sp(T )上の連続関数ならば，
Sp(f(T )) = f(Sp(T ))である．

証明 前半は，命題 2.26 の特別な場合である．f が Sp(T ) 上の連続関数ならば，前半の結果と合わせて，
Sp(f(T )) = ess ranΠ f = f(Sp(T ))を得る．

命題 4.12 T を Hilbert空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f , g ∈ L(C,Π)に
ついて，f(T )と g(T )が定義域の共通部分で一致するならば，f と g は L(C,Π)の元として一致する．

証明 命題 2.24の特別な場合である．

命題 4.13 T を Hilbert空間H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L(C,Π)に対し
て，次が成り立つ．

(1) f(T )が自己随伴であるための必要十分条件は，f が L(C,Π)の元として Hermiteである（あるいは同
値だが，Π-ほとんどいたるところで f が実数値である）ことである．特に，T が自己随伴であるため
の必要十分条件は，Sp(T ) ⊆ Rであることである．

(2) f(T )がユニタリであるための必要十分条件は，f が L(C,Π)の元としてユニタリである（あるいは同
値だが，Π-ほとんどいたるところで |f | = 1である）ことである．特に，T がユニタリであるための必
要十分条件は，Sp(T ) ⊆ Uであることである．

証明 (1), (2)のそれぞれの前半は，系 2.25の特別な場合である．後半は，前半において f を関数 λ 7→ λと
し，suppΠ = Sp(T )（定理 4.1）であることに注意すればわかる．

定理 4.14 T を Hilbert空間H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．fn, f , g ∈ L(X,Π)
（n ∈ N）とし，(fn)n∈N は f に Π-概収束し，任意の n ∈ Nに対して Π-ほとんどいたるところで |fn| ≤ |g|
であるとする．このとき，任意の ξ ∈ Dom g(T )に対して，ξ は Dom fn(T )（n ∈ N）および Dom f(T )に
属し，

lim
n→∞

fn(T )ξ = f(T )ξ

が成り立つ．*16

証明 射影値測度に関する積分の Lebesgueの収束定理（定理 2.28）の特別な場合である．

*15 連続正規作用素に対する主張は，定理 3.15ですでに述べた．
*16 連続正規作用素に対する主張は，定理 3.16ですでに述べた．
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系 4.15 T を Hilbert空間H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．L∞(C,Π)上の（ノル
ム ‖–‖∞ に関して）有界な点列 (fn)n∈N が，f ∈ L∞(C,Π)に Π-概収束するとする．このとき，強位相に関
して

lim
n→∞

fn(T ) = f(T )

である．*17

証明 系 2.29の特別な場合である．

命題 4.16 Hを Hilbert空間とし，Π を可測空間 X 上のH-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π)に対して，H
上の正規作用素 ∫

X
f dΠ のスペクトル測度は，f∗Π に等しい．さらに，任意の g ∈ L(C, f∗Π)に対して，

g

(∫
X

f dΠ

)
=
∫

X

g ◦ f dΠ

である．*18

証明 命題 2.17より ∫
X

f dΠ =
∫
C
z d(f∗Π)

（z は，C上の関数 λ 7→ λを表す）だから，∫
X
f dΠ のスペクトル測度は f∗Π に等しい．さらに，ふたたび

命題 2.17より，任意の g ∈ L(C, f∗Π)に対して，

g

(∫
X

f dΠ

)
=
∫
C
g d(f∗Π) =

∫
X

g ◦ f dΠ

が成り立つ．

系 4.17 T を Hilbert 空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L(C,Π) とする
と，H上の正規作用素 f(T )のスペクトル測度は，f∗Π に等しい．さらに，任意の g ∈ L(C, f∗Π)に対して，

g(f(T )) = (g ◦ f)(T )

である．*19

証明 命題 4.16の特別な場合である．

4.3 正自己随伴作用素の特徴付けと Borel可測関数算
定理 4.18 Hilbert空間H上の稠密に定義された線型作用素 T に対して，次の条件は同値である．

(a) T は正規であり，Sp(T ) ⊆ R≥0 を満たす．
(b) H上の自己随伴作用素 S が存在して，T = S2 となる．
(c) Hilbert空間 Kと，Hから Kへの稠密に定義された閉作用素 S が存在して，T = S∗S となる．
(d) T は正かつ自己随伴である．

*17 連続正規作用素に対する主張は，系 3.17ですでに述べた．
*18 連続正規作用素に対する主張は，命題 3.18ですでに述べた．
*19 連続正規作用素に対する主張は，系 3.19ですでに述べた．
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証明 (a) =⇒ (b) T は正規であり，Sp(T ) ⊆ R≥0 を満たすとする．Sp(T )上の関数 t 7→ t1/2 に T を代入
した Borel 可測関数算の結果を S とすると，S は自己随伴であり（命題 4.13 (1)），S2 = T を満たす（定
理 4.9 (6)）．

(b) =⇒ (c) 明らかである．
(c) =⇒ (d) 系 1.51で示したように，Hから Hilbert空間 Kへの稠密に定義された閉作用素 S に対して，

S∗S はH上の正自己随伴作用素である．
(d) =⇒ (a) T が正かつ自己随伴ならば，定理 1.48より，Sp(T ) ⊆ R≥0 である．

命題 4.19 H を Hilbert 空間とし，Π を可測空間 X 上の H-射影値測度とする．f ∈ L(X,Π) に対して，∫
X
f dΠ が正自己随伴であるための必要十分条件は，Π-ほとんどいたるところで f ≥ 0であることである．

証明 ∫
X
f dΠ は常に正規であり（系 2.19 (2)），Sp(

∫
X
f dΠ) = ess ranΠ f を満たすから（命題 2.26），主

張は定理 4.18から従う．

系 4.20 T を Hilbert 空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．f ∈ L(C,Π) に対し
て，f(T )が正自己随伴であるための必要十分条件は，Π-ほとんどいたるところで f ≥ 0であることである．

証明 命題 4.19の特別な場合である．

T をHilbert空間H上の正自己随伴作用素とする．α ∈ R≥0とすると，Sp(T ) ⊆ R≥0上の関数 t 7→ tαに T

を代入する Borel可測関数算が定義できる．さらに，T が単射ならば，T のスペクトル測度Π はΠ({0}) = 0
を満たすから（命題 4.3 (1)），関数 t 7→ tα は L(X,Π)の元を一意に定める．これらのそれぞれの場合，Borel
可測関数算の結果を，Tα と書く．
前段の状況で，Tα は正自己随伴である（系 4.20）．また，α ∈ Nに対しては，Tα は T を α個合成したも
の（α = 0の場合は 1H とする）に等しく（定理 4.9 (6)），α = −1に対しては，Tα は T の逆作用素に等しい
（定理 4.9 (7)）．

命題 4.21 T を Hilbert 空間 H 上の正自己随伴作用素とする．α, β ∈ R≥0 について，α ≤ β ならば，
DomT β ⊆ DomTα である．

証明 Π を T のスペクトル測度とする．命題 4.6より，T γ（γ ∈ R≥0）の定義域は，

DomT γ =

{
ξ ∈ H

∣∣∣∣∣
∫
R≥0

t2γ dΠξ,ξ < ∞

}

（t2γ は，R≥0 上の関数 t 7→ t2γ を表す）である．Πξ,ξ は有限正値測度だから（命題 2.6 (1)），上式の右辺は，
γ が大きいほど小さい集合になる．よって，主張が成り立つ．

命題 4.22 Hを Hilbert空間とする．

(1) T をH上の正作用素，α, β ∈ Rとし，α, β ≥ 0または T は単射であるとする．このとき，(Tα)β = Tαβ

である．
(2) T を H上の正作用素，α, β ∈ Rとし，α, β ≥ 0または「α, β ≤ 0かつ T は単射」であるとする．こ
のとき，TαT β = Tα+β である．

証明 (1) 系 4.17の特別な場合である．
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(2) (1) より T−α = (T−1)α などが成り立つから，「α, β ≤ 0 かつ T は単射」の場合は，T の代わりに
T−1 を考えることで，α, β ≥ 0の場合に帰着する．したがって，α, β ≥ 0の場合に主張を示せば十分である．
このとき，定理 4.9 (4)より TαT β = Tα+β |Dom T β∩Dom T α+β だが，命題 4.21より DomTα+β ⊆ DomT β

だから，TαT β = Tα+β が成り立つ．

4.4 正規作用素の Hilbert直和とスペクトル測度
(Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =

⊕̂
i∈I Hi と置く．このとき，各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の正規

作用素とすると，T =
⊕̂

i∈I Ti はH上の正規作用素である（命題 1.66 (2)）．このことに注意する．

命題 4.23 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の正規作
用素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く．各 i ∈ I に対してΠi を Ti のスペクトル測度とすると，それらの Hilbert直

和 Π =
⊕̂

i∈I Πi は，T のスペクトル測度である．

証明 各 i ∈ I に対して Ti =
∫
C z dΠi（z は，C上の関数 λ 7→ λを表す）だから，命題 2.32より，

T =
⊕̂
i∈I

Ti =
⊕̂
i∈I

(∫
C
z dΠi

)
=
∫
C
z dΠ

である．よって，Π は T のスペクトル測度である．

系 4.24 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の正規作用
素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く．このとき，

Sp(T ) =
⋃
i∈I

Sp(Ti)

である．

証明 各 i ∈ I に対して Πi を Ti のスペクトル測度とすると，それらの Hilbert直和 Π =
⊕̂

i∈I Πi は T の
スペクトル測度である（命題 4.23）．よって，正規作用素のスペクトルがそのスペクトル測度の台に一致する
こと（定理 4.1）と命題 2.34より，

Sp(T ) = suppT =
⋃
i∈I

suppTi =
⋃
i∈I

Sp(Ti)

である．

系 4.25 (Hi)i∈I を Hilbert空間の族とし，H =
⊕̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の正規作用
素とし，T =

⊕̂
i∈I Ti と置く．このとき，任意の Borel可測関数 f : C → Cに対して，

f(T ) =
⊕̂
i∈I

f(Ti)

である．

証明 各 i ∈ I に対して Πi を Ti のスペクトル測度とすると，それらの Hilbert直和 Π =
⊕̂

i∈I Πi は T の
スペクトル測度である（命題 4.23）．よって，命題 2.32より，

f(T ) =
∫
C
f dΠ =

⊕̂
i∈I

∫
C
f dΠi =

⊕̂
i∈I

f(Ti)
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である．

4.5 正規作用素の簡約とスペクトル測度
命題 4.26 T を Hilbert空間H上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．Hの閉部分線型空間
Mは Π を簡約するとし，対応する簡約を ΠM と書く．

(1) Mは T を簡約し*20，対応する簡約 TM のスペクトル測度は ΠM に等しい．
(2) 任意の Borel可測関数 f : C → Cに対して，Mは f(T )を簡約し，対応する簡約は f(TM)に等しい．

証明 命題 2.40 より，任意の Borel 可測関数 f : C → C に対して，M は f(T ) を簡約し，対応する簡約は∫
C f dΠM に等しい．特に，T のMによる簡約 TM は ∫C z dΠM（z は，C上の関数 λ 7→ λを表す）に等し
いから，ΠM は TM のスペクトル測度である．また，これより f(TM) =

∫
C f dΠM だから，f(T )のMに

よる簡約は f(TM)に等しい．

系 4.27 T を Hilbert空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．A ⊆ Cを Borel集合
とし，M = ImΠ(A)と置き，Π のMによる簡約（例 2.37）を ΠM と書く．

(1) Mは T を簡約し，対応する簡約 TM のスペクトル測度は ΠM に等しい．
(2) 任意の Borel可測関数 f : C → Cに対して，Mは f(T )を簡約し，対応する簡約は f(TM)に等しい．
(3) Sp(TM) = Sp(T ) ∩Aである．特に，Sp(T ) ∩Aが有界ならば，TM はM上の連続正規作用素である．

証明 (1), (2) 命題 4.26 (1), (2)の特別な場合である．
(3) (1)と定理 4.1より，Sp(TM) = suppΠM = (suppΠ) ∩ A = Sp(T ) ∩ Aである．また，Sp(TM) =

Sp(T ) ∩Aが有界ならば，TM はM上の連続正規作用素である（系 4.8）．

4.6 正規作用素の可換性とスペクトル測度
連続正規作用素の場合（定理 3.21）の一般化として，正規作用素の可換性とスペクトル測度について次が成
り立つ．証明の主要な部分は，連続正規作用素の場合に帰着させることによって行う．

定理 4.28 T1, T2 をそれぞれ Hilbert空間 H1, H2 上の正規作用素とし，Π1, Π2 をそれぞれ T1, T2 のスペ
クトル測度とする．S ∈ L(H1; H2)とすると，次の条件は同値である．

(a) ST1 ⊆ T2S である．
(b) 任意の Borel集合 A ⊆ Cに対して，SΠ1(A) = Π2(A)S である．
(c) 任意の Borel可測関数 f : C → Cに対して，Sf(T1) ⊆ f(T2)S である．

証明 (a) =⇒ (b) 0 ∈ Cを中心とする半径 r ≥ 0の閉円板を B(r)と書き，各 n ∈ Nに対して

P
(n)
1 = Π1(B(n)), H(n)

1 = ImP
(n)
1 , P

(n)
2 = Π2(B(n)), H(n)

2 = ImP
(n)
2

*20 この主張の逆を，系 4.29で示す．
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と置く．例 2.37より，H(n)
1 , H(n)

2 はそれぞれ Π1, Π2 を簡約し，対応する簡約 Π
(n)
1 , Π(n)

2 は

ImΠ
(n)
1 (A) = ImΠ1(A ∩B(n)), ImΠ

(n)
2 (A) = ImΠ2(A ∩B(n))

によって与えられる．また，系 4.27 (1), (3) より，H(n)
1 , H(n)

2 はそれぞれ T1, T2 を簡約し，対応する簡約
T

(n)
1 , T (n)

2 のスペクトル測度はそれぞれ Π
(n)
1 , Π(n)

2 に等しく，T (n)
1 , T (n)

2 はそれぞれ H(n)
1 , H(n)

2 上の連続
線型作用素である．
S ∈ L(H1; H2) が ST1 ⊆ T2S を満たすとする．各 n ∈ N に対して，H(n)

1 から H1 への包含写像，
S ∈ L(H1; H2)，H2 から H(n)

2 の上への直交射影をこの順に合成したものを，Sn ∈ L(H(n)
1 ; H(n)

2 )と書く．
すると，任意の ξ ∈ H(n)

1 に対して

SnT
(n)
1 ξ = P

(n)
2 ST1ξ = P

(n)
2 T2Sξ = T

(n)
2 Snξ

だから，SnT
(n)
1 = T

(n)
2 Sn である．したがって，定理 3.21より，任意の Borel集合 A ⊆ Cに対して

SnΠ
(n)
1 (A) ⊆ Π

(n)
2 Sn

が成り立つ．すなわち，
P

(n)
2 SΠ1(A ∩B(n)) = Π2(A ∩B(n))SP (n)

1

である．上式において，有界 Borel 集合 A ⊆ C を固定して n → ∞ とすると，P (n)
1 , P (n)

2 はそれぞれ 1H1 ,
1H2 に弱収束し，十分大きい任意の n ∈ Nに対して A ∩B(n) = Aだから，

SΠ1(A) = Π2(A)S

を得る（合成の弱分離連続性を用いた）．次に，A ⊆ C を一般の Borel 集合とすると，上式より SΠ1(A ∩
B(n)) = Π2(A ∩B(n))S であり，n → ∞のとき Π1(A ∩B(n)), Π2(A ∩B(n))はそれぞれ Π1(A), Π2(A)
に弱収束するから，

SΠ1(A) = Π2(A)S

を得る（合成の弱分離連続性を用いた）．
(b) ⇐⇒ (c) 命題 2.30の特別な場合である．
(c) =⇒ (a) 明らかである．

T を Hilbert空間 H上の正規作用素とし，Hの閉部分線型空間Mが T を簡約するとする．このとき，対
応する簡約 TM は，M上の正規作用素である（系 1.74 (3)）．このことに注意する．

系 4.29 T を Hilbert空間 H 上の正規作用素とし，Π をそのスペクトル測度とする．H の閉部分線型空間
Mに対して，次の条件は同値である．

(a) Mは T を簡約する．
(b) Mは Π を簡約する．

証明 Mの上への直交射影を PM と書く．Mが T を簡約するとは，PMT ⊆ TPM であるということであ
り，M が Π を簡約するとは，任意の Borel集合 A ⊆ Cに対して PMΠ(A) = Π(A)PM であるということ
である．よって，定理 4.28より，条件 (a)と (b)は同値である．
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系 4.30 T , S を Hilbert空間 H 上の正規作用素とし，ΠT , ΠS をそれぞれ T , S のスペクトル測度とする．
次の条件は同値である．

(a) 任意の Borel集合 B ⊆ Cに対して，ΠS(B)T ⊆ TΠS(B)である．
(b) ΠS と ΠT は可換である．すなわち，任意の Borel 集合 A, B ⊆ C に対して，ΠS(B)ΠT (A) =

ΠT (A)ΠS(B)である．
(c) 任意の f ∈ L(C,ΠT )と Borel集合 B ⊆ Cに対して，ΠS(B)f(T ) ⊆ f(T )ΠS(B)である．
(d) 任意の g ∈ L∞(C,ΠS)に対して，g(S)T ⊆ Tg(S)である．
(e) 任意の Borel集合 A ⊆ Cと g ∈ L∞(C,ΠS)に対して，g(S)ΠT (A) = ΠT (A)g(S)である．
(f) 任意の f ∈ L(C,ΠT )と g ∈ L∞(C,ΠS)に対して，g(S)f(T ) ⊆ f(T )g(S)である．

証明 定理 4.28より (a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c)，(d) ⇐⇒ (e) ⇐⇒ (f)，(b) ⇐⇒ (e)だから，主張の条件はすべて
同値である．

定義 4.31（同時スペクトル測度，多変数 Borel 可測関数算） T = (Ti)i∈I を Hilbert 空間 H 上の正規作用
素の有限族，各 i ∈ I に対して Πi を Ti のスペクトル測度とし，これらのスペクトル測度はどの二つも可換
であるとする．このとき，(Πi)i∈I の積として定まる CI 上の H-射影値測度 Π を，T の同時スペクトル測度
（simultaneous spectral measure）という．また，f ∈ L(C,Π)に対して，

f(T ) =
∫
CI

f dΠ

と書く．

定義 4.31の状況で，i ∈ I に対応する射影が表す関数を zi : CI → Cと書くと，命題 2.17より，

zi(T ) =
∫
CI

zi dΠ =
∫
C
z d((zi)∗Π) =

∫
C
z dΠi = Ti

（z は，C上の関数 λ 7→ λを表す）である．
4.2節で述べたスペクトル測度の性質のほとんどは，同時スペクトル測度にまで拡張される．証明は同様に
できるから，詳細は省略する．

命題 4.32 T , S は Hilbert空間H上の正規作用素であり，それらのスペクトル測度は可換であるとする．こ
のとき，ST と TS は，DomST ∩ DomTS 上で一致する．

証明 関数 f : C2 → C を f(λ, µ) = λµ と定めると，ST と TS は，ともに f(T, S) の制限である（定
理 2.18 (4)）．よって，ST と TS は，DomST ∩ DomTS 上で一致する．

注意 4.33 Hilbert空間Hとその稠密部分線型空間 D，および Dを定義域とするH上の対称作用素 T , S で
あって，次の条件を満たすものが存在する．

• 任意の λ, µ ∈ Rに対して，λT + µS は本質的自己随伴である．
• ST = TS である．
• 二つの自己随伴作用素 T と S のスペクトル測度は可換でない．

詳しくは，Nelson [5, §10] を参照のこと．
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4.7 正規作用素のテンソル積とスペクトル測度
命題 4.34 (Hi)i∈I を Hilbert 空間の有限族とし，H =

⊗̂
i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の

正規作用素とし，T =
⊗̂

i∈I Ti と置く．このとき，T は H上の正規作用素である．さらに，各 i ∈ I に対し
て Πi を Ti のスペクトル測度とし，Π =

⊗̂
i∈I Πi と置き，CI 上の関数 (λi)i∈I 7→

∏
i∈I λi をmと書くと，

m∗Π は T のスペクトル測度である．

証明 各 i ∈ I に対して Ti =
∫
C zdΠi（zは，C上の関数 λ 7→ λを表す）だから，命題 2.49と命題 2.17より，

T =
⊗̂
i∈I

Ti =
⊗̂
i∈I

(∫
C
z dΠi

)
=
∫
CI

mdΠ =
∫
C
z d(m∗Π)

である．よって，T はH上の正規作用素であり（系 2.19 (2)），m∗Π はそのスペクトル測度である．

系 4.35 (Hi)i∈I を Hilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の正規
作用素とし，T =

⊗̂
i∈I Ti と置く．このとき，

Sp(T ) =

{∏
i∈I

λi

∣∣∣∣∣ 各 i ∈ I に対して λi ∈ Sp(Ti)

}

である．

証明 各 i ∈ I に対して Πi を Ti のスペクトル測度とし，Π =
⊗̂

i∈I Πi と置き，CI 上の関数 (λi)i∈I 7→∏
i∈I λi をmと書くと，m∗Π は T のスペクトル測度である（命題 4.34）．よって，正規作用素のスペクトル

がそのスペクトル測度の台に一致すること（定理 4.1）と命題 2.50より，

Sp(T ) = suppm∗Π = m(suppΠ) = m

(∏
i∈I

suppΠi

)
= m

(∏
i∈I

Sp(Ti)

)

である．

系 4.36 (Hi)i∈I を Hilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の自己
随伴作用素とすると，T =

⊗̂
i∈I Ti はH上の自己随伴作用素である．

証明 各 i ∈ I に対して Ti が Hi 上の正規作用素ならば，命題 4.34より，T =
⊗̂

i∈I Ti は H上の正規作用
素である．また，系 4.35より，各 Sp(Ti)が Rに含まれるならば，Sp(T )も Rに含まれる．命題 4.13より，
これは，各 Ti が自己随伴ならば T も自己随伴であることを意味する．

次の系において，関数 f : C → Cが乗法的（multiplicative）であるとは，f(1) = 1であり，かつ任意の λ,
µ ∈ Cに対して f(λµ) = f(λ)f(µ)を満たすことをいう．

系 4.37 (Hi)i∈I を Hilbert空間の有限族とし，H =
⊗̂

i∈I Hi と置く．各 i ∈ I に対して Ti を Hi 上の正規
作用素とし，T =

⊗̂
i∈I Ti と置く．このとき，任意の乗法的な Borel可測関数 f : C → Cに対して，

f(T ) =
⊗̂
i∈I

f(Ti)

である．
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証明 各 i ∈ I に対して Πi を Ti のスペクトル測度とし，Π =
⊗̂

i∈I Πi と置き，CI 上の関数 (λi)i∈I 7→∏
i∈I λi をmと書くと，m∗Π は T のスペクトル測度である（命題 4.34）．また，f が乗法的であることより，

(f ◦m)((λi)i∈I) =
∏

i∈I f(λi)（(λi)i∈I ∈ CI）である．よって，命題 2.17と命題 2.49より，

f(T ) =
∫
C
f d(m∗Π) =

∫
CI

f ◦mdΠ =
⊗̂
i∈I

(∫
C
f dΠi

)
=
⊗̂
i∈I

f(Ti)

である．

4.8 応用：稠密に定義された閉作用素の極分解
Hilbert空間 Hから Kへの稠密に定義された閉作用素 T に対して，T ∗T が H上の正自己随伴作用素であ
ること（系 1.51）に注意する．

定義 4.38（絶対値） Hilbert空間 Hから Kへの稠密に定義された閉作用素 T に対して，H上の正自己随伴
作用素 (T ∗T )1/2 を T の絶対値（absolute value）といい，|T |と書く．

H = Kであり，T が H上の正規作用素ならば，|T |は，絶対値をとる関数に T を代入して得られる Borel
可測関数算の結果に一致する．（定理 4.9 (6)，系 4.17）．

命題 4.39 T を Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された閉作用素とする．

(1) DomT = Dom|T |であり，任意の ξ ∈ DomT = Dom|T |に対して ‖Tξ‖ = ‖|T |ξ‖である．
(2) Ker|T | = KerT かつ Im|T | = (KerT )⊥ である．

証明 (1) D = DomT ∗T = Dom|T |2 と置くと，命題 1.50 (4)より，gr(T |D)は gr(T )において稠密であ
り，gr(|T ||D)は gr(|T |)において稠密である．まず，ξ ∈ D に対しては，

‖|T |ξ‖2 = 〈|T |ξ||T |ξ〉 = 〈|T |2ξ|ξ〉 = 〈T ∗Tξ|ξ〉 = 〈Tξ|Tξ〉 = |Tξ|2

だから，
‖|T |ξ‖ = ‖Tξ‖ (∗)

である．次に，ξ ∈ DomT とする．gr(T |D)は gr(T )において稠密だから，D 上の点列 (ξn)n∈N であって，
((ξn, T ξn))n∈N が (ξ, T ξ)に収束するものがとれる．すると，(Tξn)n∈N は Cauchy列であり，(∗)より任意の
m, n ∈ Nに対して ‖Tξm − Tξn‖ = ‖|T |ξm − |T |ξn‖だから，(|T |ξn)n∈N も Cauchy列である．したがって，
(|T |ξn)n∈N はある点 η ∈ Hに収束する．|T |は閉であり，(ξn)n∈N, (|T |ξn)n∈N はそれぞれ ξ, η に収束するか
ら，ξ ∈ Dom|T |かつ |T |ξ = η である．さらに，(∗)より，

‖|T |ξ‖ = ‖η‖ = lim
n→∞

‖|T |ξn‖ = lim
n→∞

‖Tξn‖ = ‖Tξ‖

が成り立つ．これで，DomT ⊆ Dom|T |であり，任意の ξ ∈ DomT に対して ‖Tξ‖ = ‖|T |ξ‖であることが
示された．DomT ⊆ Dom|T |を示したのと同じ方法で，Dom|T | ⊆ DomT も示せる．よって，主張が成り立
つ．*21

(2) Ker|T | = KerT は (1)からただちに従う．また，|T |が自己随伴であることと命題 1.21より Im|T | =
(Ker|T |)⊥ だから，Im|T | = (KerT )⊥ である．

*21 この証明は，命題 1.53の (a) =⇒ (b)の証明と類似している．
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Hilbert空間 Hから Kへの線型作用素 T に対して，Hの閉部分線型空間 (KerT )⊥ を T の始空間（initial
space）といい，Kの閉部分線型空間 ImT を T の終空間（final space）という．T がHから Kへの全域で定
義された連続線型作用素であり，T が誘導する始空間から終空間への連続線型作用素がユニタリであるとき，
T をHから Kへの部分等長作用素（partial isometry）という．

定理 4.40 T を Hilbert空間 Hから Kへの稠密に定義された閉作用素とする．Hから Kへの全域で定義さ
れた連続線型作用素 U であって，T = U |T |かつ KerU = KerT を満たすものが一意に存在する．さらに，
この条件を満たす U は部分等長であり，T と同じ始空間・終空間をもつ．

証明 DomT = Dom|T | であり，任意の ξ ∈ DomT = Dom|T | に対して ‖|T |ξ‖ = |Tξ| だから（命
題 4.39 (1)），等長線型同型 V0 : Im|T | → ImT を，

V0|T |ξ = Tξ (ξ ∈ DomT = Dom|T |)

と定義できる．さらに，完備化の一意性より，V0 はユニタリ作用素 V : Im|T | → ImT に一意に拡張される．
Hから Kへの全域で定義された連続線型作用素 U に対する条件 T = U |T |は，U |Im|T | = V といいかえら
れる．また，(Im|T |)⊥ = KerT である（命題 4.39 (2)）．よって，Hから Kへの全域で定義された連続線型
作用素 U であって，T = U |T |かつ KerU = KerT を満たすものが一意に存在すし，それは，(KerT )⊥ を始
空間，ImT を終空間とする部分等長作用素である．

定義 4.41（極分解） Hilbert空間Hから Kへの稠密に定義された閉作用素 T に対して，定理 4.40で定まる
分解 T = U |T |を，T の極分解（polar decomposition）という．

極分解は，次のようにも特徴付けられる．

命題 4.42 T を Hilbert空間 Hから Kへの稠密に定義された閉作用素とする．Aは H上の正自己随伴作用
素，U は H から K への部分等長作用素であり，T = UAかつ KerU = KerAを満たすとする．このとき，
T = UAは T の極分解である．

証明 部分等長作用素の定義から容易に確かめられるように，U∗U は (KerU)⊥ の上への直交射影であ
る．仮定より (KerU)⊥ = (KerA)⊥ = ImA だから（A が自己随伴であることと命題 1.21 を用いた），
T ∗T = AU∗UA = A2 であり（命題 1.20 (3)），したがって，|T | = (T ∗T )1/2 = (A2)1/2 = A である（命
題 4.22 (1)）．これより，T = U |T |かつ KerU = Ker|T | = KerT だから（命題 4.39），極分解の一意性（定
理 4.40）より，T = UA = U |T |は T の極分解である．

4.9 応用：Stoneの定理
本小節では，Hilbert空間H上のユニタリ作用素全体のなす群を，U (H)と書く．

定義 4.43（強連続一径数ユニタリ群） Hを Hilbert空間とする．群準同型 U : R → U (H)を，H上の一径
数ユニタリ群（one-parameter unitary group）という．H 上の一径数ユニタリ群 U は，U (H)の強位相に
関して連続であるとき，強連続（strongly continuous）であるという．

補題 4.44 U を Hilbert空間H上の一径数ユニタリ群とする．H上の線型作用素H を，次のように定める．

81



• DomH は，極限値
lim
t→0

U(t)ξ − ξ

t
∈ H

が存在する ξ ∈ Hの全体とする．
• ξ ∈ DomH に対して，

Hξ = 1
i

lim
t→0

U(t)ξ − ξ

t

と定める．

このとき，次が成り立つ．

(1) H は対称である．
(2) 任意の t ∈ Rに対して，U(t)(DomH) = DomH である．
(3) 任意の ξ ∈ DomH に対して，RからHへの写像 t 7→ U(t)ξ は微分可能であり，

d

dt
U(t)ξ = iU(t)Hξ = iHU(t)ξ (t ∈ R)

が成り立つ．

証明 (1) 任意の ξ, η ∈ DomH に対して

〈η|Hξ〉 = lim
t→0

〈
η

∣∣∣∣1i · U(t)ξ − ξ

t

〉
= lim

t→0

〈
−1
i

· U(−t)η − η

t

∣∣∣∣ξ〉
= lim

t→0

〈
1
i

· U(−t)η − η

−t

∣∣∣∣ξ〉
= 〈Hη|ξ〉

だから，H は対称である．
(2) t ∈ Rとする．任意の ξ ∈ DomH に対して，s → 0のとき

U(t+ s)ξ − U(t)ξ
s

= U(t)
(
U(s)ξ − ξ

s

)
→ iU(t)Hξ (∗)

だから，U(t)ξ ∈ DomH である．したがって，U(t)(DomH) ⊆ DomH である．t を −t に置き換えれば，
U(−t)(DomH) ⊆ DomH，すなわち DomH ⊆ U(t)(DomH)もわかる．よって，U(t)(DomH) = DomH

である．
(3) ξ ∈ DomH とする．(∗)より，RからHへの写像 t 7→ U(t)ξ は微分可能であり，

d

dt
U(t)ξ = iU(t)Hξ

を満たす．また，
d

dt
U(t)ξ = lim

s→0

U(t+ s)ξ − U(t)ξ
s

= lim
s→0

U(s)U(t)ξ − U(t)ξ
s

= iHU(t)ξ

である．
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定理 4.45（Stoneの定理） Hを Hilbert空間とする．

(1) H上の自己随伴作用素 H に対して，U(t) = exp(itH)（t ∈ R）と定めると，U は H上の強連続一径
数ユニタリ群である．

(2) H上の強連続一径数ユニタリ群 U に対して，H上の線型作用素 H を補題 4.44と同様に定めると，H
はH上の自己随伴作用素である．

(3) (1)と (2)の対応は，互いに他の逆であり，H上の自己随伴作用素とH上の強連続一径数ユニタリ群と
の間の一対一対応を与える．

証明 (1) t1, t2 ∈ Rとすると，系 4.10より，U(t1 + t2) = U(t1)U(t2)である．また，t ∈ Rに対する R上
の関数 λ 7→ exp(itλ)は，常に |exp(itλ)| = 1を満たし，t → t0 のとき関数 λ 7→ exp(it0λ)に各点収束するか
ら，定理 4.14より，このとき U(t)は U(t0)に強収束する．よって，U は H上の強連続一径数ユニタリ群で
ある．

(2), (3) 次の二つの主張を示せばよい．

• H を H上の自己随伴作用素，H から (1)の方法で定まる H上の強連続一径数ユニタリ群を U，U か
ら (2)の方法で定まるH上の線型作用素を H ′ とすると，H ′ = H である．

• H上の任意の強連続一径数ユニタリ群は，H上のある自己随伴作用素から (2)の方法で得られる．

これらの主張を，以下の (I)–(IV)で示す．
(I) H を H上の自己随伴作用素，H から (1)の方法で定まる H上の強連続一径数ユニタリ群を U，U か
ら (2)の方法で定まるH上の線型作用素を H ′ とし，H ′ = H を示す．
t ∈ R\ {0}に対する R上の関数 λ 7→ (1/i)(exp(itλ) − 1)/tは，常に |(1/i)(exp(itλ) − 1)/t| ≤ |λ|（λ ∈ R）
を満たし，t → 0のとき関数 λ 7→ λに各点収束する．したがって，定理 4.14より，任意の ξ ∈ DomH に対
して，

lim
t→0

1
i

· U(t)ξ − ξ

t
= Hξ

だから，ξ ∈ DomH ′ かつH ′ξ = Hξ である．よって，H ⊆ H ′ である．ところが，H は自己随伴でH ′ は対
称だから（補題 4.44 (1)），自己随伴作用素の極大性（命題 1.44）より，H ′ = H である．

(II) U を H 上の強連続一径数ユニタリ群とし，U から (2) の方法で定まる H 上の線型作用素 H（補
題 4.44 (1)より，これは対称である）が稠密に定義されていることを示す．
R上のコンパクト台をもつ滑らかな複素数値関数の全体を C∞

c (R)と書き，f ∈ C∞
c (R)と ξ ∈ Hに対して，

Tfξ =
∫
R
f(t)U(t)ξ dt ∈ H

と定める（Hilbert 空間に値をとる積分については，宮島 [16, 3.4.1 節] を参照のこと）．すると，任意の
s ∈ R \ {0}に対して，

U(s)Tfξ − Tfξ

s
=
∫
R
f(t) · U(s+ t)ξ − U(t)ξ

s
dt

=
∫
R

f(t− s) − f(t)
s

· U(t)ξ dt (∗)

である．ここで，∣∣∣∣f(t− s) − f(t)
s

+ f ′(t)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1s
∫ t

t−s

(−f ′(u) + f ′(t)) du
∣∣∣∣ ≤ sup

|u1−u2|≤s

|f ′(u1) − f ′(u2)|
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であり，s → 0のとき，上式の最左辺は tによらず 0に収束するから，R上の関数 t 7→ (f(t− s) − f(t))/sは
−f ′ に一様収束する．したがって，(∗)より

lim
s→0

U(s)Tfξ − Tfξ

s
= −

∫
R
f ′(t)U(t)ξ dt

となるから，Tfξ ∈ DomH である．さて，ϵ > 0 に対して，fϵ ∈ C∞
c (R) を fϵ ≥ 0，∫R fϵ(t) dt = 1 かつ

supp fϵ ⊆ [−ϵ, ϵ]を満たすようにとる．すると，任意の ξ ∈ Hに対して，ϵ → 0+のとき

‖Tfϵ
ξ − ξ‖ =

∥∥∥∥∫
R
f(t)(U(t)ξ − ξ) dt

∥∥∥∥ ≤ sup
t∈[−ϵ,ϵ]

‖U(t)ξ − ξ‖ → 0

となる．よって，DomH はHにおいて稠密である．
(III) (II)から引き続いて，H が本質的自己随伴であることを示す．系 1.47より，そのためには，H∗ ∓ i1H

が単射であることをいえばよい．
η ∈ DomH∗ が H∗η = ±iη を満たすとして，ξ ∈ DomH を任意にとる．補題 4.44 (3)より，R上の関数

t 7→ 〈η|U(t)ξ〉は微分可能であり，

d

dt
〈η|U(t)ξ〉 = i〈η|HU(t)ξ〉 = i〈H∗η|U(t)ξ〉 = ±〈η|U(t)ξ〉

を満たす．この微分方程式を解き，初期条件 〈η|U(0)ξ〉 = 〈η|ξ〉に注意すれば，

〈η|U(t)ξ〉 = e±t〈η|ξ〉

を得る．一方で，任意の t ∈ Rに対して，|〈η|U(t)ξ〉| ≤ ‖U(t)‖‖ξ‖‖η‖ = ‖ξ‖‖η‖である．よって，上式が成
り立つためには，〈ξ|η〉 = 0でなければならない．任意の ξ ∈ DomH に対してこれが成り立ち，(II)で示し
たように DomH は Hにおいて稠密だから，η = 0を得る．これで，H が本質的自己随伴であることが示さ
れた．

(IV) U を H上の強連続一径数ユニタリ群，U から (2)の方法で定まる H上の線型作用素を H（(III)で
示したように，これは本質的自己随伴である），その閉包 H から (1)の方法で定まる H 上の強連続一径数ユ
ニタリ群を U ′ とし，U ′ = U を示す*22．
ξ ∈ DomH を任意にとる．補題 4.44 (3)より，

d

dt
U(t)ξ = iHU(t)ξ = iHU(t)ξ

である．一方で，(I)で示したことより，U ′ から (2)の方法で定まる H上の線型作用素は H だから，ふたた
び補題 4.44 (3)より，

d

dt
U ′(t)ξ = iHU ′(t)ξ

である．したがって，η(t) = (U ′(t) − U(t))ξ と置くと，

d

dt
η(t) = d

dt
(U ′(t) − U(t))ξ = iH(U ′(t) − U(t))ξ = iHη(t)

*22 定理の結論より実は H = H だが，そのことはここでは必要ない．
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だから，
d

dt
‖η(t)‖2 =

〈
d

dt
η(t)

∣∣∣∣η(t)
〉

+
〈
η(t)

∣∣∣∣ ddt η(t)
〉

= 〈iHη(t)|η(t)〉 + 〈η(t)|iHη(t)〉
= 0

が成り立つ．よって，‖η(t)‖は tによらない定数だが，η(0) = U ′(0)ξ − U(0)ξ = 0だから，η(t)は常に 0で
ある．すなわち，任意の t ∈ Rに対して，U ′(t)ξ = U(t)ξ である．任意の ξ ∈ DomH に対してこれが成り立
ち，(II)で示したように DomH はHにおいて稠密だから，U ′ = U を得る．

定義 4.46（強連続一径数ユニタリ群の生成，無限小生成作用素） Hを Hilbert空間とする．

(1) H上の自己随伴作用素 H から定理 4.45 (1)の方法で定まる H上の強連続一径数ユニタリ群を，H が
生成する強連続一径数ユニタリ群という．

(2) H上の強連続一径数ユニタリ群 U から定理 4.45 (2)の方法で定まるH上の自己随伴作用素を，U の無
限小生成作用素（inifinitesimal generator）という．

命題 4.47 U を Hilbert空間 H上の強連続一径数ユニタリ群とし，H を U の無限小生成作用素とする．次
の条件は同値である．

(a) U : R → U (H)は U (H)のノルム位相に関して連続である．
(b) H はH上の連続自己随伴作用素である．

証明 (b) =⇒ (a) H がH上の連続自己随伴作用素であるとすると，Sp(H)は Rのコンパクト集合だから，
t ∈ Rが t0 ∈ Rに近づく極限において，Sp(H)上の関数 λ 7→ exp(itλ)は関数 λ 7→ exp(it0λ)に一様収束す
る．したがって，このとき，U(t) = exp(itH) は U(t0) = exp(it0H) にノルム収束する（定理 3.15）．よっ
て，U は U (H)のノルム位相に関して連続である．

(a) =⇒ (b) U が U (H) のノルム位相に関して連続であるとすると，ある δ > 0 が存在して，任意の
t ∈ [−δ, δ]に対して

sup
λ∈Sp(H)

|exp(itλ) − 1| = ‖exp(itH) − 1H‖ = ‖U(t) − 1H‖ ≤ 1

が成り立つ（命題 4.7）．すなわち，任意の t ∈ [−δ, δ]と λ ∈ Sp(H)に対して，

tλ ∈
⋃
n∈Z

[
2πn− π

3
, 2πn+ π

3

]
が成り立つ．これは，Sp(H)が有界でなければありえない．よって，H はH上の連続自己随伴作用素である
（系 4.8）．

付録 A Cayley変換と自己随伴作用素のスペクトル分解
本付録では，対称作用素の Cayley変換について解説する．その応用として，対称作用素の拡張について述
べ，また，自己随伴作用素のスペクトル分解定理を定理 4.1とは異なる方法で証明する．本付録を理解するの
に，正規作用素や Hilbert直和に関する知識は必要ない．

85



本節において，Hilbert空間H上の（全域で定義されているとは限らない）線型作用素 U が等長（isometric）
であるとは，任意の ξ ∈ DomU に対して ‖Uξ‖ = ‖ξ‖であることをいう．

A.1 Cayley変換
定義 A.1（Cayley変換・逆変換） Hを Hilbert空間とする．

(1) H上の対称作用素 T に対して，(T − i1H)(T + i1H)−1 を，T の Cayley変換（Cayley transform）と
いう（命題 1.35 (2)より，T + i1H が単射であることに注意する）．

(2) H 上の等長作用素 U であって 1H − U が単射であるものに対して，i(1H + U)(1H − U)−1 を，U の
Cayley逆変換（inverse Cayley transform）という．

定理 A.2 Hを Hilbert空間とする．

(1) H上の対称作用素 T に対して，T の Cayley変換 U = (T − i1H)(T + i1H)−1 は，H上の等長作用素
であり，1H − U は単射である．さらに，DomU = Im(T + i1H)かつ ImU = Im(T − i1H)である．

(2) H 上の等長作用素 U であって 1H − U が単射であるものに対して，U の Cayley逆変換 T = i(1H +
U)(1H −U)−1は，H上の対称作用素である．さらに，DomT = Im(1H −U)かつ ImT = Im(1H +U)
である．

(3) (1) と (2) の対応は，互いに他の逆であり，H 上の対称作用素 T と H 上の等長作用素 U であって
1H − U が単射であるものとの間の一対一対応を与える．さらに，この一対一対応は，線型作用素の拡
張関係を保つ．

証明 (1) 命題 1.35 (1), (2)より，T + i1H は DomT から Im(T + i1H)への全単射，T − i1H は DomT

から Im(T − i1H)への全単射であり，ξ ∈ DomT に対して

‖(T + i1H)ξ‖ = ‖Tξ‖2 + ‖ξ‖2 = ‖(T − i1H)ξ‖2

が成り立つ．よって，U は等長作用素であり，DomU = Im(T + i1H)かつ ImU = Im(T − i1H)を満たす．
次に，1H −U が単射であることを示す．η ∈ DomU とすると，上記のことより，ある ξ ∈ DomT が一意に存
在して，η = (T + i1H)ξ かつ Uη = (T − i1H)ξ となる．これより，(1H −U)η = 2iξ だから，(1H −U)η = 0
ならば ξ = 0であり，したがって η = 0となる．よって，1H − U は単射である．

(2) 1H − U は DomU から Im(1H − U)への全単射，1H + U は DomU から Im(1H + U)への全射だか
ら，DomT = Im(1H −U)かつ ImT = Im(1H +U)である．次に，T が対称であることを示す．ξ ∈ DomT

とすると，上記のことより，ある η ∈ DomU が一意に存在して，ξ = (1H −U)ηかつ Tξ = i(1H +U)ηとな
る．ξ′ ∈ DomT として，同様に η′ ∈ DomU をとると，

〈ξ′|Tξ〉 = 〈(1H − U)η′|i(1H + U)η〉
= 〈i(1H + U)η′|(1H − U)η〉
= 〈Tξ′|ξ〉

を得る．よって，T は対称である．
(3) まず，T をH上の対称作用素，U をその Cayley変換とし，U の Cayley逆変換が T に一致すること

を示す．η ∈ DomU とすると，(1)で述べたように，ある ξ ∈ DomT が一意に存在して，η = (T + i1H)ξ か
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つ Uη = (T − i1H)ξ となる．したがって，

(1H − U)η = 2iξ, (1H + U)η = 2Tξ

である．η が DomU 全体を動くとき ξ は DomT 全体を動くから，Im(1H − U) = DomT であり，

Tξ = 1
2

(1H + U)η

= 1
2

(1H + U)(1H − U)−1(2iξ)

= i(1H + U)(1H − U)−1ξ

が成り立つ．よって，U の Cayley逆変換は T に一致する．
次に，U をH上の等長作用素であって 1H −U が単射であるもの，T をその Cayley変換とし，T の Cayley
変換が U に一致することを示す．ξ ∈ DomT とすると，(1)で述べたように，ξ ∈ DomU が一意に存在して，
η = (1H − U)ξ かつ Tη = i(1H + U)ξ となる．したがって，

(T + i1H)ξ = 2iη, (T − i1H)ξ = 2iUη

である．ξ が DomT 全体を動くとき η は DomU 全体を動くから，Im(T + i1H) = DomU であり，

Uη = 1
2i

(T − i1H)ξ

= 1
2i

(T − i1H)(T + i1H)−1(2iη)

= (T − i1H)(T + i1H)−1η

が成り立つ．よって，T の Cayley変換は U に一致する．
Cayley変換・逆変換が線型作用素の拡張関係を保つことは，明らかである．これで，すべての主張が示さ
れた．

補題 A.3 T を Hilbert空間H上の対称作用素とし，U をその Cayley変換とする．

(1) T が閉であること，Im(T + i1H)がHにおいて閉であること，Im(T − i1H)がHにおいて閉であるこ
と，U が閉であることは，すべて同値である．

(2) T が稠密に定義されていることと，Im(1H − U)がHにおいて稠密であることとは同値である．
(3) T が自己随伴であることと，U がユニタリであることとは同値である．

証明 (1) 命題 1.35 (1) より，ξ ∈ DomT に対して ‖(T ± i1H)ξ‖2 = ‖Tξ‖2 + ‖ξ‖2 = ‖(ξ, T ξ)‖2 だか
ら，gr(T ), Im(T + i1H), Im(T − i1H) はすべて等長線型同型である．また，U は Im(T + i1H) を定義域，
Im(T − i1H)を値域とする等長作用素だから，Im(T + i1H), Im(T − i1H), gr(U)はすべて位相線型空間と
して同型である．よって，gr(T ), Im(T + i1H), Im(T − i1H), gr(U)が完備であるかどうかは常に一致する．
すなわち，主張の条件はすべて同値である．

(2) DomT = Im(1H − U)（定理 A.2 (2)）であることから従う．
(3) 定理 1.46と，DomU = Im(T + i1H)かつ ImU = Im(T − i1H)であることより，

T が自己随伴 ⇐⇒ Im(T + i1H) = Im(T − i1H) = H
⇐⇒ DomU = ImU = H
⇐⇒ U がユニタリ
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である．

系 A.4 T を Hilbert空間H上の対称作用素とし，U をその Cayley変換とする．次の条件は同値である．

(a) T は可閉である．
(b) U の閉包 U について，1H − U は単射である．

さらに，これらの条件の下で，T の閉包 T の Cayley変換は，U に等しい．

証明 T が可閉であるとは，T を拡張する閉対称作用素 T̃ が存在するということであり（命題 1.33 (1)），定
理 A.2と補題 A.3より，これは，U を拡張する等長作用素 Ũ であって 1H − U が単射であるものが存在する
ことと同値である．これらの条件が成り立つならば，T̃ のうち最小のものは閉包 T であり，Ũ のうち最小の
ものは閉包 U である．よって，ふたたび定理 A.2より，主張が成り立つ．

補題 A.5 U を Hilbert空間H上の等長作用素とする．

(1) Im(1H − U)がHにおいて稠密ならば，1H − U は単射である．
(2) U がユニタリ作用素であるとする．このとき，Im(1H − U)がHにおいて稠密であることと，1H − U

が単射であることとは同値である．

証明 (1) ξ ∈ Ker(1H − U)とすると，任意の η ∈ Dom(1H − U)に対して，

〈(1H − U)η|ξ〉 = 〈η|ξ〉 − 〈Uη|ξ〉 = 〈η|ξ〉 − 〈Uη|Uξ〉 = 0

である．よって，Im(1H − U)がHにおいて稠密ならば，1H − U は単射である．
(2) U がユニタリならば，Ker(1H − U) = (Im(1H − U))⊥ だから（系 1.56），Im(1H − U)が Hにおい
て稠密であることと，1H − U が単射であることとは同値である．

定理 A.6 Hを Hilbert空間とする．

(1) Cayley 変換・逆変換は，H 上の稠密に定義された対称作用素 T と，H 上の等長作用素 U であって
Im(1H − U)がHにおいて稠密であるものとの間の一対一対応を与える．

(2) Cayley変換・逆変換は，H上の稠密に定義された閉対称作用素 T と，H上の閉等長作用素 U であっ
て Im(1H − U)がHにおいて稠密であるものとの間の一対一対応を与える．

(3) Cayley変換・逆変換は，H上の自己随伴作用素 T と，H上のユニタリ作用素 U であって Im(1H −U)
がHにおいて稠密であるものとの一対一対応を与える．

証明 (1) 定理 A.2，補題 A.3 (2)，補題 A.5 (1)から従う．
(2) (1)と補題 A.3 (1)から従う．
(3) 定理 A.2と補題 A.5 (2)から従う．

A.2 対称作用素の拡張
定理 A.7 T を Hilbert空間H上の稠密に定義された対称作用素とする．

(1) T が自己随伴作用素に拡張できるための必要十分条件は，(Im(T + i1H))⊥ と (Im(T − i1H))⊥ の
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Hilbert空間としての次元*23 が一致することである．
(2) T が極大対称作用素である（すなわち，T を真に拡張する対称作用素が存在しない）ための必要十分条
件は，T が閉であり，かつ，(Im(T + i1H))⊥ または (Im(T − i1H))⊥ が 0であることである．

証明 T の Cayley変換を U とする．U は H上の等長作用素であり，DomU = Im(T + i1H)かつ ImU =
Im(T − i1H)を満たす（定理 A.2 (1)）．Im(1H − U)はHにおいて稠密だから（定理 A.6 (1)），U を拡張す
る任意の等長作用素 Ũ に対しても，Im(1H − Ũ)がHにおいて稠密であることに注意する．

(1) 定理 A.6 (1)と上記の注意より，

T が自己随伴作用素に拡張できる
⇐⇒ U がユニタリ作用素に拡張できる
⇐⇒ (DomU)⊥ と (ImU)⊥ の Hilbert空間としての次元が一致する
⇐⇒ (Im(T + i1H))⊥ と (Im(T − i1H))⊥ の Hilbert空間としての次元が一致する

である．
(2) 定理 A.6 (1), (2)と定理 A.2 (1)，および上記の注意より，

T が極大対称作用素
⇐⇒ U が極大等長作用素
⇐⇒ U が閉であり，かつ，(DomU)⊥ または (ImU)⊥ が 0

⇐⇒ T が閉であり，かつ，(Im(T + i1H))⊥ または (Im(T − i1H))⊥ が 0

である．

A.3 自己随伴作用素のスペクトル分解
本小節では，Cの部分集合上の関数 λ 7→ λを，z と書く．

定理 A.8（自己随伴作用素のスペクトル分解定理） Hilbert空間 H上の自己随伴作用素 T に対して，R上の
H-射影値 Borel測度 Π であって，

T =
∫
R
z dΠ

を満たすものが一意に存在する．さらに，この Π は，suppΠ = Sp(T )を満たす．

証明 R 上の H-射影値 Borel 測度 Π が T =
∫
R z dΠ を満たすとすると，命題 2.26 より，Sp(T ) =

ess ranΠ z = suppΠ が成り立つ．あとは，R上の H-射影値 Borel測度 Π であって T =
∫
R z dΠ を満たす

ものが一意に存在することを示せばよい．
T の Cayley変換を U = (T − i1H)(T + i1H)−1 とする．U はユニタリ作用素だから（定理 A.6 (3)），連続
正規作用素のスペクトル分解定理（定理 3.8）より，U =

∫
C z dΠ

′ を満たす C上の H-射影値 Borel測度 Π ′

が一意に存在する．U がユニタリであることより Sp(U) ⊆ Uであり（命題 4.13），1H −U が単射であること
より Π ′({1}) = Ker(1H − U) = 0だから（命題 3.10 (1)），Π ′ は U \ {1}上の H-射影値 Borel測度とみな
せる．

*23 Hilbert 空間 H の正規直交基底の濃度（これは，正規直交基底のとり方によらず一定である）を，H の Hilbert 空間としての次
元という．
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さて，写像 ϕ : R → U \ {1} を ϕ(t) = (t − i)/(t + i) と定めると，ϕ は同相写像であり，その逆写像は
ϕ−1(λ) = i(1 + λ)/(1 − λ) で与えられる．R 上の H-射影値 Borel 測度 Π が T =

∫
R z dΠ を満たすとする

と，定理 2.18 (1), (4), (6)と命題 2.17より，

U = (T − i1H)(T + i1H)−1 =
∫
R
ϕdΠ =

∫
U\{1}

z d(ϕ∗Π)

が成り立つ．一方で，U \ {1}上の H-射影値 Borel測度 Π ′ が U =
∫
U\{1} z dΠ

′ を満たすとすると，T は U

の Cayley 逆変換 i(1H + U)(1H − U)−1 に等しいことと，（定理 A.2），定理 2.18 (1), (4), (6) と命題 2.17
より，

T = i(1H + U)(1H − U)−1 ⊆
∫
U\{1}

ϕ−1 dΠ ′ =
∫
R
z d((ϕ−1)∗Π

′)

が成り立つ．T と ∫R z d((ϕ−1)∗Π
′) はともに自己随伴だから（系 2.25 (1)），自己随伴作用素の極大性（命

題 1.44）より，
T =

∫
R
z d((ϕ−1)∗Π

′)

である．以上より，T =
∫
R z dΠ を満たす R 上の H-射影値 Borel 測度 Π と，U =

∫
U\{1} z dΠ

′ を満たす
U \ {1}上のH-射影値 Borel測度 Π ′ とは，同相写像 ϕ : R → U \ {1}を通して一対一に対応する．前段で述
べたように，このような Π ′ は一意に存在するから，このような Π も一意に存在する．
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