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概要
確率過程，特にマルチンゲールの理論について解説する．条件付き確率について解説したあと，マルチン
ゲールを定義し，不等式評価，収束定理，任意停止定理などを示す．
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記号と用語
• 自然数，有理数，実数全体の集合を，それぞれN, Q, Rと書く．0は自然数に含める．また，N = Nt{∞}，

R = [−∞, ∞]，R≥0 = [0, ∞)，R≥0 = [0, ∞]と書く．
• 集合 Aの定義関数（特性関数）を，1A と書く．
• 区間を表す記号 [s, t], [s, t), (s, t], (s, t), [s, ∞), (s, ∞), (−∞, t], (−∞, t)を，一般の全順序集合にお
いても用いる．
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• 全順序集合 I の部分集合 J が上に共終であるとは，任意の s ∈ I に対して，ある t ∈ J が存在し，s ≤ t

となることをいう．「下に共終である」ことも，同様に定義する．
• I を全順序集合とする．{(s, t] | s, t ∈ I t {−∞}, s < t}が生成する I 上の位相を，I の左順序位相と
いう．{[s, t) | s, t ∈ I t {∞}, s < t}が生成する I 上の位相を，I の右順序位相という．I から位相空
間への写像は，左順序位相に関して連続であるとき左連続であるといい，右順序位相に関して連続であ
るとき右連続であるという．

• supλ∈Λ tλを
∨

λ∈Λ tλとも書き，infλ∈Λ tλを
∧

λ∈Λ tλとも書く．max{s, t}を s∨tとも書き，min{s, t}
を s ∧ tとも書く．

• 集合上の σ-代数の族 (Fi)i∈I の上界（すなわち，
⋃

i∈I Fi が生成する σ-代数）を，∨
i∈I Fi と書く．

• (Ω,F, µ)を測度空間とし，p ∈ [1, ∞]とするとき，Ω 上の p乗可積分な実可測関数全体のなす空間を
L p(Ω,F, µ)と書く．その「ほとんどいたるところで一致する関数を同一視する」同値関係に関する同
値類全体のなす空間を Lp(Ω,F, µ)と書く．Ω 上の実あるいは R値可測関数 f の Lp ノルムを，‖f‖p

と書く（f が p乗可積分でないときは，‖f‖p = ∞とする）．
• 可測関数の「ほとんどいたるところで一致する関数を同一視する」同値関係に関する同値類を，しばし
ば関数そのもののように扱う．

1 条件付き期待値
1.1 条件付き期待値
命題 1.1 (Ω,F, P ) を確率空間とし，G を F の部分 σ-代数とする．任意の X ∈ L1(Ω,F, P ) に対して，
X ′ ∈ L1(Ω,G, P )であって，任意の A ∈ Gに対して

E[1AX ′] = E[1AX]

を満たすものが，一意に存在する．

証明 A ∈ G に E[1AX] を対応させる写像は，可測空間 (Ω,G) 上の有限実測度である．よって，Radon–
Nikodymの定理より，主張の条件を満たす X ′ ∈ L1(Ω,G, P )が一意に存在する．

定義 1.2（条件付き期待値） 命題 1.1の状況で，X ′ を，X（あるいはその任意の代表元）の Gに関する条件
付き期待値（conditional expectation）といい，E[X | G]と書く．

条件付き期待値 E[X | G]は，厳密には確率変数の同値類だが，しばしばこれを確率変数そのもののように
扱う．条件付き期待値を含む等式や不等式はすべて，関数の同値類のなす空間においてその等式や不等式が成
立する，という意味である．
G = {∅, X}に関する条件付き期待値 E[X | G]は，定値 E[X]をとる確率変数（の同値類）である．

1.2 条件付き期待値の基本的性質
命題 1.3 (Ω,F, P ) を確率空間とし，G を F の部分 σ-代数とする．条件付き期待値をとる写像 E[– |
G] : L1(Ω,F, P ) → L1(Ω,G, P )は，線型，順序保存，かつノルム減少である．

証明 E[– | G] が線型かつ順序保存であることは，定義から明らかである．E[– | G] がノルム減少であるこ
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とを示す．X ∈ L1(Ω,F, P ) とすると，−|X| ≤ X ≤ |X| だから，順序保存性より，−E[|X| | G] ≤ E[X |
G] ≤ E[|X| | G]，すなわち |E[X | G]| ≤ E[|X| | G]である．よって，

‖E[X | G]‖1 = E[|E[X | G]|]
≤ E[E[|X| | G]]
= E[|X|]
= ‖X‖1

である．

系 1.4 (Ω,F, P ) を確率空間とし，G を F の部分 σ-代数とする．任意の X ∈ L1(Ω,F, P ) に対して，
|E[X | G]| ≤ E[|X| | G]である．

証明 命題 1.3の証明の中で示されている．

命題 1.5（条件付き期待値の推移性） (Ω,F, P )を確率空間とし，G, Hを Fの部分 σ-代数であって H ⊆ Gを
満たすものとする．(Ω,F, P )上の可積分な実確率変数 X に対して，E[E[X | G] | H] = E[X | H]である．

証明 条件付き確率の定義から明らかである．

命題 1.6 (Ω,F, P )を確率空間とし，Gを Fの部分 σ-代数とする．X を (Ω,F, P )上の可積分な実確率変数
とする．

(1) X が G-可測ならば，E[X | G] = X である．
(2) X が Gと独立ならば，E[X | G] = E[X]である．

証明 (1) 条件付き確率の定義から明らかである．
(2) X が Gと独立であるとすると，任意の A ∈ Gに対して E[1AX] = E[1A]E[X] = E[1AE[X]]が成り
立つから，E[X | G] = E[X]である．

命題 1.7（条件付き期待値に対する Lebesgueの収束定理） (Ω,F, P )を確率空間とし，Gを Fの部分 σ-代
数とする．Xn（n ∈ N）とX は (Ω,F, P )上の可積分な実確率変数であり，(Xn)n∈N はX に概収束し，かつ
ある Y ∈ L1(Ω,F, P )が存在して任意の n ∈ Nに対してほとんど確実に |Xn| ≤ Y を満たすとする．このと
き，条件付き期待値の列 (E[Xn | G])n∈N は，E[X | G]に L1 収束かつ概収束する．

証明 各 n ∈ Nに対して，Zn = supk≥n|Xk − X|と置くと，

|E[Xn | G] − E[X | G]| ≤ E[|Xn − X| | G] ≤ E[Zn | G]

である（系 1.4）．そこで，(E[Zn | G])n∈N が 0に L1 収束かつ概収束することを示せばよい．
仮定より，(Zn)n∈N は 0に概収束し，任意の n ∈ Nに対してほとんど確実に |Zn| ≤ 2Y を満たす．このこ
とと通常の Lebesgueの収束定理より，(Zn)n∈N は 0に L1 収束するから，(E[Zn | G])n∈N は 0に L1 収束す
る（命題 1.3）．一方で，(Zn)n∈N は非負確率変数の減少列だから，(E[Zn | G])n∈N も非負確率変数（の同値
類）の減少列である（命題 1.3）．したがって，(E[Zn | G])n∈N はある非負確率変数 Z に概収束する．ところ
が，一般に，測度空間上の実可測関数列が L1 収束極限と概収束極限をもつとき，それらの極限はほとんどい
たるところで一致する．よって，ほとんど確実に Z = 0であり，(E[Zn | G])n∈N が 0に概収束することもわ
かる．
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命題 1.8 (Ω,F, P ) を確率空間とし，G を F の部分 σ-代数とする．X を (Ω,G, P ) 上の可積分な実確率変
数，Y を (Ω,F, P )上の可積分な実確率変数とし，これらの積 XY も可積分であるとする．このとき，

E[XY | G] = XE[Y | G]

が成り立つ．

証明 まず，X = 1A（A ∈ G）である場合を考える．このとき，1AE[Y | G] ∈ L1(Ω,G, P )であり，任意の
B ∈ Gに対して

E[1B1AE[Y | G]] = E[1A∩BE[Y | G]] = E[1A∩BY ] = E[1B1AY ]

（第二の等号は，条件付き期待値 E[Y | G]の定義から従う）が成り立つから，1AE[Y | G]は条件付き期待値
E[1AY | G]に等しい．
次に，一般の場合を考える．(Ω,G, P )上の可積分な実確率変数 X に対して，X に各点収束する G-可測単
関数の列 (Xn)n∈N であって，任意の n ∈ Nに対して |Xn| ≤ |X|を満たすものをとる．前段の結果より，任
意の n ∈ Nに対して，

E[XnY | G] = XnE[Y | G]

が成り立つ．n → ∞ とすると，上式の右辺は XE[Y | G] に概収束し，一方で，条件付き期待値に対する
Lebesgue の収束定理（命題 1.7）より，上式の左辺は E[XY | G] に概収束する．よって，E[XY | G] =
XE[Y | G]を得る．

次の命題は，本稿では用いないが，条件付き期待値を具体的に計算するためには有用である．

命題 1.9 X, Y を確率空間 (Ω,F, P ) 上のそれぞれ可測空間 E, F に値をとる互いに独立な確率変数，
ϕ : E × F → Rを可測写像とし，ϕ(X, Y )は可積分であるとする．このとき，次が成り立つ．

(1) 確率変数 ϕ(X(ω), Y )が可積分であるような ω ∈ Ω の全体は可測集合であり，その補集合は無視可能
である．

(2) X が生成する σ-代数を σ(X)と書くと，

E[ϕ(X, Y ) | σ(X)] = E[ϕ(x, Y )]|x=X

が成り立つ．ここで，上式の右辺は，ω ∈ Ω に対して，確率変数 ϕ(X(ω), Y )が可積分ならばその期待
値を，そうでなければ 0を対応させる確率変数とする．

証明 (1) X と Y が独立であることより，X, Y の分布をそれぞれ µ, ν と書くと，(X, Y )の分布は µ ⊗ ν

である．確率変数 ϕ(X, Y )が可積分であることより，E × F 上の可測関数 ϕは (µ ⊗ ν)-可積分である．した
がって，Fubiniの定理より，F 上の可測関数 ϕ(x, –)が ν-可積分であるような x ∈ E の全体は可測集合であ
り，その補集合は µ-無視可能である．すなわち，確率変数 ϕ(X(ω), Y )が可積分であるような ω ∈ Ω の全体
は可測集合であり，その補集合は無視可能である．

(2) まず，ϕ = 1A×B（A, B はそれぞれ E, F の可測集合）である場合を考える．このとき，任意の可測
集合 A′ ⊆ E に対して

E[1X∈A′1A×B(X, Y )] = P (X ∈ A ∩ A′)P (Y ∈ B) = E[1X∈A′1A∈XP (B)]
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が成り立つから，
E[1A×B(X, Y ) | σ(X)] = 1A∈XP (B)

である．上式の右辺は E[1A×B(x, Y )]|x=X に等しいから，主張が成り立つ．
ϕ = 1C に対して主張が成り立つような可測集合 C ⊆ E × F の全体を Cと置く．明らかに，C, C ′ ∈ Cかつ

C ′ ⊆ C ならば C \ C ′ ∈ Cである．また，(Cn)n∈N を Cの元の増加列として，C =
⋃∞

n=0 Cn と置くと，等式

E[1Cn
(X, Y ) | σ(X)] = E[1Cn

(x, Y )]|x=X

において n → ∞とすることで，

E[1C(X, Y ) | σ(X)] = E[1C(x, Y )]|x=X

を得る（左辺の収束は条件付き期待値に対する Lebesgueの収束定理（命題 1.7）から，右辺の収束は単調収
束定理から従う）．すなわち，C ∈ Cである．以上より，Cは Dynkin族である．前段の結果より，任意の可
測集合 A ⊆ E と B ⊆ F に対して A × B ∈ Cだから，Dynkin族補題より，Cは E × F の可測集合の全体に
一致する．すなわち，ϕ = 1C（C は E × F の可測集合）である場合，主張は成り立つ．
次に，一般の場合を考える．可測写像 ϕ : E × F → Rであって ϕ(X, Y )が可積分であるものに対して，ϕ

に各点収束する可測単関数の列 (ϕn)n∈N であって，任意の n ∈ Nに対して |ϕn| ≤ |ϕ|を満たすものをとる．
前段の結果より，任意の n ∈ Nに対して，

E[ϕn(X, Y ) | σ(X)] = E[ϕn(x, Y )]|x=X

が成り立つ．n → ∞とすると，条件付き期待値に対する Lebesgueの収束定理（命題 1.7）より，上式の右辺
は E[ϕ(X, Y ) | σ(X)]に概収束する．また，Lebesgueの収束定理より，ϕ(X(ω), Y )が可積分であるような
ω ∈ Ω に対しては，E[ϕn(X(ω), Y )] → E[ϕ(X(ω), Y )]となる．よって，

E[ϕ(X, Y ) | σ(X)] = E[ϕ(x, Y )]|x=X

が成り立つ．

1.3 条件付き期待値に対する Jensenの不等式
命題 1.10（条件付き期待値に対する Jensenの不等式） (Ω,F, P )を確率空間とし，Gを Fの部分 σ-代数と
する．X を (Ω,F, P )上の可積分な実確率変数，ϕ : R → Rを凸関数とし，ϕ(X)も可積分であるとする．こ
のとき，

ϕ(E[X | G]) ≤ E[ϕ(X) | G]

が成り立つ．

証明 ϕが凸であることより，各点 x0 ∈ Rにおいて右微分係数

D+ϕ(x0) = lim
h→0+

ϕ(x0 + h) − ϕ(x0)
h

∈ R

が存在し，任意の x ∈ Rに対して

ϕ(x0) + D+ϕ(x0)(x − x0) ≤ ϕ(x)
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が成り立つ．上式において，x0 に E[X | G]を，xに X を代入すると，
ϕ(E[X | G]) + D+ϕ(E[X | G])(X − E[X | G]) ≤ ϕ(X) (∗)

を得る．
まず，X が有界である場合を考える．このとき，E[X | G]も有界であり（命題 1.3），したがって，(∗)の両
辺は可積分である．そこで，両辺の条件付き期待値をとれば，

ϕ(E[X | G]) ≤ E[ϕ(X) | G]

を得る（命題 1.3）．
次に，一般の場合を考える．各 n ∈ Nに対して，An = {|X| ≤ n}と置くと，1AnX は有界だから，前段の
結果より，

ϕ(E[1An
X | G]) ≤ E[ϕ(1An

X) | G]

である．n → ∞ とすると，条件付き期待値に対する Lebesgue の収束定理（命題 1.7）より，E[1AnX | G]
は E[X | G] に概収束し，E[ϕ(1An

X) | G] は E[ϕ(X) | G] に概収束する（後者については，|ϕ(1An
X)| ≤

|ϕ(X)| ∨ |ϕ(0)|であり，ϕ(X)が可積分であることに注意する）．よって，
ϕ(E[X | G]) ≤ E[ϕ(X) | G]

を得る．

系 1.11（条件付き期待値の Lp 連続性） (Ω,F, P ) を確率空間とし，G を F の部分 σ-代数とする．X を
(Ω,F, P )上の p乗可積分な実確率変数（p ∈ [1, ∞)）とすると，

|E[X | G]|p ≤ E[|X|p | G]

が成り立つ．特に，条件付き期待値をとる写像 E[– | G]は，Lp(Ω,F, P )から Lp(Ω,G, P )へのノルム減少な
線型写像を定める．

証明 前半の不等式は，条件付き期待値に対する Jensenの不等式（命題 1.10）で ϕ(x) = |x|p としたもので
ある．また，この不等式より

‖E[X | G]‖p
p = E[|E[X | G]|p]

≤ E[E[|X|p | G]]
= E[|X|p]
= ‖X‖p

p

だから，条件付き期待値をとる写像 E[– | G]は，Lp(Ω,F, P )から Lp(Ω,G, P )へのノルム減少な線型写像を
定める．

命題 1.12 (Ω,F, P )を確率空間とし，Gを Fの部分 σ-代数とする．L2(Ω,G, P )を L2(Ω,F, P )の閉部分空
間とみなすと，条件付き期待値をとる写像 E[– | G] : L2(Ω,F, P ) → L2(Ω,G, P )は，直交射影である．

証明 X ∈ L2(Ω,F, P )とすると，任意の Y ∈ L2(Ω,G, P )に対して，
〈X − E[X | G]|Y 〉2 = E[(X − E[X | G])Y ]

= E[E[(X − E[X | G])Y | G]]
= E[E[X − E[X | G] | G]Y ]
= 0
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が成り立つ（条件付き期待値の推移性（命題 1.5）と命題 1.8を用いた）．よって，条件付き期待値をとる写像
E[– | G] : L2(Ω,F, P ) → L2(Ω,G, P )は，直交射影である．

1.4 条件付き期待値と一様可積分性
命題 1.13 確率空間 (Ω,F, P )上の可積分な実確率変数X に対して，Gが Fの部分 σ-代数の全体を動くとき
の条件付き期待値 E[X | G]の全体は，一様可積分である．

証明 Fの任意の部分 σ-代数 Gに対して，|E[X | G]| ≤ E[|X| | G]だから（系 1.4），必要ならば |X|を改め
て X と置くことで，はじめから X ≥ 0と仮定してよい．このとき，E[X | G] ≥ 0である（命題 1.3）．C1,
C2 > 0とすると，Fの任意の部分 σ-代数 Gに対して，

E[1E[X|G]>C1E[X | G]] = E[1E[X|G]>C1E[1X>C2X | G]] + E[1E[X|G]>C1E[1X≤C2X | G]]

≤ E[E[1X>C2X | G]] + E

[
1

C1
E[X | G] · C2

]
= E[1X>C2X] + C2

C1
E[X]

が成り立つ．そこで，任意の ϵ > 0に対して，定数 C2 > 0を十分大きくとって E[1X>C2X] ≤ ϵとなるよう
にし，これに対して定数 C1 > 0を十分大きくとって (C2/C1)E[X] ≤ ϵとなるようにすれば，

E[1E[X|G]>C1E[X | G]] ≤ 2ϵ

が成り立つ．よって，E[X | G]の全体は，一様可積分である．

2 確率過程
2.1 確率過程とフィルトレーション
定義 2.1（確率過程） 確率空間 (Ω,F, P ) 上の可測空間 E に値をとる確率過程（stochastic process）とは，
全順序集合 I で添字付けられた，(Ω,F, P )上の E 値確率変数の族 X = (Xt)t∈I をいう．

(P)を全順序集合 I から可測空間 E への写像に対する性質とする．X = (Xt)t∈I を E 値確率過程とすると
き，任意の ω ∈ Ω に対して写像 t 7→ Xt(ω)が性質 (P)を満たすことを，単にX が性質 (P)を満たすという．
また，ほとんどすべての ω ∈ Ω に対して写像 t 7→ Xt(ω)が性質 (P)を満たすことを，単に X がほとんど確
実に性質 (P) を満たすという．たとえば，この意味で，「実確率過程 X が（ほとんど確実に）増加である」，
「位相空間 E に値をとる確率過程 X が I 上の位相 τ に関して（ほとんど確実に）連続である」などという．

定義 2.2（確率過程の同値性） (Ω,F, P )を確率空間とし，X = (Xt)t∈I と Y = (Xt)t∈I を (Ω,F, P )上の可
測空間 E に値をとる確率過程とする．

(1) X と Y が互いに他の修正（modification）であるとは，任意の t ∈ I に対して，ほとんどすべての
ω ∈ Ω に対して Xt(ω) = Yt(ω)であることをいう．

(2) X と Y が識別不能（indistinguishable）であるとは，ほとんどすべての ω ∈ Ω に対して，任意の t ∈ I

に対して Xt(ω) = Yt(ω)であることをいう．
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明らかに，確率過程 X と Y が識別不能ならば，X と Y は互いに他の修正である．

命題 2.3 (Ω,F, P ) を確率空間とする．I を全順序集合，τ をその上の可分な位相とし，X = (Xt)t∈I と
Y = (Xt)t∈I を (Ω,F, P )上の可測空間 E に値をとる τ -連続な確率過程とする．このとき，X と Y が互いに
他の修正であることと，X と Y が識別不能であることとは同値である．

証明 τ -稠密な可算部分集合D ⊆ I をとる．X と Y が互いに他の修正であるとすると，N =
⋃

t∈D{Xt 6= Yt}
は無視可能である．X と Y の τ -連続性より，Ω \ N 上では任意の t ∈ I に対して Xt = Yt だから，X と Y

は識別不能である．

定義 2.4（フィルトレーション） 確率空間 (Ω,F, P )上のフィルトレーション（filtration）とは，全順序集合 I

で添字付けられた Fの部分 σ-代数の族F = (Ft)t∈I であって，増加である（すなわち，s ≤ tならば Fs ⊆ Ft

である）ものをいう．このとき，組 (Ω,F, F , P )を，フィルトレーション付き確率空間（filtered probability
space）という．

定義 2.5（適合，発展的可測な確率過程） (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，
X = (Xt)t∈I を (Ω,F, P )上の可測空間 E に値をとる確率過程とする．I を，((−∞, t])t∈I が生成する σ-代
数によって可測空間とみなし，これが誘導する (−∞, t]上の σ-代数をBt と書く．

(1) X が F に適合する（be adapted to F），あるいは F -適合であるとは，任意の t ∈ I に対して，Xt

が Ft-可測であることをいう．
(2) X が F に関して発展的可測（progressively measurable with respect to F）である，あるいは F -
発展的可測であるとは，任意の t ∈ I に対して，(−∞, t] × Ω から E への写像 (s, ω) 7→ Xs(ω) が
(Bt ⊗ Ft)-可測であることをいう．

明らかに，確率過程 X がF -発展的可測ならば，F -適合でもある．

命題 2.6 I を全順序集合，τ を I の左順序位相または右順序位相とし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルト
レーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I を (Ω,F, P )上の完全正規空間 E に値をとる τ -連続な確率過
程とする．このとき，X がF -適合であることと，F -発展的可測であることとは同値である．

証明 I を，((−∞, t])t∈I が生成する σ-代数によって可測空間とみなし，これが誘導する (−∞, t] 上の σ-
代数を Bt と書く．X が F -適合であるとして，任意の t ∈ I に対して，(−∞, t] × Ω から E への写像
(s, ω) 7→ Xs(ω)が (Bt ⊗ Ft)-可測であることを示す．

I の部分集合を，τ が誘導する相対位相によって位相空間とみなす．いずれの τ に関しても (−∞, t) は
I の開集合だから，I が可分であることより (−∞, t) も可分であり，したがって，これに 1 点を付け加えた
(−∞, t] も可分である．そこで，(−∞, t] の有限部分集合の増加列 (Dk)k∈N であって，各 Dk が t を含み，
D =

⋃
k∈N Dk が (−∞, t]において稠密となるものをとる．各Dk の元を昇順に列挙して，tk,0, . . . , tk,pk

= t

とする．各 k ∈ Nに対して，写像 fk, gk : (−∞, t] × Ω → E を

fn(s, ω) =
pk−1∑
i=0

1[tk,i,tk,i+1)(s)Xtk,i
(ω) + 1{tk,pk

}(s)Xtk,pk
(ω),

gn(s, ω) =
pk−1∑
i=0

1[tk,i,tk,i+1)(s)Xtk,i+1(ω) + 1{tk,pk
}(s)Xtk,pk

(ω)
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と定めると，これらは (Bt ⊗ Ft)-可測である．さらに，D の稠密性と X の連続性より，τ が左順序位相なら
ば k → ∞のとき fk(s, ω) → Xs(ω)であり，τ が右順序位相ならば k → ∞のとき gk(s, ω) → Xs(ω)であ
る．よって，(−∞, t] × Ω から E への写像 (s, ω) 7→ Xs(ω)は，(Bt ⊗ Ft)-可測である．

2.2 停止時刻
定義 2.7（停止時刻） (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．F に関する停止
時刻（stopping time with respect to F），あるいは F -停止時刻とは，写像 T : Ω → I であって，任意の
t ∈ I に対して {T ≤ t} ∈ Ft を満たすものをいう．

注意 2.8 I を全順序集合とし，これに新しく最大元∞を付け加えて得られる全順序集合 I = I t {∞}を考
える．このとき，フィルトレーション (Ft)t∈I に関する停止時刻の定義は，F∞ によらず，(Ft)t∈I だけから定
まる．したがって，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とするとき，「I 値F -停止時
刻」が曖昧さなく定義される．

命題 2.9 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．

(1) Ω から I への定値写像は，F -停止時刻である．
(2) I 値F -停止時刻の空でない可算族 (Tλ)λ∈Λ について，各 ω ∈ Ω に対して Tmax(ω) =

∨
λ∈Λ Tλ(ω) ∈ I

が存在するとき，Tmax もF -停止時刻である．
(3) I 値F -停止時刻の空でない有限族 (Tλ)λ∈Λ に対して，Tmin =

∧
λ∈Λ Tλ もF -停止時刻である．

証明 (1) 定義から明らかである．
(2) 各 t ∈ I に対して {Tmax ≤ t} =

⋂
λ∈λ{Tλ ≤ t} ∈ Ft だから，Tmax はF -停止時刻である．

(3) 各 t ∈ I に対して {Tmin ≤ t} =
⋃

λ∈λ{Tλ ≤ t} ∈ Ft だから（Λが有限であることを用いた），Tmin は
F -停止時刻である．

次の命題は，本稿では用いないが，停止時刻を構成するためには有用である．

命題 2.10 I を R≥0 の閉集合とし，I に新しく最大元∞を付け加えて得られる全順序集合 I = I t {∞}を
考える．(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，X = (Xt)t∈I を位相空間 E に値
をとる F -適合かつ連続な確率過程とする．F を E の閉集合であって，E 上のある実連続関数の零点集合と
して書ける*1 写像 TF : Ω → I を

TF = inf{t ∈ I | Xt ∈ F}

と定めると，TF はF -停止時刻である．

証明 連続関数 f : E → [0, 1]であって，F = f−1({0})を満たすものをとる．t ∈ I とする．ω ∈ Ω を固定す
るとき，TF (ω) ≤ tであるための必要十分条件は，関数 s 7→ f(Xs(ω))が I ∩ [0, t]上で最小値 0をとること
である．ここで，関数 s 7→ f(Xs(ω))は連続だから，コンパクト集合 I ∩ [0, t]上で必ず最小値をとる．した
がって，この条件は，infs∈I∩[0,t] f(Xs(ω)) = 0といいかえられる．さらに，ふたたび連続性より，I ∩ [0, t]

*1 E が完全正規空間（距離化可能空間はこれに含まれる）ならば，すべての閉集合がこの性質を満たす．
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をその可算稠密部分集合 Dt で置き換えても，条件は変わらない．よって，

{TF ≤ t} =
{

inf
s∈Dt

f(Xs) = 0
}

∈ Ft

である．これが任意の t ∈ I に対して成り立つから，TF はF -停止時刻である．

定義 2.11（停止時刻に伴う σ-代数） (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．I

値F -停止時刻 T に伴う σ-代数 FT を，

FT = {A ∈ F | 任意の t ∈ I に対して A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}

と定める．

注意 2.12 I を全順序集合とし，これに新しく最大元∞を付け加えて得られる全順序集合 I = I t {∞}を
考える．(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とするとき，I 値F -停止時刻（注意 2.8
で述べたように，この定義は，F∞ によらない）T に伴う σ-代数 FT の定義は，(Ft)t∈I だけでなく，F∞ にも
よる．

命題 2.13 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．

(1) I を，((−∞, t])t∈I が生成する σ-代数によって可測空間とみなす．このとき，I 値F -停止時刻 T は，
FT -可測である．

(2) I 値F -停止時刻 S, T について，S ≤ T ならば，FS ⊆ FT である．
(3) I 値F -停止時刻の空でない有限族 (Tλ)λ∈Λ について，Tmin =

∧
λ∈Λ Tλ と置くと，FTmin =

⋂
λ∈Λ FTλ

である．
(4) I 値F -停止時刻 S, T について，{S ≤ T}, {S = T}, {S ≥ T}は FS∧T に属する（命題 2.9 (3)より，

S ∧ T もF -停止時刻であることに注意する）．

証明 (1) s ∈ I とすると，任意の t ∈ I に対して {T ≤ s} ∩ {T ≤ t} = {T ≤ s ∧ t} ∈ Fs∧t ⊆ Ft だから，
{T ≤ s}は FT -可測である．よって，T は FT -可測である．

(2) 定義から明らかである．
(3) 任意の λ ∈ Λに対して，Tmin ≤ Tλだから，(1)より FTmin ⊆ FTλ

である．よって，FTmin ⊆
⋂

λ∈Λ FTλ

である．一方で，A ∈
⋂

λ∈Λ FTλ
とすると，任意の t ∈ I に対して

A ∩ {Tmin ≤ t} =
⋃

λ∈Λ

(A ∩ {Tλ ≤ t}) ∈ Ft

だから，A ∈ FTmin である．よって，
⋂

λ∈Λ FTλ
⊆ FTmin である．これで，FTmin =

⋂
λ∈Λ FTλ

が示された．
(4) t ∈ I とすると，容易に確かめられるように，S ∧ tと T ∧ tは Ft-可測である．したがって，

{S ≤ T} ∩ {S ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∈ Ft,

{S ≤ T} ∩ {T ≤ t} = {S ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∩ {S ∧ t ≤ T ∧ t} ∈ Ft

である．これが任意の t ∈ I に対して成り立つから，{S ≤ T} ∈ FS ∩ FT = FS∧T である（(2)を用いた）．
同様にして，{S ≥ T} ∈ FS∧T がわかり，{S = T} = {S ≤ T} ∩ {S ≥ T} ∈ FS∧T を得る．
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(Ω,F, P )を確率空間とするとき，可測空間 E に値をとる確率過程 X = (Xt)t∈I と写像 T : Ω → I に対し
て，写像 XT : Ω → E を，

XT (ω) = XT (ω)(ω)

と定める．本稿の以下の部分では，この記号を断りなく用いる．

命題 2.14 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I を可測空間 E

に値をとるF -発展的可測な確率過程とし，T を I 値F -停止時刻とすると，写像 XT : Ω → E は FT -可測で
ある．

証明 A ⊆ E を可測集合として，{XT ∈ A} ∈ FT を示したい．t ∈ I を任意にとり，Ωt = {T ≤ t}を Ft の
制限によって可測空間とみなす．写像 Φt : Ωt → Ωt × (−∞, t]を Φt(ω) = (ω, T (ω))と定めると，停止時刻
の定義より，Φt は可測である．また，写像 Ψt : {T ≤ t} × (−∞, t] → E を Ψt(ω, s) = Xs(ω)と定めると，X

がF -発展的可測であることより，Ψt は可測である．よって，

{XT ∈ A} ∩ {T ≤ t} = Φ−1
t (Ψ−1

t (A)) ∈ Ft

である．これが任意の t ∈ T に対して成り立つから，XT は FT -可測である．

3 マルチンゲール
3.1 マルチンゲールの定義と基本的性質
定義 3.1（マルチンゲール，劣・優マルチンゲール） (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率
空間とし，X = (Xt)t∈I をF -適合な実確率過程とする．

(1) X がF に関するマルチンゲール（martingale with respect to F），あるいはF -マルチンゲールであ
るとは，すべての Xt が可積分であり，s ≤ tを満たす任意の s, t ∈ I に対して

Xs = E[Xt | Fs]

が成り立つことをいう．
(2) X が F に関する劣マルチンゲール（submartingale with respect to F），あるいは F -劣マルチン
ゲールであるとは，すべての Xt が可積分であり，s ≤ tを満たす任意の s, t ∈ I に対して

Xs ≤ E[Xt | Fs]

が成り立つことをいう．
(3) X がF に関する優マルチンゲール（supermartingale with respect to F），あるいはF -優マルチン
ゲールであるとは，すべての Xt が可積分であり，s ≤ tを満たす任意の s, t ∈ I に対して

Xs ≥ E[Xt | Fs]

が成り立つことをいう．

命題 3.2 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I をF -適合な実
確率過程，ϕ : R → Rを凸関数とし，実確率過程 ϕ(X) = (ϕ(Xt))t∈I を考える．
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(1) X が F -マルチンゲールであり，すべての ϕ(Xt) が可積分ならば，ϕ(X) は F -劣マルチンゲールで
ある．

(2) ϕが単調増加であるとする．このとき，X がF -劣マルチンゲールであり，すべての ϕ(Xt)が可積分な
らば，ϕ(X)はF -劣マルチンゲールである．

証明 (1)または (2)の仮定の下で，s ≤ tを満たす任意の s, t ∈ I に対して，

ϕ(Xs) ≤ ϕ(E[Xt | Fs]) ≤ E[ϕ(Xt) | Fs]

である（条件付き期待値に対する Jensenの不等式（命題 1.10）を用いた）．よって，ϕ(X)はF -劣マルチン
ゲールである．

系 3.3 (Ω,F, (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，X = (Xt)t∈I をF -適合な実確率過程と
する．

(1) X がF -劣マルチンゲールならば，任意の a ∈ Rに対して，(X − a)+ = ((Xt − a)+)t∈I もF -劣マル
チンゲールである．

(2) X がF -優マルチンゲールならば，任意の a ∈ Rに対して，−(X − a)− = (−(Xt − a)−)t∈I もF -優
マルチンゲールである．

証明 (1) 命題 3.2 (2)で ϕ(x) = (x − a)+ としたものである．
(2) XがF -優マルチンゲールならば，−XはF -劣マルチンゲールだから，(1)より (−X+a)+ = (X−a)−

はF -劣マルチンゲールである．よって，−(X − a)− はF -優マルチンゲールである．

系 3.4 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P ) をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I が F -マルチ
ンゲールまたは非負の F -劣マルチンゲールであり，すべての Xt が p 乗可積分（p ∈ [1, ∞)）ならば，
|X|p = (|Xt|p)t∈I はF -劣マルチンゲールである．

証明 命題 3.2で ϕ(x) = |x|p としたものである．

命題 3.5 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I がF -マルチン
ゲールまたは非負のF -劣マルチンゲールならば，p ∈ [1, ∞)に対して，‖Xt‖p は tに関して増加である．

証明 s ≤ tを満たす s, t ∈ I を任意にとる．X がF -マルチンゲールならば Xs = E[Xt | Fs]であり，X 非
負のF -劣マルチンゲールならば 0 ≤ Xs ≤ E[Xt | Fs]である．いずれにしても，

‖Xs‖p ≤ ‖E[Xt | Fs]‖p ≤ ‖Xt‖p

が成り立つ（第二の不等号は，‖Xt‖p = ∞ならば明らかであり，‖Xt‖p < ∞ならば系 1.11から従う）．

命題 3.6 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I をF -劣マルチ
ンゲールまたはF -優マルチンゲールとすると，t0 ≤ t1 を満たす任意の t0, t1 ∈ I に対して，(Xt)t∈[t0,t1] は
L1 有界である．

証明 優マルチンゲール X については，−X を考えれば，劣マルチンゲールの場合に帰着する．そこで，以
下では，X が劣マルチンゲールである場合を考える．

X とX+ = (X+
t )t∈I はF -劣マルチンゲールだから（系 3.3 (1)），E[Xt]と E[X+

t ]は tに関して増加であ
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る．よって，任意の t ∈ [t0, t1]に対して，

E[|Xt|] = 2E[X+
t ] − E[Xt] ≤ 2E[Xt1 ] − E[Xt0 ] < ∞

である．

命題 3.7 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I をF -マルチン
ゲールまたは非負のF -劣マルチンゲールとすると，任意の t0 ∈ I に対して，(Xt)t∈(−∞,t0] は一様可積分で
ある．

証明 任意の t ∈ (−∞, t0]に対して，X がF -マルチンゲールならば Xt = E[Xt0 | Ft]であり，X が非負の
F -劣マルチンゲールならば 0 ≤ Xt ≤ E[Xt0 | Ft]である．(E[Xt0 | Ft])t∈(−∞,t0] は一様可積分だから（命題
1.13），いずれにしても，(Xt)t∈(−∞,t0] は一様可積分である．

定義 3.8（独立増分過程） (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．F -適合な実
確率過程 X = (Xt)t∈I がF に関する独立増分過程（independent increments process with respect to F）
である，あるいはF -独立増分過程であるとは，s ≤ tを満たす任意の s, t ∈ I に対して，Xt − Xs が Fs と独
立であることをいう．

命題 3.9 (Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，X = (Xt)t∈I をF -独立増分過
程とする．

(1) すべての Xt が可積分であり，E[Xt]が t ∈ I によらず一定ならば，X はF -マルチンゲールである．
(2) すべてのXt が可積分であり，E[Xt]が t ∈ I に関して増加ならば，X はF -劣マルチンゲールである．
(3) すべてのXt が可積分であり，E[Xt]が t ∈ I に関して減少ならば，X はF -優マルチンゲールである．

証明 すべての Xt が可積分であるとする．このとき，独立増分性より，s ≤ tを満たす任意の s, t ∈ I に対
して，

E[Xt | Fs] − Xs = E[Xt − Xs | Fs] = E[Xt − Xs] = E[Xt] − E[Xs]

である（命題 1.6 (2)）．主張はここから従う．

3.2 離散時間マルチンゲールの基本的性質
定義 3.10（予測可能な確率過程） I を {0, . . . , n}（n ∈ N）または Nとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィル
トレーション付き確率空間とする．確率過程X = (Xt)t∈I がF に関して予測可能（predictable with respect
to F）である，あるいは F -予測可能であるとは，X0 = 0 であり，かつ任意の t ∈ I \ {0}に対して Xt が
Ft−1-可測であることをいう．

定理 3.11（Doob分解定理） I を {0, . . . , n}（n ∈ N）または Nとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルト
レーション付き確率空間とする．F -適合かつ可積分な実確率過程 X = (Xt)t∈I に対して，F -マルチンゲー
ルM = (Mt)t∈I とF -予測可能な実確率過程 A = (At)t∈I であって，任意の t ∈ I に対して

Xt = Mt + At

を満たすものが，識別不能性を除いて一意に存在する．さらに，この M と A（の識別不能性に関する同値
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類）は，
Mt = X0 +

t−1∑
s=0

(Xs+1 − E[Xs+1 | Fs]), At =
t−1∑
s=0

E[Xs+1 − Xs | Fs]

で与えられる．

定理 3.11の分解 X = M + Aを，X の Doob分解（Doob decomposition）という．

証明 M と Aが主張の条件を満たす X の分解を与えるとすると，最大元を除く各 s ∈ I に対して

E[Xs+1 − Xs | Fs] = E[Ms+1 − Ms | Fs] + E[As+1 − As | Fs] = As+1 − As

だから，任意の t ∈ I に対して
At =

t−1∑
s=0

E[Xs+1 − Xs | Fs]

および

Mt = Xt − At

= X0 +
t−1∑
s=0

((Xs+1 − Xs) − E[Xs+1 − Xs | Fs])

= X0 +
t−1∑
s=0

(Xs+1 − E[Xs+1 | Fs])

が成り立つ．逆に，M と Aをこのように定めれば，主張の条件は明らかに満たされる．

注意 3.12 Doob分解定理（定理 3.11）の状況で，X がF -劣マルチンゲールであるための必要十分条件は，
Aがほとんど確実に増加であることであり，F -優マルチンゲールであるための必要十分条件は，Aがほとん
ど確実に減少であることである．

命題 3.13 I を {0, . . . , n}（n ∈ N）または Nとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率
空間とする．X = (Xt)t∈I を F -適合な実確率過程，各 t ∈ I に対して Ht を Ft-可測な有界実確率変数，Y0

を F0-可測かつ可積分な実確率変数として，実確率過程 Y = (Yt)t∈I を

Yt = Y0 +
t−1∑
s=0

Hs(Xs+1 − Xs)

と定める．

(1) X がF -マルチンゲールならば，Y もF -マルチンゲールである．
(2) X がF -劣マルチンゲールであり，任意の t ∈ I に対して Ht ≥ 0ならば，Y もF -劣マルチンゲール
である．

(3) X がF -優マルチンゲールであり，任意の t ∈ I に対して Ht ≥ 0ならば，Y もF -優マルチンゲール
である．

証明 定義から明らかに，Yt は Ft-可測である．また，最大元を除く各 t ∈ I に対して

E[Yt+1 − Yt | Ft] = E[Ht(Xt+1 − Xt) | Ft] = HtE[Xt+1 − Xt | Ft]
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であり，上式の最右辺は，(1)の場合 0，(2)の場合 0以上，(3)の場合 0以下となる．すなわち，それぞれの
場合，Y はF -マルチンゲール，F -劣マルチンゲール，F -優マルチンゲールである．

系 3.14 I を {0, . . . , n}（n ∈ N）または N とし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P ) をフィルトレーション付き確率
空間とする．X = (Xt)t∈I を F -適合な実確率過程，T を I = I t {∞} 値 F -停止時刻とし，実確率過程
XT = (Xt∧T )t∈I を考える．

(1) X がF -マルチンゲールならば，XT もF -マルチンゲールである．
(2) X がF -劣マルチンゲールならば，XT もF -劣マルチンゲールである．
(3) X がF -優マルチンゲールならば，XT もF -優マルチンゲールである．

証明 命題 3.13で Ht = 1t<T としたものである．

3.3 マルチンゲールに関する不等式
補題 3.15 (Ω,F, F = (Ft)t∈{0,...,n}, P )（n ∈ N）をフィルトレーション付き確率空間とする．F -劣マルチ
ンゲール X = (Xt)t∈{0,...,n} と {0, . . . , n}値F -停止時刻 T に対して，

E[X0] ≤ E[XT ] ≤ E[Xn]

である．

証明 XT = (Xt∧T )t∈{0,...,n} はF -劣マルチンゲールだから（系 3.14 (2)），

E[X0] = E[X0∧T ] ≤ E[Xn∧T ] = E[XT ]

である．また，XT =
∑n

t=0 1T =tXt であり，{T = t} ∈ Ft だから，

E[XT ] =
n∑

t=0
E[1T =tXt]

≤
n∑

t=0
E[1T =tE[Xn | Ft]]

≤
n∑

t=0
E[1T =tXn]

= E[Xn]

である．

注意 3.16 補題 3.15は，後に示す任意停止定理（定理 3.32）の系としても得られる．ここでは，極大不等式
（命題 3.17）の証明に必要な部分だけを示した．

I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相とし，X = (Xt)t∈I を τ -連続な実確率過程とする．
X∗ = supt∈I |Xt|と置く．τ -稠密な可算部分集合D ⊆ I をとると，X のX の τ -連続性よりX∗ = supt∈D|Xt|
だから，X∗ は R≥0 値確率変数である．以下では，このことに注意する．

命題 3.17（極大不等式） I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相とし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )
をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I を τ -連続な F -劣マルチンゲールとし，X∗ =
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supt∈I |Xt|と置くと，任意の λ > 0に対して，

P (X∗ ≥ λ) ≤ 1
λ

(
2 lim

t→∞
E[X+

t ] − lim
t→−∞

E[Xt]
)

である*2．

証明 (I) I が有限である場合に，主張を示す．一般性を失わず，I = {0, . . . , n}と仮定する．
まず，A = {maxt∈{0,...,n} Xt ≥ λ}と置き，P (A)を評価する．写像 S : Ω → {0, . . . , n}を

S =

{
min{t ∈ {0, . . . , n} | Xt ≥ λ} (on A)
n (otherwise)

と定めると，S はF -停止時刻だから，補題 3.15より

E[Xn] ≥ E[XS ]
= E[1AXS ] + E[1Ω\AXS ]
≥ λP (A) + E[1Ω\AXn]

であり，これを移項すれば

P (A) ≤ 1
λ

(E[Xn] − E[1Ω\AXn]) = 1
λ

E[1AXn] ≤ 1
λ

E[X+
n ] (∗)

を得る．
次に，B = {mint∈{0,...,n} Xt ≤ −λ}と置き，P (B)を評価する．写像 T : Ω → {0, . . . , n}を

T =

{
min{t ∈ {0, . . . , n} | Xt ≤ −λ} (on B)
n (otherwise)

と定めると，T はF -停止時刻だから，補題 3.15より

E[X0] ≤ E[XT ]
= E[1BXT ] + E[1Ω\BXT ]
≤ −λP (B) + E[1Ω\BXn]

であり，これを移項すれば

P (B) ≤ 1
λ

(E[1Ω\BXn] − E[X0]) ≤ 1
λ

(E[X+
n ] − E[X0]) (∗∗)

を得る．
(∗)と (∗∗)より，

P (X∗ ≥ λ) ≤ P (A) + P (B) ≤ 1
λ

(2E[X+
n ] − E[X0])

である．
(II) I が可算である場合に，主張を示す．

*2 X+ = (X+
t )t∈I と X = (Xt)t∈I は F -劣マルチンゲールだから（系 3.3 (1)），E[X+

t ] と E[Xt] は t に関して増加であ
り，したがって，極限 limt→∞ E[X+

t ] ∈ R≥0 と limt→−∞ E[Xt] ∈ R≤0 が存在する．なお，I が最大元をもつ場合には，
limt→∞ E[X+

t ]は E[X+
max I ]とみなし，I が最小元をもつ場合には，limt→−∞ E[Xt]は E[Xmin I ]とみなす．
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I を有限部分集合の増加列 (Jk)k∈N の合併として表し，各 k ∈ Nに対して X∗
Jk

= maxt∈Jk
|Xt|と置く．す

ると，k → ∞のとき X∗
Jk
は増加しながら X∗ に各点収束するから，{X∗ ≥ λ} ⊆

⋃
k∈N{X∗

Jk
≥ λ}である．

よって，(I)より，

P (X∗ ≥ λ) ≤ lim
k→∞

P (X∗
Jk

≤ λ)

≤ 1
λ

lim
k→∞

(
2E[X+

max Jk
] − E[Xmin Jk

]
)

= 1
λ

(
2 lim

b→∞
E[X+

t ] − lim
t→−∞

E[Xt]
)

である．
(III) 一般の場合に，主張を示す．
τ -稠密な可算部分集合D ⊆ I をとると，X の τ -連続性より，X∗ = supt∈D|Xt|である．よって，(II)と合
わせて，

P (X∗ ≥ λ) = P

(
sup
t∈D

|Xt| ≥ λ

)
≤ 1

λ

(
2 lim

t∈D, t→∞
E[X+

t ] − lim
t∈D, t→−∞

E[Xt]
)

= 1
λ

(
2 lim

t→∞
E[X+

t ] − lim
t→−∞

E[Xt]
)

を得る．

補題 3.18 (Ω,F, F = (Ft)t∈{0,...,n}, P )（n ∈ N）をフィルトレーション付き確率空間とする．X =
(Xt)t∈{0,...,n} を非負の F -劣マルチンゲールとし，X∗

n = maxt∈{0,...,n} Xt と置く．f : R≥0 → R≥0 を初期
値 0の連続増加関数とする．このとき，

E

[∫ X∗
n

0
t df(t)

]
≤ E[Xnf(X∗

n)]

である．

証明 一般性を失わず，X0 = 0 と仮定する．各 t ∈ {1, . . . , n} に対して，X∗
t = Xt ならば

∫ X∗
t

X∗
t−1

t df(t) ≤

X∗
t (f(X∗

t ) − f(X∗
t−1)) = Xt(f(X∗

t ) − f(X∗
t−1))であり，そうでなければX∗

t−1 = X∗
t より

∫ X∗
t

X∗
t−1

t df(t) = 0
である．いずれにしても ∫ X∗

t

X∗
t−1

t df(t) ≤ Xt(f(X∗
t ) − f(X∗

t−1))

だから，
E

[∫ X∗
t

X∗
t−1

t df(t)

]
≤ E[Xt(f(X∗

t ) − f(X∗
t−1))] (∗)

である．一方で，X はF -劣マルチンゲールだから，

E[Xt(f(X∗
t ) − f(X∗

t−1))] ≤ E[E[Xn | Ft](f(X∗
t ) − f(X∗

t−1))]
= E[E[Xn(f(X∗

t ) − f(X∗
t−1)) | Ft]]

= E[Xn(f(X∗
t ) − f(X∗

t−1))] (∗∗)
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である．以上 (∗)と (∗∗)より，

E

[∫ X∗
n

0
t df(t)

]
=

n∑
t=1

E

[∫ X∗
t

X∗
t−1

t df(t)

]

≤
n∑

t=1
E[Xn(f(X∗

t ) − f(X∗
t−1))]

= E[Xnf(X∗
t )]

を得る．

命題 3.19（Doobの不等式） I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相とし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )
をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I を τ -連続な「F -マルチンゲールまたは非負のF -
劣マルチンゲール」とし，X∗ = supt∈I |Xt|と置くと，p ∈ (1, ∞)に対して，

‖X∗‖p ≤ p

p − 1
lim

t→∞
‖Xt‖p

である*3．

証明 (I) I が有限である場合に，主張を示す．一般性を失わず，I = {0, . . . , n}と仮定する．
X が F -マルチンゲールでも非負の F -劣マルチンゲールでも，|X| = (|Xt|)t∈I は非負の F -劣マルチン
ゲールである（系 3.4）．そこで，|X|に対して補題 3.18を適用し，f(x) = xp−1 とすれば，

p − 1
p

‖X∗‖p
p ≤ E[|Xn|(X∗)p−1]

を得る．上式の左辺は，Hölderの不等式を用いて

E[|Xn|(X∗)p−1] ≤ ‖Xn‖p‖(X∗)p−1‖p/(p−1) = ‖Xn‖p‖X∗‖p−1
p

と評価できるから，
p − 1

p
‖X∗‖p

p ≤ ‖Xn‖p‖X∗‖p−1
p

である．上式の両辺を ‖X∗‖p−1
p で割り，左辺の係数を右辺に移項すれば，主張の不等式を得る．

(II) I が可算である場合に，主張を示す．
I を有限部分集合の増加列 (Jk)k∈N の合併として表し，各 k ∈ Nに対して X∗

Jk
= maxt∈Jk

|Xt|と置く．す
ると，k → ∞のとき X∗

Jk
は増加しながら X∗ に各点収束するから，単調収束定理と (I)より，

‖X∗‖p = lim
k→∞

‖X∗
Jk

‖p

≤ p

p − 1
lim sup

k→∞
‖Xmax Jk

‖p

≤ p

p − 1
lim sup

t→∞
‖Xt‖p

である．
(III) 一般の場合に，主張を示す．

*3 ‖Xt‖p は t に関して増加だから（命題 3.5），極限 limt→∞‖Xt‖p ∈ R≥0 が存在する．なお，I が最大元をもつ場合には，
lim supt→∞‖Xt‖p は ‖Xmax I‖p とみなす．
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τ -稠密な可算部分集合D ⊆ I をとると，X の τ -連続性より，X∗ = supt∈D|Xt|である．よって，(II)と合
わせて，

‖X∗‖p =
∥∥∥∥sup

t∈D
|Xt|

∥∥∥∥
p

≤ p

p − 1
lim

t∈D, t→∞
‖Xt‖p

= p

p − 1
lim

t→∞
‖Xt‖p

を得る．

3.4 マルチンゲール収束定理
a, b ∈ Rかつ a < bとするとき，全順序集合 I で添字付けられた実数列 (xt)t∈I の aから bへの上渡回数

（upcrossing number）Ua,b((xt)t∈I) ∈ Nを，条件

I の元の狭義増加列 s1 < t1 < · · · < sk < tk であって，任意の i ∈ {1, . . . , k}に対して xsi ≤ aかつ
xti

≥ bを満たすものが存在する

を満たす k ∈ Nの上限と定義する．

補題 3.20 I を空でない全順序集合とし，(xt)t∈I を実数列とする．R のある稠密部分集合 D が存在して，
a < bを満たす任意の a, b ∈ D に対して，Ua,b((xt)t∈I) < ∞であるとする．すると，t → ∞のとき，xt は
Rにおいて収束する．

証明 t → ∞ のとき xt が R において収束しないとすると，lim inft→∞ xt < lim supt→∞ xt である．そこ
で，D ⊆ Rを稠密部分集合とすると，lim inft→∞ xt < a < b < lim supt→∞ xt を満たす a, b ∈ D がとれる．
この a, bについて，I の元の狭義増加列 s1 < t1 < s2 < t2 < · · · であって，任意の iに対して xsi ≤ aかつ
xti

≥ bを満たすものがとれるから，Ua,b((xi)i∈I) = ∞となる．対偶をとれば，主張が従う．

(Ω,F, P )を確率空間とし，X = (Xt)t∈I を空でない可算な全順序集合 I で添字付けられた実確率過程とす
ると，上渡回数を与える写像 Ua,b((Xt)t∈I) : Ω → Nが考えられる．I を有限部分集合の増加列 (Jk)k∈N の合
併として表すと，各 k ∈ Nに対して Ua,b((Xt)t∈Jk

)は F-可測であり，k → ∞のとき Ua,b((Xt)t∈Jk
)は増加

しながら Ua,b((Xt)t∈I)に各点収束するから，Ua,b((Xt)t∈I)も F-可測である．すなわち，Ua,b((Xt)t∈I)は N
値確率変数である．

補題 3.21（上渡回数不等式） I を空でない可算な全順序集合とし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレー
ション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I をF -劣マルチンゲールとすると，a < bを満たす任意の a, b ∈ R
に対して，

E[Ua,b((Xt)t∈I)] ≤ 1
b − a

(
lim

t→∞
E[(Xt − a)+] − lim

t→−∞
E[(Xt − a)+]

)
である*4．

*4 (X − a)+ = ((Xt − a)+)t∈I は F -劣マルチンゲールだから（系 3.3 (1)），E[(Xt − a)+] は t に関して増加であり，した
がって，極限 limt→∞ E[(Xt − a)+] ∈ R≥0 と limt→−∞ E[(Xt − a)+] ∈ R≤0 が存在する．なお，I が最大元をもつ場
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証明 (I) I が有限である場合に，主張を示す．一般性を失わず，I = {0, . . . , n}と仮定する．
Yt = (Xt − a)+/(b − a) と置くと，Y = (Yt)t∈{0,...,n} も F -劣マルチンゲールである（系 3.3）．

Ua,b(X0, . . . , Xn) = U0,1(Y0, . . . , Yn)だから，示すべき不等式は，

E[U0,1(Y0, . . . , Yn)] ≤ E[Yn] − E[Y0]

と書き換えられる．以下，これを示す．
写像 Si, Ti : Ω → {0, . . . , n}（i ∈ N）を再帰的に

Si = inf{t ∈ {0, . . . , n} | t > Ti−1（i = 0のときはこの条件は考えない）かつ Yt ≤ 1} ∧ n,

Ti = inf{t ∈ {0, . . . , n} | t > Si かつ Yt ≥ 0} ∧ n

と定めると，容易に確かめられるように，これらはF -停止時刻である．また，各 t ∈ {0, . . . , n}に対して

Ht =

{
1 (t ∈

⋃∞
i=0[Si, Ti))

0 (otherwise)

と定めると，これは⋃∞
i=0({Si ≤ t} \ {Ti ≤ t}) ∈ Ft の定義関数だから，Ft-可測である．これらを用いて，上

渡回数 U0,1(Y0, . . . , Yn)は

U0,1(Y0, . . . , Yn) ≥
∞∑

i=0
(YTi − YSi)

=
n−1∑
t=0

Ht(Yt+1 − Yt)

=
n−1∑
t=0

(Yt+1 − Yt) −
n−1∑
t=0

(1 − Ht)(Yt+1 − Yt)

= Yn − Y0 −
n−1∑
t=0

(1 − Ht)(Yt+1 − Yt)

と評価でき，この両辺の期待値をとれば，

E[U0,1(Y0, . . . , Yn)] ≤ E[Yn] − E[Y0] − E

[
n−1∑
t=0

(1 − Ht)(Yt+1 − Yt)

]

を得る．一方で，命題 3.13より (
∑m−1

t=0 (1 − Ht)(Yt+1 − Yt))m∈{0,...,n} はF -劣マルチンゲールだから，

E

[
n−1∑
t=0

(1 − Ht)(Yt+1 − Yt)

]
≥ 0

である．これら 2式から，示すべき不等式を得る．
(II) 一般の場合に，主張を示す．

合には，limt→∞ E[(Xt − a)+] は E[(Xmax I − a)+] とみなし，I が最小元をもつ場合には，limt→−∞ E[(Xt − a)+] は
E[(Xmin I − a)+]とみなす．
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I を有限部分集合の増加列 (Jk)k∈N の合併として表すと，k → ∞ のとき Ua,b((Xt)t∈Jk
) は増加しながら

Ua,b((Xt)t∈I)に各点収束するから，単調収束定理と (I)より，

E[Ua,b((Xt)t∈I)] = lim
k→∞

E[Ua,b((Xt)t∈Jk
)]

≤ 1
b − a

lim
k→∞

(
E[(Xmax Jk

− a)+] − E[(Xmin Jk
− a)+]

)
= 1

b − a

(
lim

t→∞
E[(Xt − a)+] − lim

t→−∞
E[(Xt − a)+]

)
である．

定理 3.22（マルチンゲール収束定理） I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相であって任意の
t ∈ I に対して (t, ∞)を開集合とするもの，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，
F∞ =

∨
t∈I Ft と置く．X = (Xt)t∈I を τ -連続なF -劣マルチンゲールとし，(X+

t )t∈I は L1 有界であるとす
る．すると，t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に概収束する．

証明 (I) I が可算である場合に，主張を示す．
a < bを満たす任意の a, b ∈ Rに対して，上渡回数不等式（補題 3.21 (2)）と (X+

t )t∈I の L1 有界性より

E[Ua,b((Xt)t∈I)] ≤ 1
b − a

(
lim

t→∞
E[(Xt − a)+] − lim

t→−∞
E[(Xt − a)+]

)
≤ 1

b − a

(
lim

t→∞
E[X+

t ] + |a|
)

< ∞

だから，Ua,b((Xt)t∈I) はほとんど確実に有限である．したがって，ほとんどすべての ω ∈ Ω が，a < b を
満たす任意の a, b ∈ Q に対して Ua,b((Xt(ω))t∈I) < ∞ を満たす．このような ω については，補題 3.20 よ
り，極限 limt→∞ Xt(ω) ∈ Rが存在する．よって，X∞ = lim inft→∞ Xt と置けば，X∞ は F∞-可測であり，
t → ∞のとき Xt は X∞ に概収束する．

Fatouの補題と (X+
t )t∈I の L1 有界性より，

E[X+
∞] ≤ lim inf

t→∞
E[X+

t ] < ∞

である．また，1点 t0 ∈ I を固定して，Fatouの補題，E[Xt]の tに関する増加性，(X+
t )t∈I の L1 有界性を

順に用いれば，

E[X−
∞] ≤ lim inf

t→∞
E[X−

t ]

= lim inf
t→∞

(E[X+
t ] − E[Xt])

≤ lim inf
t→∞

E[X+
t ] − E[Xt0 ]

< ∞

を得る．よって，E[|X∞|] = E[X+
∞] + E[X−

∞] < ∞だから，X∞ はほとんど確実に有限であり，X∞ の値∞
を適当な有限値（たとえば 0）で置き換えれば，X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )となる．

(II) 一般の場合に，主張を示す．
τ -稠密な可算部分集合D ⊆ I をとる．任意の t ∈ I に対して，(t, ∞)は τ に関する開集合だから，D∩(t, ∞)
は τ が誘導する (t, ∞)上の相対位相に関して稠密である．(I)より，t ∈ D かつ t → ∞のとき，Xt はある
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X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に概収束するが，上記の稠密性と X の τ -連続性より，t ∈ D という制限がなくても同
じ概収束がいえる．これで，主張が示された．

マルチンゲール収束定理（定理 3.22）の状況で，t → ∞のときXt がX に L1 収束する，あるいは Lp 収束
するための必要十分条件を考える．

定理 3.23（L1 マルチンゲール収束定理） I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相であって任意
の t ∈ I に対して (t, ∞)を開集合とするもの，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間と
し，F∞ =

∨
t∈I Ft と置く．X = (Xt)t∈I を τ -連続なF -劣マルチンゲールとすると，次の 3条件について，

(a) =⇒ (b) =⇒ (c) が成り立つ．さらに，X が F -マルチンゲールまたは非負の F -劣マルチンゲールなら
ば，3条件は同値である．

(a) (Xt)t∈I は一様可積分である．
(b) t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束かつ概収束する．
(c) t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束する．

証明 (a) =⇒ (b) (Xt)t∈I が一様可積分であるとする．すると特に，(Xt)t∈I は L1 有界だから，マルチン
ゲール収束定理（定理 3.22）より，t → ∞のとき Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F, P )に概収束する．一様可積分
性の仮定から，t → ∞のとき Xt は X∞ に L1 収束もする*5．

(b) =⇒ (c) 明らかである．
(c) =⇒ (a)（X が F -マルチンゲールまたは非負の F -劣マルチンゲールである場合） 主張の対偶を示
す．(Xt)t∈I が一様可積分でないとすると，ある ϵ > 0 が存在して，各 n ∈ N に対して tn ∈ I をとり，
E[1|Xtn |>n|Xtn

|] ≥ ϵ を満たすようにできる．このとき，(Xtn
)n∈N は一様可積分でない．一方で，任意の

s0 ∈ I に対して (Xt)t∈(−∞,s0]は一様可積分だから（命題 3.7），{tn | n ∈ N}は I において上に非有界である．
したがって，必要ならば適当な部分列に移ることで，n → ∞のとき tn → ∞であるとしてよい．(Xtn)n∈N

は一様可積分でないから，n → ∞のとき Xtn は L1 収束しない（確率変数列の一様可積分性と収束に関する
一般論）．よって，特に，t → ∞のとき Xt は L1 収束しない．

定理 3.24（Lp マルチンゲール収束定理） I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相であって任意の
t ∈ I に対して (t, ∞)を開集合とするもの，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，
F∞ =

∨
t∈I Ft と置く．X = (Xt)t∈I を τ -連続な「F -マルチンゲールまたは非負の F -劣マルチンゲール」

とし，すべての Xt は p乗可積分（p ∈ (1, ∞)）であるとする．このとき，次の 4条件は同値である．

(a) (Xt)t∈I は Lp 有界である．
(b) X∗ = supt∈I |Xt|は p乗可積分である*6．
(c) t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L p(Ω,F∞, P )に Lp 収束かつ概収束する．
(d) t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L p(Ω,F∞, P )に Lp 収束する．

*5 一般に，実確率変数の一様可積分な列 (Yn)n∈N が実確率変数 Y に確率収束する（特に，概収束していれば十分である）ならば，
Y は可積分であり，(Yn)n∈N は Y に L1 収束もする．
本文の状況では，添字集合 I は Nに順序同型であるとは限らないが，次のように議論すればよい．仮定より，I は上に共終な可

算部分集合をもち，また，L1 収束は距離が定める（特に，第一可算な）位相に関する収束である．したがって，I において上に共
終な任意の増加列 (tn)n∈N に対して，n → ∞のとき Xtn が X∞ に L1 収束することを示せばよい．このことは，t → ∞のと
き Xt が X∞ に概収束することと，上記の一般論から従う．

*6 3.3節で注意したように，X∗ = supt∈I |Xt|は R≥0 値確率変数である．
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証明 (a) =⇒ (b) (Xt)t∈I が Lp 有界であるとすると，Doobの不等式（命題 3.19）より，

‖X∗‖p ≤ p

p − 1
lim

t→∞
‖Xt‖p < ∞

となる．
(b) =⇒ (c) X∗ が p乗可積分であるとする．このとき，(Xt)t∈I は Lp 有界であり，特に L1 有界だから，
マルチンゲール収束定理（定理 3.22）より，t → ∞のとき Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F, P )に概収束する．任
意の t ∈ I に対して |Xt − X∞| ≤ 2X∗ だから，Lebesgueの収束定理より，(Xt)t∈I は X∞ に Lp 収束もす
る*7．

(c) =⇒ (d) 明らかである．
(d) =⇒ (a) t → ∞ のとき Xt が Lp 収束するとすると，ある t0 ∈ I が存在して，(Xt)t∈[t0,∞) は Lp 有
界である．一方で，‖Xt‖p は t に関して増加だから（命題 3.5），(Xt)t∈(−∞,t0] も Lp 有界である．よって，
(Xt)t∈I は Lp 有界である．

3.5 マルチンゲールの可閉性
命題 3.25 I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相であって任意の t ∈ I に対して (t, ∞) を開
集合とするもの，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P ) をフィルトレーション付き確率空間とし，F∞ =

∨
t∈I Ft と置く．

X = (Xt)t∈I を τ -連続なF -マルチンゲールとすると，次の 4条件は同値である．

(a) (Xt)t∈I は一様可積分である．
(b) t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束かつ概収束する．
(c) t → ∞のとき，Xt はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束する．
(d) ある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )が存在して，(Xt)t∈I は (Ft)t∈I -マルチンゲールとなる．ここで，I は，I

に新しく最大元∞を付け加えて得られる全順序集合である．

さらに，これらの条件の下で，(b), (c), (d)のX∞ は共通であり，無視可能な集合上の違いを除いて一意に定
まる．

命題 3.25 の同値な 4 条件が成り立つとき，F -マルチンゲール X = (Xt)t∈I は可閉（closable）であると
いう．

証明 (a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c) L1 マルチンゲール収束定理（定理 3.23）ですでに示した．
(c) =⇒ (d) t → ∞のとき (Xt)t∈I がX∞ に L1 収束するとする．s ∈ I とすると，任意の t ∈ [s, ∞)に対
して E[Xt | Fs] = Xs だから，t → ∞とすることで E[X∞ | Fs] = Xs を得る（命題 1.3）．よって，(Xt)t∈I

は (Ft)t∈I -マルチンゲールである．
(d) =⇒ (a) 命題 3.7から従う．
最後の主張 (b), (c)の条件を満たすX∞ が無視可能な集合上の違いを除いて一意に定まることは明らかで
ある．また，(b)の条件を満たす X∞ が (c)の条件も満たすことは明らかであり，(c)の条件を満たす X∞ が
(d)の条件も満たすことは，(c) =⇒ (d)の証明で示されている．あとは，(d)の条件を満たすX∞ が (b)の条
件も満たすことを示せばよい．

*7 添字集合 I は Nに順序同型であるとは限らないが，脚注*5と同様に議論すれば，Lebesgueの収束定理を適用できる．
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(Xt)t∈I が F -マルチンゲールであるとする．s ∈ I と A ∈ Fs を固定すると，E[1AX∞] = E[1AXs]であ
る．一方で，すでに示した同値性より，t → ∞のときXt はあるX ′

∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束かつ概収束
する．任意の t ∈ [s, ∞)に対して E[1AXt] = E[1AXs]だから，t → ∞とすることで，E[1AX ′

∞] = E[1AXs]
を得る．以上より，

E[1AX∞] = E[1AX ′
∞]

である．上式は任意の A ∈
⋃

s∈I Fs に対して成り立つが，Dynkin族補題より，任意の A ∈ F∞ に対しても成
り立つことがわかる．X∞ とX ′

∞ はともに F∞-可測だから，これより，X∞ = X ′
∞ である．よって，t → ∞

のとき Xt は X∞ に L1 収束かつ概収束する．

系 3.26 I を空でない可算な全順序集合，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，
F∞ =

∨
t∈I Ft と置く．X を (Ω,F, P ) 上の可積分な実確率変数とすると，t → ∞ のとき，E[X | Ft] は

E[X | F∞]に L1 収束かつ概収束する．

証明 I に新しく最大元∞ を付け加えて得られる全順序集合 I = I t {∞} を考えると，(E[X | Ft])t∈I は
(Ft)t∈I -マルチンゲールだから，主張は命題 3.25から従う．

命題 3.27 I を空でない全順序集合，τ をその上の可分な位相であって任意の t ∈ I に対して (t, ∞) を開
集合とするもの，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P ) をフィルトレーション付き確率空間とし，F∞ =

∨
t∈I Ft と置く．

X = (Xt)t∈I をF -劣マルチンゲールとすると，次の 4条件は同値である．

(a) (X+
t )t∈I は一様可積分である．

(b) t → ∞のとき，X+
t はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束かつ概収束する．

(c) t → ∞のとき，X+
t はある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )に L1 収束する．

(d) ある X∞ ∈ L 1(Ω,F∞, P )が存在して，(Xt)t∈I は (Ft)t∈I -劣マルチンゲールとなる．ここで，I は，
I に新しく最大元∞を付け加えて得られる全順序集合である．

命題 3.27の同値な 4条件が成り立つとき，F -劣マルチンゲールX = (Xt)t∈I は可閉（closable）であると
いう．優マルチンゲールの可閉性も，同様に定義する．なお，マルチンゲールに対しては，マルチンゲールと
しての可閉性，劣マルチンゲールとしての可閉性，優マルチンゲールとしての可閉性の三つが定義されること
になるが，一般にはこれらは同値ではない．

証明 (a) ⇐⇒ (b) ⇐⇒ (c) L1 マルチンゲール収束定理（定理 3.23）ですでに示した．
(c) =⇒ (d) t → ∞のときXt がX∞ に L1 収束するとする．s ∈ I とすると，任意の t ∈ [s, ∞)に対して

E[X+
t | Fs] ≥ E[Xt | Fs] ≥ Xs だから，E[X∞ | Fs] ≥ Xs である（命題 1.3）．よって，(Xt)t∈I は (Ft)t∈I -

劣マルチンゲールである．
(d) =⇒ (a) (Xt)t∈I がF -劣マルチンゲールであるとすると，(X+

t )t∈I は非負のF -劣マルチンゲールで
ある（系 3.3 (1)）．よって，命題 3.7より，(X+

t )t∈I は一様可積分である．

3.6 逆向きマルチンゲール収束定理
定理 3.28（逆向きマルチンゲール収束定理） I を空でない全順序集合であって下に共終な可算部分集合をも
つものとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，F−∞ =

⋂
t∈I Ft と置く．F -
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劣マルチンゲール X = (Xt)t∈I に対して，次の 5条件は同値である．

(a) limt→−∞ E[Xt] > −∞である*8．
(b) ある t0 ∈ I が存在して，(Xt)t∈(−∞,t0] は L1 有界である．
(c) ある t0 ∈ I が存在して，(Xt)t∈(−∞,t0] は一様可積分である．
(d) t → −∞のとき，Xt はある X−∞ ∈ L 1(Ω,F−∞, P )に L1 収束かつ概収束する．
(e) t → −∞のとき，Xt はある X−∞ ∈ L 1(Ω,F−∞, P )に L1 収束する．

証明 (a) =⇒ (b) X と X+ = (X+
t )t∈I は F -劣マルチンゲールだから（系 3.3 (1)），E[Xt]と E[X+

t ]は
ともに tに関して増加である．したがって，1点 t0 ∈ I を固定すると，任意の t ∈ (−∞, t0]に対して，

E[|Xt|] = 2E[X+
t ] − E[Xt]

≤ 2E[X+
t0

] − E[Xt]
≤ 2E[X+

t0
] − lim

s→−∞
E[Xs]

である．よって，lims→−∞ E[Xs] > −∞ならば，(Xt)t∈(−∞,t0] は L1 有界である．
(b) =⇒ (c) t0 ∈ I について，(Xt)t∈(−∞,t0] が L1 有界であるとする．ϵ > 0を任意にとる．定数 C > 0
に対して，

E[1|Xt|>C |Xt|] = E[1Xt>CXt] − E[1Xt<−CXt]
= E[1Xt>CXt] + E[1Xt≥−CXt] − E[Xt]

である．この 3項をそれぞれ評価する．仮定より，limt→−∞ E[Xt] > −∞だから，必要ならば t0 を小さく
とりなおすことで，任意の t ∈ (−∞, t0]に対して

E[Xt] ≥ E[Xt0 ] − ϵ

が成り立つとしてよい．一方で，任意の t ∈ (−∞, t0]に対して，Xt ≤ E[Xt0 | Ft]だから

E[1Xt>CXt] ≤ E[1Xt>CXt0 ],
E[1Xt≥−CXt] ≤ E[1Xt≥−CXt0 ]

である．これらの不等式から，任意の t ∈ (−∞, t0]に対して，E[1|Xt|>C |Xt|]は

E[1|Xt|>C |Xt|] = E[1Xt>CXt] + E[1Xt≥−CXt] − E[Xt]
≤ E[1Xt>CXt0 ] + E[1Xt≥−CXt0 ] − E[Xt0 ] + ϵ

= E[1Xt>CXt0 ] − E[1Xt<−CXt0 ] + ϵ

≤ E[1|Xt|>C |Xt0 |] + ϵ (∗)

と評価できる．一方で，

• L1 関数の絶対連続性より，ある δ > 0 が存在して，P (A) ≤ δ を満たす任意の A ∈ F に対して，
E[1A|Xt0 |] ≤ ϵが成り立ち，

*8 X = (Xt)t∈I は F -劣マルチンゲールだから，E[Xt] は t に関して増加であり，したがって，極限 limt→−∞ E[Xt] ∈ R≤0 が
存在する．なお，I が最小元をもつ場合には，limt→−∞ E[Xt]は E[Xmin I ]とみなす．
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• 仮定より，supt∈(−∞,t0] E[|Xt|] < ∞だから，Chebyshevの不等式より，

sup
t∈(−∞,t0]

P (|Xt| > C) ≤ 1
C

sup
t∈(−∞,t0]

E[|Xt|] → 0 (C → ∞)

となる．

したがって，C が十分大きければ，任意の t ∈ (−∞, t0]に対して，

E[1|Xt|>C |Xt0 |] ≤ ϵ (∗∗)

である．以上 (∗)と (∗∗)より，C が十分大きければ，任意の t ∈ (−∞, t0]に対して

E[1|Xt|>C |Xt|] ≤ 2ϵ

が成り立つ．よって，(Xt)t∈(−∞,t0] は一様可積分である．
(c) =⇒ (d) t0 ∈ I について，(Xt)t∈(−∞,t0] が一様可積分であるとする．この状況で，t → −∞ のとき

Xt がある F−∞-可測な R値確率変数 X−∞ に概収束することがわかれば，X−∞ が可積分（特に，ほとんど
確実に有限）であり，t → −∞のときXt がX−∞ に L1 収束することが自動的に従う*9．そこで，以下では，
この概収束を示す．

a < bを満たす任意の a, b ∈ Rに対して，上渡回数不等式（補題 3.21）より

E[Ua,b((Xt)t∈(−∞,t0])] ≤ 1
b − a

(
E[(Xt0 − a)+] − lim

t→−∞
E[(Xt − a)+]

)
≤ 1

b − a
(E[X+

t0
] + |a|)

< ∞

だから，Ua,b((Xt)t∈(−∞,t0])はほとんど確実に有限である．したがって，ほとんどすべての ω ∈ Ω が，a < b

を満たす任意の a, b ∈ Qに対して Ua,b((Xt)t∈(−∞,t0]) < ∞を満たす．このような ω については，補題 3.20
より，極限 limt→−∞ Xt(ω) ∈ Rが存在する．よって，X−∞ = lim inft→−∞ Xt と置けば，X−∞ は F−∞-可
測であり，t → −∞のとき Xt は X−∞ に概収束する．

(d) =⇒ (e) =⇒ (a) 明らかである．

系 3.29 I を空でない可算な全順序集合，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とし，
F−∞ =

⋂
t∈I Ft と置く．X = (Xt)t∈I を F -マルチンゲールまたは非負の F -劣マルチンゲールとすると，

t → −∞のとき，Xt はある X−∞ ∈ L 1(Ω,F−∞, P )に L1 収束かつ概収束する．

証明 X が F -マルチンゲールならば E[Xt] は t によらず一定であり，X が非負の F -劣マルチンゲールな
らば E[Xt] ≥ 0 である．よって，いずれにしても，主張は逆向きマルチンゲール収束定理（定理 3.28）の
(a) ⇐⇒ (d)から従う．

*9 添字集合 I は Nに反対順序同型であるとは限らないが，脚注*5と同様に議論すれば，確率変数列の一様可積分性と収束に関する
一般論を適用できる．
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3.7 任意停止定理
補題 3.30 (Ω,F, F = (Ft)t∈{0,...,n}, P )（n ∈ N）をフィルトレーション付き確率空間とする．X =
(Xt)t∈{0,...,n} をF -劣マルチンゲールとし，T を {0, . . . , n}値F -停止時刻とすると，

XT ≤ E[Xn | FT ]

が成り立つ．

証明 各 t ∈ {0, . . . , n}について，主張の不等式が {T = t}上で成り立つことを示せばよい．左辺について
は 1T =tXT = 1T =tXt であり，右辺については 1T =tE[X∞ | FT ] = E[1T =tX∞ | FT ]（命題 2.13 (1)より，
{T = t} ∈ FT であることを用いた）だから，示すべき不等式は

1T =tXt ≤ E[1T =tXn | FT ] (∗)

となる．A ∈ FT とすると，A ∩ {T = t} ∈ Ft だから，Xt ≤ E[Xn | Ft]より

E[1A1T =tXt] = E[1A∩{T =t}Xt]
≤ E[1A∩{T =t}Xn]
= E[1A1T =tXn]

である．(∗)の両辺はともに FT -可測だから，これより，(∗)が成り立つ．

補題 3.31 (Ω,F, F = (FI)t∈{0,...,n}, P )をフィルトレーション付き確率空間とする．I を，((−∞, t])t∈I が
生成する σ-代数によって可測空間とみなす．T が I 値 F -停止時刻であり，FT -可測な写像 T̃ : Ω → I が
T̃ ≥ T を満たすならば，T̃ もF -停止時刻である．

証明 任意の t ∈ I に対して，{T̃ ≤ t} ∈ FT より {T̃ ≤ t} = {T̃ ≤ t} ∩ {T ≤ t} ∈ Ft だから，T̃ はF -停止
時刻である．

定理 3.32（任意停止定理） I を全順序集合であって右順序位相に関して可分であるものとし，(Ω,F, F =
(Ft)t∈I , P )をフィルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I を F -適合かつ右連続な実確率過程と
し，S, T を I において有界な（すなわち，I において上界と下界をもつ）F -停止時刻とする．

(1) X がF -マルチンゲールならば，XT は可積分であり，XS∧T = E[XT | FS ]が成り立つ．
(2) X がF -劣マルチンゲールならば，XT は可積分であり，XS∧T ≤ E[XT | FS ]が成り立つ．
(3) X がF -優マルチンゲールならば，XT は可積分であり，XS∧T ≥ E[XT | FS ]が成り立つ．

証明 (3)は X の代わりに −X を考えれば (2)に帰着し，(1)は (2)と (3)から従うから，(2)だけを示せば
十分である．

(I) I が有限である場合に，主張を示す．一般性を失わず，I = {0, . . . , n}と仮定する．
X が F -劣マルチンゲールであるとすると，XT = (Xt∧T )t∈{0,...,n} も F -劣マルチンゲールである（系

3.14）．そこで，F -劣マルチンゲール XT とF -停止時刻 S に対して補題 3.30を適用して，

XS∧T ≤ E[Xn∧T | FS ] = E[XT | FS ]

を得る．
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(II) 一般の場合に，主張を示す．S と T は I において有界だから，必要ならば I を小さくとりなおすこと
で，一般性を失わず，I は最大元と最小元をもつと仮定する．

I の有限部分集合の増加列 (Dk)k∈N であって，各Dk が I の最大元と最小元を含み，D =
⋃

k∈N Dk が I の
右順序位相に関して稠密であるものをとる．各 Dk の元を昇順に列挙して，min I = tk,0, . . . , tk,pk

= max I

とする．各 k ∈ Nに対して，写像 Sk, Tk : Ω → I を

Sk =
pk−1∑
i=0

1S∈[tk,i,tk,i+1)tk,i+1 + 1S=tk,pk
tk,pk

,

Tk =
pk−1∑
i=0

1T ∈[tk,i,tk,i+1)tk,i+1 + 1T =tk,pk
tk,pk

と定めると，これらはDk 値F -停止時刻である（補題 3.31）．また，k → ∞のとき，Sk, Tk, Sk ∧ Tk は減少
しながらそれぞれ S, T , S ∧ T に各点収束する．

X の右連続性より，k → ∞のとき，XTk
は XT に各点収束する．さらに，XT が可積分であり，k → ∞

のとき XTk
が XT に L1 収束もすることを示そう．k ≤ l を満たす k, l ∈ N について，(Ft)t∈Dk

-劣マ
ルチンゲール (Xt)t∈Dk

に対して (I) の結果を適用すれば，XTl
≤ E[XTk

| FTl
] を得る．したがって，

(. . . , XT1 , XT0)は (. . . ,FT1 ,FT0)-劣マルチンゲールである．また，同様に (I)より，任意の k ∈ Nに対して
Xmin I ≤ E[XTk

| Fmin I ]であり，特に E[Xmin I ] ≤ E[XTk
]だから，limk→∞ E[XTk

] > −∞である．よっ
て，逆向きマルチンゲール収束定理（定理 3.28）より，k → ∞のときXTk

は L1 収束する．各点収束極限と
比較すれば，XT が可積分であり，k → ∞のときXTk

がXT に L1 収束することを得る．同様にして，XS∧T

が可積分であり，k → ∞のとき XSk∧Tk
が XS∧T に L1 収束することもわかる．

以上を踏まえて，主張の不等式 XS∧T ≤ E[XT | FS ] を示そう．A ∈ FS を任意にとる．各 k ∈ N に対し
て，(Ft)t∈Dk

-劣マルチンゲール (Xt)t∈Dk
に対して (I) の結果を適用すれば，XSk∧Tk

≤ E[XSk
| FTk

] を得
る．S ≤ Sk より A ∈ FS ⊆ FSk

だから（命題 2.13 (2)），特に，

E[1AXSk∧Tk
] ≤ E[1AXTk

]

である．k → ∞とすると，前段で示したように XSk∧Tk
, XTk

はそれぞれ XS∧T , XT に L1 収束するから，

E[1AXS∧T ] ≤ E[XT ]

となる．これが任意の A ∈ FS に対して成り立つから，XS∧T ≤ E[XT | FS ]である．

系 3.33 I を全順序集合であって右順序位相に関して可分であるものとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィル
トレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I をF -適合かつ右連続な実確率過程，T を I において下に有
界な（すなわち，I において下界をもつ）F -停止時刻とし，実確率過程 XT = (Xt∧T )t∈I を考える．

(1) X がF -マルチンゲールならば，XT もF -マルチンゲールである．
(2) X がF -劣マルチンゲールならば，XT もF -劣マルチンゲールである．
(3) X がF -優マルチンゲールならば，XT もF -優マルチンゲールである．

証明 (3)は X の代わりに −X を考えれば (2)に帰着し，(1)は (2)と (3)から従うから，(2)だけを示せば
十分である．

X がF -劣マルチンゲールであるとすると，任意停止定理（定理 3.32 (2)）より，s ≤ tを満たす任意の s,
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t ∈ I に対して，Xt∧T は可積分で Xs∧T ≤ E[Xt∧T | Fs]が成り立つ．すなわち，XT はF -劣マルチンゲー
ルである．

系 3.34 I を全順序集合であって右順序位相に関して可分であるものとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P )をフィル
トレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I をF -適合かつ右連続な実確率過程，T を I において下に有
界な（すなわち，I において下界をもつ）F -停止時刻とし，実確率過程 XT = (Xt∧T )t∈I を考える．

(1) X が一様可積分なF -マルチンゲールならば，XT も一様可積分なF -マルチンゲールである．
(2) X が一様可積分な非負のF -劣マルチンゲールならば，XT も一様可積分な非負のF -劣マルチンゲー
ルである．

証明 F∞ =
∨

t∈N Ft と置き，I に新しく最大元∞を付け加えて得られる全順序集合 I = I t {∞}を考える．
(1) F -マルチンゲール X = (Xt)t∈I が一様可積分であるための必要十分条件は，ある X∞ ∈

L 1(Ω,F∞, P )が存在して，(Xt)t∈I が (Ft)t∈I -マルチンゲールとなることである（命題 3.25）．よって，主
張は，系 3.33から従う．

(2) 非負の F -劣マルチンゲール X = (Xt)t∈I が一様可積分であるための必要十分条件は，ある X∞ ∈
L 1(Ω,F∞, P )が存在して，(Xt)t∈I が (Ft)t∈I -劣マルチンゲールとなることである（命題 3.27）．よって，主
張は，系 3.33から従う．

系 3.35 I を全順序集合であって右順序位相に関して可分であるものとし，(Ω,F, F = (Ft)t∈I , P ) をフィ
ルトレーション付き確率空間とする．X = (Xt)t∈I を F -適合かつ右連続な実確率過程，T を I において
下に有界な（すなわち，I において下界をもつ）F -停止時刻とし，実確率過程 XT = (Xt∧T )t∈I を考える．
p ∈ (1, ∞)とする．

(1) X が Lp 有界なF -マルチンゲールならば，XT も Lp 有界なF -マルチンゲールである．
(2) X が Lp 有界な非負の F -劣マルチンゲールならば，XT も Lp 有界な非負の F -劣マルチンゲールで
ある．

証明 X がF -マルチンゲールまたは非負のF -劣マルチンゲールであるとすると，XT も同様であることは，
系 3.33ですでに示した．また，(XT )∗ = supt∈I |Xt∧T |はX∗ = supt∈I |Xt|で上から抑えられるから，Lp マ
ルチンゲール収束定理（定理 3.24）より，X が Lp 有界ならば XT も Lp 有界である．
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